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INTRODUCTION 


La gestion des risques financiers occupe une place de plus en plus dominante dans le 
monde de la finance. A la suite des faillites en cascade d’ institutions financieres surve- 
nues au cours des decennies 1970 et 1980 et attribuables, entre autres, a I’escalade du 
loyer de 1’ argent et a la crise des changes, les institutions financieres pretent de plus 
en plus d’attention a la gestion des risques financiers auxquels elles sont confrontees. 
Dans la foulee, la Banque des reglements internationaux, un organisme international 
de surveillance des banques, a incite ses membres a developper des modeles de VaR 
et a detenir un montant de capital suffisant de fa 9 on a faire face aux pertes eventuelles 
etablies par cette mesure du risque. Les banques ont du se doter de specialistes qui 
puissent mesurer les risques financiers auxquels elles sont vulnerables. Dans le meme 
temps, une nouvelle categorie d’ingenieurs financiers est apparue: les financial risk 
Managers. Leurs connaissances dans les champs de la theorie des produits derives 
et du calcul numerique doivent etre poussees. 

Tres peu de manuels leur offrent la gamme complete des theories et des outils 
dont ils ont besoin pour gerer les risques des institutions dans lesquelles ils oeuvrent. 
Et bien souvent, ces manuels sont trop complexes pour qui n’a pas des bases solides 
en mathematiques. Ils s’interessent davantage a la theorie qu’a la pratique, ce qui fait 
que I’etudiant en gestion des risques eprouve des difficultes a devenir operationnel. A 
I’evidence, il existe une carence d’outils dans un domaine qui evolue tres rapidement : 
celui de la gestion des risques. 

Notre manuel comblera, nous I’esperons, les lacunes que presentent les traites 
pedagogiques actuels se rapportant a la gestion des risques. Sans negliger la theorie, 
notre expose vise a former des ingenieurs financiers qui soient tres a I’aise pour 
resoudre les divers problemes auxquels ils seront confrontes dans les institutions 
financieres qui les emploieront. Le lecteur retrouvera done dans notre manuel un tres 
grand nombre de programmes ecrits dans le langage Visual Basic (Excel) qui couvrent 
la complexite des situations qu’il rencontrera dans sa vie professionnelle. On le salt, 
le langage Visual Basic est de loin le plus utilise dans la pratique financiere du fait de 
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2 Finance computationnelle et gestion des risques 


son accessibilite. Mais nous ne devons pas pour autant negliger le langage Matlab, 
qui regroupe un grand nombre d’adeptes du milieu professionnel. C’est pourquoi 
nous initions egalement noire lecteur a ce langage en programmant en code Matlab 
de nombreux scenarios relevant de 1’ analyse des risques. Apres lecture de notre traite, 
le lecteur sera done tres versatile et assez polyvalent pour s’attaquer a d’autres situa- 
tions qui ne seraient pas envisagees ici. II fera egalement montre de rigueur dans ses 
presentations, une qualite qui, malbeureusement, se perd de plus en plus. 

Notre manuel permettra an passionne du domaine, et cela sans trop d’efforts, 
de calculer, en faisant appel a la programmation, les prix d’un tres grand nombre 
de produits exotiques et d’en concocter d’autres en utilisant les connaissances qu’il 
aura acquises en matiere d’ingenierie financiere. II pourra done se reveler un tres bon 
innovateur dans le domaine. II saura egalement couvrir les risques des portefeuilles 
de litres en utilisant les developpements de pointe a ce ebapitre. Les couvertures delta 
et delta-gamma n’auront plus de mysteres pour lui. II pourra egalement imaginer des 
scenarios pour calculer la VaR de son portefeuille et pour assurer celui-ci. II sera aussi 
en mesure d’estimer le risque de credit auquel est exposee une institution financiere. 
Et ce ne sont la que quelques aspects pratiques de notre manuel. Nous donnerons a 
ce sujet plus de details ulterieurement. 

II va sans dire qu’un ingenieur financier doit disposer d’un bon bagage de 
connaissances quantitatives s’il veut etre cbevronne dans ce ebamp. Les institutions 
financieres sont a la reeberebe d’employes qui maitrisent les aspects quantitatifs de la 
finance. Tout en mettant Taccent sur la pratique, le manuel que nous proposons vise a 
donner au lecteur une solide formation en finance computafionnelle, qui constitue le 
premier volel du fifre de ce livre. Par une pedagogie tres progressive qui est souvent 
absente dans les traites concurrents, nous initions le lecteur aux metbodes quantitatives 
de la finance, qui sont certes tres complexes mais que nous abordons de fa^on tres 
graduelle de fagon a ce que le lecteur ait une connaissance approfondie de ces metbodes 
et non la vision superficielle ou encyclopedique que transmettent bien souvent les 
manuels concurrents. Nous voulons former un ingenieur financier talentueux qui a des 
bases solides dans le domaine de la finance computationnelle. Sinon, sa formation se 
deprecierait rapidement et il ne serait plus en mesure de faire face a la complexite et 
aux exigences toujours grandissantes du monde financier. II serait reduit au role de 
tecbnocrate, voire de fonctionnaire de la finance. Incidemment, nous n’besifons pas 
a complefer nofre manuel par des annexes qui rappellenf a noire lectoral les bases de 
Talgebre, au cas oil il les aurait oubliees. Notre lecteur peut meme devenir autodidacte 
dans le domaine de la gestion des risques en lisant notre manuel. 

Nous avons divise notre traite en cinq parties. La premiere jette les fondements 
de Tingenierie financiere et de la gestion des risques. Pour introduire les produits 
derives, nous examinons comment on peut modifier les flux monetaires des options 
classiques d’acbat et de vente de fagon a formuler toute une gamme de strategies de 
placements. C’est dans ce contexte que nous abordons la programmation en Visual 
Basic (Excel). Puis, nous plongeons d’emblee dans Tunivers des processus stoebas- 
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tiques qui servent a modeliser les prix des actifs financiers. Le physician fran 9 ais 
Bachelier est d’ailleurs le premier a avoir utilise de tels processus pour rendre compte 
des mouvements de la Bourse de Paris. 

Nous avons choisi d’introduire les modeles de prix d’options en analysant 
les options perpetuelles, qui comportent des solutions analytiques de prix. Dans ce 
chapitre, nous sommes a meme de constater que le monde des affaires ne dispose pas 
seulement d’options financieres mais egalement d’options reelles. Tout peut devenir 
option ! II suffit de bien conceptualiser la situation. Nous terminons la premiere partie 
en examinant de fa^on detaillee le modele de Black et Scholes, qui constitue encore 
le modele de reference dans le domaine de Tingenierie financiere meme si sa publica- 
tion remonte deja a 1973. Nous y voyons comment on peut utiliser les «grecs» pour 
couvrir des portefeuilles. Nous montrons de fa 9 on detaillee, en nous aidant d" Excel, 
comment effectuer une couverture delta et une couverture delta-gamma. Bien souvent, 
les manuels ne font qu’effleurer cette question et le lecteur n’est alors pas en mesure 
de programmer par lui-meme de telles couvertures. Le notre fera de lui une personne 
competente en la matiere. 

L’ingenieur financier doit disposer de nos jours d’une boite a outils tres etoffee. 
Si autrefois il pouvait se contenter d’une calculatrice pour operer, le developpement 
effarant de I’informatique et T apparition de situations de risque de plus en plus 
complexes soulevent Timperatif de la comprehension des principales techniques de 
la finance computationnelle, ce a quoi s’attaque la partie 2 de notre traite. C’est dans 
cette section que le lecteur fera Tapprentissage des techniques de programmation 
requises en finance computationnelle et en gestion des risques. 

Nous ouvrons cette section sur les fondements du calcul numerique dans un 
univers stochastique. Nous nouons connaissance, entre autres, avec les martingales 
et Tunivers risque -neutre. Puis nous expliquons les aspects theoriques et empiriques 
des arbres binomiaux et trinomiaux, qui sont Tun des piliers du calcul numerique en 
ingenierie financiere. Le lecteur sera a meme de constater que la determination des 
prix des produits derives s’effectue par arbitrage dans Tunivers risque-neutre et non 
dans le monde reel. Nous y montrons meme comment construire un arbre trinomial 
implicite, une technique recente de valorisation des options. Vient ensuite la simulation 
de Monte Carlo, qui est fort utilisee notamment pour prendre en compte les multiples 
dimensions du risque. Dans la partie 2, le lecteur est egalement invite a calculer les 
prix des produits derives a Taide de la methode des differences finies, qui permet de 
solutionner de fa^on numerique des equations differentielles stochastiques. Finalement, 
la partie 2 se distingue des autres manuels de finance computationnelle en abordant 
Tequation de Bellman, aux plans tant theorique que pratique. Cette equation constitue 
la base de la programmation dynamique qui est tres utilisee pour valoriser des options 
americaines dont la date d’exercice, soit le stopping time, constitue un probleme qui 
releve de Toptimisation dynamique. 
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La partie 3 introduit des aspects theoriques et pratiques de I’ingenierie finan- 
ciere qui sont essentiels a la profession. Nous traitons d’abord de fa 9 on detaillee 
les contrats a terme, qui sont tres utilises dans les operations de couverture. Nous y 
voyons les emplois de divers contrats mis de I’avant par la Bourse de Montreal, qui 
dispose d’un quasi-monopole en matiere de produits derives au Canada. On trouvera 
dans les chapitres suivants de la partie 3 des sujets qui sont souvent traites de fagon 
superficielle dans les autres traites de finance computationnelle et de gestion des 
risques. L’exercice premature des options americaines retient d’abord notre atten- 
tion. Dans cette section, nous montrons comment tracer les frontieres d’exercice des 
options americaines, un outil important pour ce qui concerne la valorisation de telles 
options. Puis nous construisons des arbres binomiaux pour determiner les prix des 
options ecrites sur des actions qui versent des dividendes. Ensuite nous abordons 
des modeles de volatilite en rapport avec la valorisation des options. La volatilite est 
en effet la variable-cle pour determiner le prix d’une option. Nous presentons a cet 
effet des modeles de volatilite stochastique qui sont simules pour determiner le prix 
d’une option. Nous montrons egalement comment tracer des surfaces de volatilite qui 
puissent renseigner sur la valorisation des options. Ce qui nous permet d’introduire 
le concept du smile, qui donne a penser que I’equation de Black et Scholes comporte 
certaines faiblesses pour fixer les prix des obligations classiques. 

L’ingenieur financier doit savoir comment determiner les prix de nouveaux 
produits financiers qui incorporent des options. En effet, les institutions financieres 
sont toujours a I’affut de nouveaux produits pour soutenir la concurrence et il importe 
que les prix de ces produits soient justes (fair). Or, la valorisation des produits derives 
s’effectue essentiellement par le mecanisme de la couverture. Le cout du portefeuille 
qui replique les flux monetaires d’un produit derive constitue en effet le prix de ce 
dernier. Notre chapitre sur les produits exotiques s’interesse a I’ensemble de ces 
questions. En I’occurrence, il analyse la tarification d’une nouvelle categorie hybride 
de depot introduite recemment par les banques canadiennes : le CPG indiciel. Cette 
innovation allie la protection du capital a la participation aux mouvements haussiers 
des cours boursiers. De tels produits structures qui combinent instruments classiques 
et options deviendront la norme dans I’avenir. Le defi qu’ils presentent aux ingenieurs 
financiers s’avere done substantiel et notre manuel leur permet de le relever avec brio 
en leur presentant des programmes et des techniques appropries. Einalement, la troi- 
sieme partie de notre manuel s’interesse a des sujets qu’escamotait le celebre modele 
de Black et Scholes : les processus de sauts et le prix du risque. En effet, les processus 
de diffusion sur lesquels repose le modele de Black et Scholes supposent 1’ absence 
de sauts. Nous nous interrogeons done sur les incidences des sauts, qui representent 
des evenements rares, sur la valorisation des produits derives. Nous analysons I’im- 
pact du risque politique sur la rentabilite des projets d’investissement en utilisant des 
processus de sauts, ce qui interessera les investisseurs qui envisagent d’effectuer des 
projets a I’etranger. Einalement, la troisieme partie de notre livre aborde I’importante 
question du prix du risque, qui doit etre envisagee quand les sous-jacents des produits 
derives ne sont pas transiges. Le prix du risque revet une importance particuliere pour 
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les derives sur taux d’interet, car leur sous-jacent, soil le taux d’interet, ne constitue 
pas un actif transige. Certains chercheurs negligent completement le prix du risque, 
mais I’ingenieur financier se doit d’etre conscient des erreurs occasionnees par une 
mise sous le boisseau de ce prix. Le prix du risque est egalement une variable qui 
doit etre prise en compte dans la valorisation des options reelles, pour lesquelles le 
sous-jacent, soit un projet d’investissement, n’est pas transige. 

La partie 4 de notre manuel presente a I’etudiant on an specialiste les metbodes 
modemes de gestion des risques. Nous ouvrons cette section sur la VaR et sur les 
autres mesures modernes du risque. La VaR est maintenant la mesure du risque la 
plus utilisee dans les institutions financieres. Nous voyons comment la calculer en 
supposant d’abord que la distribution des rendements est normale, puis en levant cette 
bypotbese. On salt en effet que la distribution des rendements presente des queues 
epaisses. Si Ton ne prend pas en compte le quatrieme moment de la distribution des 
rendements, on risque de sous-estimer grandement la VaR. Le lecteur trouvera dans 
notre cbapitre sur la VaR plusieurs programmes ecrits en Visual Basic qui sont assez 
generaux pour etre representatifs des diverses mesures de la VaR utilisees dans I’in- 
dustrie financiere. Certes, il existe des mesures du risque plus appropriees que la VaR, 
comme la CVaR. Notre cbapitre fait done etat des mesures du risque de seconde gene- 
ration qui devraient s’imposer dans I’avenir. Ce cbapitre renferme meme une frontiere 
efficiente basee sur les cumulants. Cette frontiere presente I’avantage, en regard de la 
frontiere classique due a Markowitz, de prendre en compte le quatrieme moment de 
la distribution des rendements, ce qui donne lieu a des cboix plus appropries. 

L’ assurance de portefeuille est une autre metbode de gestion des risques que 
doit bien maitriser I’ingenieur financier. Nous y consacrons done un cbapitre dans 
lequel nous montrons d’abord comment construire un portefeuille qui duplique les 
flux monetaires d’un portefeuille d’ options. La comprehension des principes qui 
guident le montage d’un tel portefeuille est en effet essentielle a I’etude de I’assurance 
d’un portefeuille. Nous simulons par la suite un portefeuille assure, c’est-a-dire un 
portefeuille dont la valeur ne pent baisser sous un certain seuil. Finalement, nous 
presentons un programme qui reproduit la technique du coussin. 

Le risque de credit est par ailleurs un sujet de plus en plus scrute par les cher- 
cheurs. Au cours de la decennie 1990 sont memes apparus des produits derives con^us 
pour couvrir cette categoric de risque. Notre cbapitre ayant trait au risque de credit 
se donne pour objectif d’englober 1’ ensemble du sujet et s’averera particulierement 
interessant pour les candidats au litre de Financial Risk Manager (FRM). Nous y 
montrons comment modeliser la prime de defaut, puis nous analysons les modeles 
de valorisation des produits derives du credit, tel le swap de defaut de credit, qui est 
de loin le plus populaire. 

Finalement, un modele prend de plus en plus de place dans le domaine des 
derives sur taux d’interet: le modele de Heath, Jarrow et Morton (HIM). C’est pour- 
quoi nous avons decide de lui consacrer tout un cbapitre. Apres avoir approfondi les 
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techniques de determination des taux a terme, nous etudions comment on peut valoriser 
les produits derives dans le cadre de ce modele. Nous comparons egalement le modele 
HIM a d’autres modeles, comme ceux de Ho et Lee et de Black et Karasinski. 

Un manuel de finance computationnelle et de gestion des risques ne saurait 
etre complet s’il ne se penche pas sur le calibrage des modeles de gestion des risques. 
Notre partie 5 se consacre totalement a ce sujet. Un chapitre est consacre au calibrage 
econometrique des processus stochastiques. A notre connaissance, il n’existe pas de 
manuel ou de document qui considere le calibrage de tous les processus stochastiques 
comme nous le faisons dans notre cinquieme partie. Nous montrons comment estimer 
les parametres des processus stochastiques suivants : mouvement brownien arithme- 
tique ; mouvement brownien geometrique ; processus de retour vers la moyenne ou 
processus Ornstein-Uhlenbeck ; marche aleatoire ; processus de sauts. L’ estimation des 
modeles stochastiques de taux d’interet retient egalement notre attention. Nous appli- 
quons ces modeles aux donnees bancaires, boursieres et cambiales canadiennes. 

Un produit derive ne saurait exister en 1’ absence de volatilite sur les marches 
financiers. L’ estimation de la volatilite est done un theme de premier ordre en finance 
computationnelle. C’est la la justification de notre chapitre sur le fibre de Kalman, un 
algorithme que nous utilisons pour estimer et prevoir la volatilite stochastique. Nous 
comparons les previsions obtenues par le fibre a cedes qui decoulent des modeles 
GARCH (generalized autoregressive conditional heteroskedasticity). 

A la partie 5 se retrouvent egalement des chapitres ecrits par les profes- 
seurs Christian Calmes et Juan Salazar, tous deux professeurs agreges de finance a 
rUniversite du Quebec en Outaouais. Les professeurs Calmes et Salazar s’interessent 
a la volatilite et au risque bancaires. 

Par son contenu tres etoffe en programmes inedits ayant trait aux diverses 
facettes de la theorie des risques, notre manuel confronte le lecteur aux principales 
situations qu’est susceptible de rencontrer un gestionnaire des risques. Cette fonction 
est fort complexe, mais nous avons essaye de demystifier le sujet en amenant progres- 
sivement notre lecteur a un haut niveau d’expertise dans ce domaine. Ce manuel 
s’avere un complement essentiel a nos traites suivants, deja publies aux Presses 
de rUniversite du Quebec : Trade de gestion de portefeuille (4° edition) ; Le calcul 
numerique en finance empirique et quantitative (2® edition); Trade d’ econometrie 
financiered Trade de gestion bancaire. Armes de I’expertise que lui procurent ces 
ecrits, le lecteur sera en mesure d’ affronter le monde, souvent juge hermetique, de la 
finance computationnelle et de la gestion des risques. 
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CHAPITRE 


1 

INTRODUCTION 
AUX OPTIONS ET AUX STRATEGIES 
SUR OPTIONS CLASSIOUES' 


Les options transigees sur les marches de gre a gre^ existent depuis bien longtemps, 
mais I’introduction d’options sur des marches organises a coincide avec le lancement 
de la celebre formule de Black et Scholes ay ant trait an calcul du prix d’une option 
d’ achat europeenne ecrite sur une action ne versant pas de dividendes. Par la suite, 
bien d’autres types d’options sont apparus, les institutions financieres s’etant mises en 
devoir de developper de nouveaux produits derives toujours davantage susceptibles 
de mieux repondre aux besoins de leurs clients en matiere de couverture et de gestion 
des risques. De telles options sont dites exotiques et se transigent habituellement sur 
les marches de gre a gre. 

Dans ce chapitre, nous nous ouvrirons au monde des options en definissant 
dans un premier temps les options classiques d’ achat {call) et de vente {put), puis 
nous nous interesserons aux diverses strategies que Ton peut formuler a partir de 
ces options de base. Nous verrons qu’un investisseur peut de la sorte modifier les 
flux monetaires ou payoffs d’une option de maniere a les adapter a ses previsions en 
regard des variables financieres. 


1. Au chapitre des strategies sur options, on pourra consulter les ouvrages suivants: Bellalah (2003), 
Gestion des risques et produits derives classiques et exotiques, Dunod, Paris ; McMillan (2002), 
Options as a Strategic Investment, Institute of Finance, New York. 

2. Over-the-counter, en anglais. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


10 


Finance computationnelle et gestion des risques 


1. Les options classiques: les calls (options d'achat) 

ET LES PUTS (options DE VENTE) EUROPEENS 

Un call ecrit sur une action est un titre qui donne le droit d’acheter une action a un prix 
d’exercice determine, disons X, jusqu’a sa date d’echeance. Le call est dit europeen 
s’il ne pent etre exerce qu’a son echeance. Exercer un call signifie prendre possession 
de Taction en payant le prix d’exercice X. Le call disparait alors. Par ailleurs, un call 
est dit americain s’il pent etre exerce en tout temps jusqu’a son echeance. 

Le payoff A’ \m call europeen ecrit sur une action ne versant pas de dividende 
est egal au montant suivant a son echeance : 

payoff =(St-X)^ 

oil est le prix de Taction sous-jacente a Techeance de Toption et oil 
(S.J.-X) = MAX(S.f - X,0) . Le payoff A' \me option est done toujours positif ou 
nul. Pour Tacheteur d’un call, le payoff est represente a la figure 1.1. 

Ligure 1.1 Payoff d’un call europeen a I’echeance (acheteur) 



La figure 1.1 represente le payoff que pent esperer Tacheteur du call a son 
echeance selon le prix de Taction qui prevaudra a ce moment-la, ledit call ayant un 
prix d’exercice de 35$. Mais le vendeur de ce call a un payoff qai est Tinverse de 
celui de Tacheteur, e’est-a-dire que: 

payoff =-{S^-Xy 

Comme Tindique la figure 1.2, le payoff A\x vendeur du call est a Tinverse de celui 
de Tacheteur et s’avere negatif lorsque le prix de Taction depasse le prix d’exercice, 
ici 35 $. Le vendeur est cependant compense par Tacheteur qui lui verse une prime, 
soit le prix proprement dit de Toption, dont la modelisation fera Tohjet des prochains 
chapitres. 
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Figure 1.2 Payojf A'un call europeen a I’echeance (vendeur) 



Toumons-nous maintenant vers leput, I’autre option classique. Celle-ci donne 
le droit a son detenteur de vendre une action an prix d’exercice, disons X, jusqu’a 
son echeance. Comme le call, le put pent etre europeen on americain. 

Pour le detenteur, le payoff d’un put a son echeance est le suivant: 
payoff ={X-S^y 

L’ evolution de ce payoff en fonction du prix de Faction, a Fecheance du put, se 
retrouve a la figure 1.3. 

Figure 1.3 Payoff A’’\in put a I’echeance en fonction de S (acheteur) 



Le vendeur du put a un payoff imex&e de celui de Facheteur, c’est-a-dire : 

payoff =-{X-S^y 

Comme Findique la figure 1.4, le payoff A\x vendeur du put est negatif des 
que le prix de Faction, a Fecheance de Foption, se situe en dega du prix d’exercice. 
L’ acheteur de Foption le compense pour ce risque en lui versant une prime, soit le 
prix du put. 
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Figure 1.4 Payoff A’un put a I’echeance en fonction de S (vendeur) 



s 


II est d’ores et deja possible de formuler les strategies les plus simples que les acheteurs 
et les vendeurs de calls et de puts peuvent imaginer. 

Attardons-nous d’abord aux calls. Comme on peut le constater a la figure 1.1, 
le gain d’un detenteur de call est d’autant plus important que le prix du sous-jacent, 
en I’occurrence Faction, I’est egalement. En fait, on dit qu’une option d’acbat est a 
la monnaie^ si le prix de Faction est egal au prix d’exercice et dans la monnaie'* si le 
prix de Faction est superieur au prix d’exercice. Par contre, si le prix de Faction est 
inferieur au prix d’exercice, le call est en debors de la monnaie^. Par consequent, le 
detenteur d’un call est d’autant plus favorise que son option est davantage dans la 
monnaie. Lorsqu’il anticipe une bausse du prix d’une action, Finvestisseur aura done 
tendance a acbeter des calls sur cette action de fa 9 on a engranger des profits. L’acbat 
de calls est done une strategie bullish. 

II ne faut pas croire cependant que Facbat de calls comporte un risque minimal. 
En effet, si le prix de Faction demeure en dega du prix d’exercice, le detenteur du 
call subit une perte egale a la prime qu’il a payee pour se porter acquereur du call. 
Meme si nous anticipons sur des developpements ulterieurs, disons que le rendement 
espere d’un call est plus important que celui de Faction sous-jacente, Finvestissement 
dans des calls etant similaire a un portefeuille d’actions finance par voie d’emprunts. 
E’investissement dans un call comporte done un levier qui rebausse son rendement 
espere en regard du sous-jacent de cette option. Mais ce levier augmente egalement 
le risque de Foption en regard de son sous-jacent. 

Pour sa part, le vendeur du call fait face a un payoff negatif quand le prix de 
Faction excede le prix d’exercice de Foption vendue. Certes, il encaisse une prime 
lorsqu’il vend un call, laquelle correspond au prix de Foption. Sa strategie sera done 
de vendre des calls en debors oil tres en debors de la monnaie de maniere a eviter que 
le prix de Faction ne vienne se situer au-dessus du prix d’exercice du call a Fecbeance 


3. At-the-money, en anglais. 

4. In-the-money, en anglais. 

5. Out-of-the-money, en anglais. 
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de I’option, ce qui se traduirait par I’exercice du call. Une telle strategie de la part du 
vendeur est appropriee quand le marche boursier est relativement stable ou oriente 
a la baisse. Qui plus est, un investisseur peut avoir par-devers lui des actions qui lui 
font subir des pertes. II peut done vendre des calls en debors de la monnaie ecrits sur 
ces actions de fagon a encaisser les primes. Si jamais le marcbe de celles-ci remonte 
rapidement, il disposera de ses actions si I’exercice se produit. 

Depla^ons-nous maintenant vers des strategies elementaires impliquant les 
puts classiques. Un put est a la monnaie si le prix de Taction sous-jacente est egal 
au prix d’exercice du put. II est dans la monnaie si le prix de Taction est inferieur 
au prix d’exercice et en debors de la monnaie, si le prix de Taction est superieur au 
prix d’exercice. 

Par consequent, un investisseur detiendra un put ecrit sur une action lorsqu’il 
anticipera une baisse de prix de ladite action. L’acbat de puts correspond done a une 
strategie bearish. Nous laissons au lecteur le soin d’imaginer une strategie que pourrait 
suivre le vendeur d’unpuf en s’inspirant de celle du vendeur d’un call. 


2. La parite put-call 

Avant d’introduire d’autres strategies sur options plus complexes, nous nous attardons 
a une relation qui nous permettra d’imaginer certaines strategies sur options, soit la 
parite put-call. Cette relation entre le prix d’un put europeen (P) et le prix d’un call 
europeen (C) de meme prix d’exercice X et de meme duree (T) et dont le sous-jacent 
ne verse pas de dividendes est la suivante : 

P„=Co-So + Xe-’^ 

oil r est le taux sans risque. 

Une fois que Ton a calcule le prix du call, on peut done calculer le prix du 
put en soustrayant le prix actuel de Taction et en ajoutant la valeur actualisee du prix 
d’exercice. Cette relation fait appel au concept d’ absence d’ arbitrage. Pour demontrer 
la parite put-call, situons-nous a Tecbeance T des options et ecrivons la parite put- 
call comme suit : 

Pj + Sj = Cj + X 

Les deux parties de cette equation representent cbacune deux portefeuilles. Le premier 
est constitue d’un put et d’une action. Le second est constitue d’un call et d’un pret 
d’un montant X. Le tableau 1.1 fournit la valeur de ces portefeuilles selon que le prix 
de Taction est superieur ou inferieur au prix d’exercice a Tecbeance. 
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Tableau 1.1 



Pt + S, 

Cj + X 

St>X 

St 

St 

St<X 

X 

X 


On constate an tableau 1.1 que les deux portefeuilles ont les memes payojfs 
a Techeance quel que soit Tetat de la nature qui prevaut alors. Envisageons par 
exemple la situation pour laquelle > X. Le portefeuille constitue d’un put et d’une 
action vaut alors En effet, le put n’est alors pas exerce puisqu’il a un payoff mi\. 
Ea valeur du portefeuille est alors de S^. 

Que vaut par ailleurs le portefeuille constitue d’un call et d’un pret dans 
les memes circonstances ? Ee call est alors exerce et son payoff esi de (S^ - X). Ea 
valeur du portefeuille est (S.j, - X + X), soit S^. Ees deux portefeuilles ont done la 
meme valeur quand S.p > X. Et Ton dent le meme raisonnement pour demontrer qu’ils 
ont la meme valeur lorsque S.p < X. Eeur valeur respective est alors de X. 

Comme les deux portefeuilles donnent des flux monetaires identiques a 
I’echeance, leur valeur actuelle doit I’etre egalement pour eviter tout arbitrage. On 
pent done ecrire : 

Po + So = Co + Xe-^" 

soit: 

Po = Co-S„ + Xe-^" 

C’est la la parite put-call. 

On pent egalement formuler la parite put-call en termes du prix d’un contrat 
a terme® sur une action. Ce contrat oblige la livraison de Taction a Tecbeance du 
contrat a un prix determine a Tavance, disons X. Son payoff a. Tecbeance est done 
de : (S.J. - X). Ce payoff pent done etre negatif puisque le contrat a terme oblige son 
detenteur a prendre livraison du sous-jacent. On pent comparer ce payoff a celui d’un 
call qui est de : (S.j. - X)"^. Eorsque > X, le contrat a terme et le call correspondant 
procurent les memes payoffs. Mais lorsque S.p < X, le payoff du contrat a terme est 
negatif alors que le payoff du call est nul, le detenteur du call ay ant alors le privilege 
de ne pas exercer son option. 


6. II s’agit ici d’un contrat a terme de gre a gre, soit un contrat /onvurd en anglais. 
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Pour eviter tout arbitrage, on peut prouver que le prix a terme Fg est egal a : 

F - S 

En substituant cette equation dans celle de la parite put-call, on a : 

Po=Co-(Fo-X)e-^ 

C’est la la parite put-call exprimee en termes du prix a terme de Faction. 


3. Strategies pour modifier les payoffs des calls 

ET DES PUTS A L'ECHEANCE 

Dans ce qui suit, nous adoptons une approcbe grapbique pour representer les strate- 
gies d’options. Considerons en premier lieu les payoffs d’un call a I’ecbeance. Nous 
les representons en termes de leur pente en regard du prix de Faction sous-jacente. 
Comme on peut le constater a la figure 1.1, jusqu’au prix d’exercice, la pente du call 
est nulle en regard du prix de Faction. Passe le prix d’exercice, la pente du call est 
de -1-1. Le vecteur qui represente les payoffs d’un call est done : (0,-t-l). La figure 1.5 
donne la representation grapbique du call envisage dans cette optique. 

Figure 1.5 Payoffs d’un call 



S = prix de I'action 


Si Fon vend un call, on aura les payoffs inverses, c’est-a-dire : -C = (0,-1). 

Si Fon considere maintenant la figure 1.3, qui represente Fachat d’un put, on 
constate que sa pente est de -1 jusqu’au prix d’exercice et de 0 par la suite. L’acbat 
d’un put peut done etre represente par le vecteur : (-1 ,0), comme Findique la figure 1 .6. 
Si Fon vend un put, les payoffs s’inversent: -(-1,0) = (1,0). 
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Figure 1.6 Payoffs d’un put 



Par quel vecteur peut-on representer les payoffs du sous-jacent du call ou du 
put, soil Faction, en suivant la meme logique? Comme I’indique la figure 1.7, les 
payoffs de I’achat d’une action peuvent etre representes par le vecteur (+1,+ 1), Sq 
etant le prix actuel de Faction. Les payoffs de la vente a decouvert d’une action sont 
done de : (-1,-1). 

Figure 1.7 Payoffs d’une action 



11 est a remarquer qu’un contrat a terme ecrit sur cette action a le meme 
vecteur de payoffs que Faction elle-meme puisque le contrat a terme livre Faction a 
son echeance. 
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3.1. Le protective put 

Envisageons une premiere strategie basee sur la parite put-call. On achete un contra! 
forward et on achete un put. Selon la parite put-call, les payoffs de cette strategie 
sont ceux d’un call. En effet, on pent ecrire la parite put-call comme suit a I’echeance 
des options : 

P + (s^) = c 

payoffs A\i nut , payoffs A' un call 

payoffs d un contrat a terme ' 

Si Ton combine les payoffs d’un contrat a terme a ceux d’un put, on retrouve ceux 
d’un call. On pent egalement obtenir cette expression en se servant de la propriete 
suivante de la fonction MAX : 

MAX (X,Y) + Z = MAX (X+Z, Y+Z) 

Ea combinaison des payoffs d’un put et d’un contrat a terme donne alors : 
MAX(X-St,0)+ (St-X) =MAX(0,St-X) 

payoffs du put d’un contrat a terme payoffs d' un call 


Ainsi, en ajoutant aux payoffs d’un contrat a terme ceux d’un put, on tronque la 
distribution des payoffs du contrat a terme en retranchant tons les payoffs negatifs 
qui pourraient survenir de la detention du contrat a terme. On se retrouve avec une 
distribution qui ne comporte que des payoffs positifs. Cette strategie est, a raison, 
appelee protective put en anglais. 

Ees vecteurs des payoffs de la strategie protective put sont les suivants : 

(+1,+ 1) + (-1,0) = (0,+ l) 

On retrouve done les payoffs d’un call. 

Ea strategie du protective put est representee a la figure 1.8. Ees payoffs de 
la strategie sont, au pire, nuls, mais on doit payer la prime du put pour obtenir une 
telle protection. C’est la la premiere forme de couverture que nous envisageons dans 
ce manuel. 
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Figure 1.8 protective put 



On pent definir le protective put sur Faction elle-meme comme c’est le cas dans la 
theorie de I’assurance de portefeuille. Le portefeuille est alors compose d’une action 
et d’un put. Le payoff Ae, ce portefeuille est alors, a I’echeance Aupuf. 

St + MAX(X - St,0) = MAX(X,St) 

Le put qui s’ajoute au portefeuille fait en sorte que sa valeur ne diminuera pas en dega 
du prix d’exercice du put. Un gestionnaire qui veut empecher que son portefeuille ne 
tombe en de?a d’une certaine valeur doit done trouver des options de vente dont le 
prix d’exercice correspond au plancher recherche. 


3.2. Reproduction d'un put 

Toujours selon la parite put-call a I’echeance des options, on pent ecrire : 

P = C-(St-X) 

On pent egalement en arriver a ce resultat en exploitant la propriete precedente 
de la fonction MAX : 

MAX(St-X,0)- (St-X) =MAX(0,-(St-X)) = MAX(0,X-St) 

payoffs d’un call d’un contrat a terme payoffs du put 
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Ainsi, en combinant les payojfs d’un call a ceux d’un contra! a terme, on obtient 
ceux d’un put. Par consequent, si Ton vend a decouvert un contra! a terme et si Ton 
acbete un call, la distribution des payoffs de la vente a decouvert ne comprend plus 
de payoffs negatifs. C’est la une autre forme de couverture. En termes des vecteurs 
Ae payoffs, cette strategie s’ecrit: 

( 0 , 1 ) + (- 1 ,- 1 ) = (- 1 , 0 ) 

La combinaison donne bien les payoffs d’un put. 


3.3. Reproduction de I'instrument sous-jacent 

Acbeter un call et vendre un put revient a reproduire I’instrument sous-jacent, ici 
Paction. En effet, en termes des vecteurs de payojfs, on a: 

(0,+D- (-1,0) = (+!,+ !) 


3.4. Le covered call 

Vendre un call et detenir une action, ici un contra! a terme sur cette action, de fa^on 
a couvrir cette action, se traduit par les vecteurs de payoffs suivants : 

-(0, +1) + (+1,+1) = (+1,0) 

C’est la la strategie du covered call. Cette strategie est representee a la figure 1.9. 
Tant que le prix d’exercice n’est pas atteint, le call n’est pas exerce: le covered 
call se comporte comme une action habituelle. Passe le prix d’exercice, tout ce que 
I’investisseur gagne sur son action, il le reperd sur la vente de son call qui est alors 
exerce : il n’encaisse alors ni gain, ni perte. Comme on pent le constater a la figure 
1.9, le covered call correspond a la vente d’un put. 


3.5. Ecart bull 

Il existe trois strategies possibles pour un investisseur optimiste, c’est-a-dire qui anti- 
cipe une tendance a la bausse des cours boursiers. Par ordre croissant de risque, ces 
strategies sont : acbeter Paction (contra! a terme) ; acbeter un call (action financee par 
emprunt ou levier) ; vendre un put. Dans une strategie dite « ecart bull », un investisseur 
est pret a abandonner une partie du potentiel a la bausse de Paction pour mieux se 
proteger contre une baisse. En vertu de cette strategie, il acbete un call sur une action 
au prix d’exercice Ej et il vend un call sur cette meme action au prix d’exercice Ej, 
avec E, > Ej. 
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Figure 1.9 Le covered call 



Pour le call achete au prix d’exercice E,, le vecteur des payoffs est le suivant : 
(0,+l,+ l). En effet: 

si S < Ej payoff = 0 
si Ej < S < E 2 payoff = 1 
si S > Ej payoff = 1 

Par contre, pour le call vendu au prix d’exercice Ej, le vecteur de payoffs est : (0,0,-l), 
c’est-a-dire : 


si S < Ej payoff = 0 
si Ej < S < Ej payoff = 0 
si S > Ej payoff = -1 

En combinant ces deux instruments, on obtient I’ecart bull : 

(0,+l,+ l) + (0,0,-l) = (0,+ l,0) 

Cette strategie est representee a la figure 1.10. E’investisseur gagne entre Ej et Ej. 
Passe Ej, I’option d’acbat qu’il a vendue est exercee. II subit alors une perte, mais elle 
est compensee par I’autre option qu’il a acbetee. Avant Ej, aucune des deux options 
n’est exercee, mais I’investisseur retient la prime sur le call qu’il a vendu. 
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Figure 1.10 L’ ecart 



3.6. La vente de I'ecart bull: I'ecart bear 

Cette strategie consiste a vendre un call au prix d’exercice Ej et a acheter un call au 
prix d’exercice E,. Ees payoffs de cette strategie sont les suivants : 


( 0 - 1 - 1 ) + ( 0 , 0 ,+ 1 ) = ( 0 ,- 1 , 0 ) 


Si S < Ej, I’investisseur retire la prime sur le call vendu. Si Ej < S < E,, I’investisseur 
perd sur le call vendu, puisqu’il est exerce. Si S > Ej, I’investisseur perd sur le call 
vendu, mais cela est compense par ses gains sur le call achete. On pent done constater 
que lorsque I’investisseur detient un ecart bear, il specule sur une baisse du prix de 
Faction, le vecteur des payoffs ne comportant pas de +1 et incorporant un -1. II limite 
cependant son potentiel de perte en payant une prime sur le call qu’il achete : il limite 
par le fait meme son potentiel de perte passe Ej. 
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Nous allons maintenant examiner quelques strategies qui visent a tirer parti 
de la volatilite du prix du sous-jacent: les fourches (straddles) et les papillons 
(butterflies). 


3.7. Le straddle 

On sait que la valeur d’un call augmente si le prix de Taction augmente et que la 
valeur du put augmente si le prix de Taction diminue. Si Ton hesite sur la tendance 
du prix de Taction mais que Ton prevoit que la variation du prix de Taction (hausse 
ou baisse) sera importante, on pent acheter un call et un put au meme prix d’exercice. 
Cette strategie est appelee «fourche» (straddle). Le vecteur de payoffs d’un straddle 
est le suivant : 


(0,+ l) + (-1,0) = (-T+1) 

Le schema d’un straddle apparait a la figure 1.11. 

Le cout du straddle est la somme des primes du call et du put. Le straddle 
rapportera done un profit si la variation absolue du prix de Taction (a la hausse ou 
a la baisse) suffit a eponger les deux primes. A litre d’exemple, une telle strategie 
peut etre suivie lors d’une election (le marche monte si tel parti est elu et baisse si 
tel autre est elu) dont le resultat est tres incertain. 

Figure 1.11 Straddle 
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3.8. Le papillon {butterfly 

Cette strategie est similaire a un straddle, mais elle est bornee a gauche et a droite par 
des ailes refermees. Cette strategie peut etre obtenue de la fa^on suivante. II existe 
trois calls sur une action dont les prix d’exercice sont les suivants : 

E[ < Ej < Ej 

Pour creer un butterfly, il suffit de vendre un call a Ej, d’acheter deux calls a Ej 
et de vendre un call a E 3 . Ea somme de ces trois transactions donne la strategie du 
butterfly. 

Reproduisons la strategie du butterfly dans un chiffrier Excel. Pour ce faire, 
nous nous servons de la fonction du tableau 1 .2, ecrite en Visual Basic, qui donne le 
payoff A’ ut\ call a I’echeance. 

Tableau 1.2 Fonction Visual Basic Au payoff 
d’un call a I’echeance 


Function callpayoff(S, X) 

callpayoff=Application.Max(S-X, 0) 

End Function 


Nous imaginons qu’il existe trois calls en tout point identiques sauf que le prix 
d’exercice differe de Pun a Tautre. Ces trois prix d’exercice sont respectivement de 
25, 40 et 60. A partir de la fonction du tableau 1.2 et de la commande Excel : Donnees/ 
Table, nous calculons les payoffs de chaque call pour les trois prix d’exercice pour 
des prix d’actions variant entre 0 et 100 et nous sommons les resultats en appliquant 
la formule du butterfly. Ee resultat apparait au tableau 1.3. A litre d’exemple, dans 
la cellule Sjj se retrouve la formule suivante : 

= — Pi2 + 2 *Qj2 “ Ri2 
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Tableau 1.3 Les composantes d’un butterfly 



0 

P 

Q 

R 

S 

T 

10 



Prix d'exercice 


11 

Prix action 

25 

40 

60 

Butterfly 

12 

5 

0 

0 

0 

0 


13 

10 

0 

0 

0 

0 


14 

15 

0 

0 

0 

0 


15 

20 

0 

0 

0 

0 


16 

25 

0 

0 

0 

0 


17 

30 

5 

0 

0 

-5 


18 

35 

10 

0 

0 

-10 


19 

40 

15 

0 

0 

-15 


20 

45 

20 

5 

0 

-10 


21 

50 

25 

10 

0 

-5 


22 

55 

30 

15 

0 

0 


23 

60 

35 

20 

0 

5 


24 

65 

40 

25 

5 

5 


25 

70 

45 

30 

10 

5 


26 

75 

50 

35 

15 

5 


27 

80 

55 

40 

20 

5 


28 

85 

60 

45 

25 

5 


29 

90 

65 

50 

30 

5 


30 

95 

70 

55 

35 

5 


31 

100 

75 

60 

40 

5 


32 








Finalement, le graphique du butterfly apparait a la figure 1.12. 
Figure 1.12 Strategic du butterfly 
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Resume 

Ce chapitre ne visait qu’a nous introduire an monde des produits derives. Pour ce 
faire, nous avons montre comment, en combinant les deux types d’options classiques, 
call et put, on pouvait concocter une strategie de payoffs susceptible de repondre aux 
exigences d’un investisseur en matiere de rendement et de risque. Nous avons vu que 
les options classiques pouvaient tout autant servir a couvrir une position qu’a speculer 
sur les tendances des marches. Un investisseur qui eprouve un degre eleve d’ aversion 
pour le risque se dirigera vers le premier type de strategie alors que celui qui craint 
moins le risque adoptera la seconde categorie. 

Les options servent done, entre autres, a modifier la distribution des flux 
monetaires de leurs sous-jacents, qui constituent en fait les instruments financiers de 
base. Si Ton veut couvrir en partie une position, on penebera vers une distribution 
des rendements tronquee qui efface les flux monetaires negatifs. Certes, une telle 
distribution comportera un cout, e’est-a-dire les primes payees sur les options qui ont 
permis de construire une telle distribution. Si Ton supprime tout risque, on ne pourra 
guere esperer un taux de rendement superieur au taux sans risque. Par ailleurs, on 
pent avoir recours a I’effet de levier inherent a Poption pour degager un rendement 
espere superieur a celui du sous-jacent. Mais etant tres risquee, une telle strategie ne 
convient guere a I’investisseur moyen. 
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CHAPITRE 


2 

INTRODUCTION 
AUX PROCESSUS STOCHASTIOUES 


Un processus stochastique est une serie de variables aleatoires qui traduit leur evolution 
au cours du temps. Ces processus ont commence a envahir la finance moderne a la 
suite de la parution du fameux article de Black et Scholes ayant trait a la valorisation 
d’une option d’ achat europeenne ecrite sur une action ne versant pas de dividendes. 
Depuis, les processus stochastiques ont envahi tons les champs de la finance : theories 
de portefeuille, finance corporative, gestion des risques, ingenierie financiere, finance 
internationale et, certes, la theorie des produits derives. 

Dans ce chapitre, nous introduisons le lecteur aux processus stochastiques 
les plus courants : le processus de Wiener, le mouvement brownien arithmetique, le 
mouvement brownien geometrique, le processus Ornstein-Uhlenbeck ou processus de 
retour vers la moyenne, et le processus d’lto, qui est la version generalisee de 1’ en- 
semble des processus. Ce faisant, nous fournissons au lecteur des programmes ecrits 
en Visual Basic de maniere a ce qu’il puisse simuler ces processus par lui-meme, ce 
qui lui permettra de mieux les maitriser. 


1. Le PROCESSUS DE Wiener 

Le processus de Wiener, que nous designons par dz', est base sur la loi normale. 
Une variable aleatoire X obeit a une loi normale si sa fonction de densite est la 
suivante : 

1 (x-ttf 
f(x|p,a^) = — 


1 . II est egalement courant dans la litterature financiere de designer un processus de Wiener par dW. 
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La loi normale est done entierement caracterisee par ses deux premiers moments. 
Un processus de Wiener (dz) s’ecrit comme suit: 

dz = 8^/dt 

oil 8 ~ N (O, l) et oil dt designe un petit intervalle de temps, encore designe par « pas ». 
L’esperance de dz est egale a: 

E(dz) = e[ 8V^ ] = VdtE(8) = 0 

Par ailleurs, la variance de dz est egale a : 

V(dz) = E(dz") - [E(dz)]" = E(dz") = E(8^t) = dtE(8^) = dt 

L’ecart-type d’un processus de Wiener est done egal a Vdt, d’oii I’adage que I’in- 
certitude augmente avec la racine carree du temps. Des lors, la diversification des 
rendements dans le temps est possible en ce sens que le risque d’un portefeuille s’at- 
tenue an fur et a mesure que Phorizon d’investissement est repousse. An tableau 2.1, 
on retrouve un programme ecrit en Visual Basic (Excel) qui nous permet de simuler 
un processus de Wiener. 

Tableau 2.1 Sous-routine Visual Basic de la simulation 
d’un processus de Wiener 

Sub Wiener! ) 

T=1 

N=100 

dt=T/N 

For i=1 To 100 

Randomize 

eps=Application.WorksheetFunction.NormSlnv(Rnd) 

Range("Wien").Offset(i, 0)=eps*Sqr(dt) 

Next i 

End Sub 


La figure 2.1 retrace une trajectoire d’un processus de Wiener etablie a partir de la 
sous-routine du tableau 2.1. La periode est d’un an et elle a ete divisee en 100 sous- 
periodes. On remarque que dz fluctue de fa 9 on aleatoire sans tendance manifeste. 
Cette variable obeit en fait a une marcbe aleatoire. A la figure 2.2, nous avons divise 
la periode en 1000 plutot qu’en 100 sous-intervalles. Le caractere aleatoire de la serie 
est encore plus manifeste. 
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Figure 2. 1 Processus de Wiener (N = 100) 



Figure 2.2 Processus de Wiener 
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Avant de poursuivre, nous devons nous arreter sur un aspect technique de la 
construction de la sous-routine que Ton retrouve an tableau 2.1, a savoir la generation 
de nombres aleatoires a partir d’une distribution donnee. Le principe est toujours 
le meme. II s’agit dans un premier temps de tirer un nombre aleatoire a partir de la 
distribution uniforme, ce nombre se situant alors entre 0 et 1. Ensuite, il suffit d’in- 
verser la fonction cumulative de la distribution desiree, ici la distribution normale, 
pour trouver le nombre aleatoire desire, la probabilite cumulative se situant en effet 
entre 0 et 1. Pour illustrer cette methodologie, considerons la figure 2.3, qui donne 
la fonction de distribution cumulative de la loi normale. 

Figure 2.3 Fonction cumulative de la loi normale 



X 
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Disons que Ton ait tire le nombre 0,5 a partir de la distribution uniforme. La 
figure 2.3 nous dit alors que le nombre aleatoire correspondant dans une distribution 
normale est de 0. On parle ainsi d’inversion de la fonction cumulative, car c’est 
I’abscisse et non I’ordonnee de la fonction cumulative qui nous fournit le nombre 
aleatoire desire. 

Comme on pent le constater aux figures 2.1 et 2.2, le processus de Wiener, qui 
est base sur la loi normale, n’ autorise pas de sauts du cote de la variable dz. Or, les 
variables financieres font parfois montre de sauts. Pour arriver a faire sursauter une 
serie, une technique est de tirer des nombres aleatoires generes par une distribution 
qui fait montre d’un exces de leptokurtisme en regard de la normale. 

L’une de ces fonctions est la fonction gamma. La fonction gamma, caracterisee 
par les deux parametres a et p, se definit comme suit : 


f(x|a,p) = ■ 


a-l 5 

X e 


r(a)P“ 

oil r(a) est la fonction gamma definie comme: 

r(a) = I y“ ‘e ’'dy 
0 

A noter que si a = n et que n est un entier, on a alors le resultat suivant : 

r(n) = (n-l)! 


La moyenne d’une variable aleatoire X qui obeit a une distribution gamma est de : 

E(X) = aP 


Et sa variance est de : 

V(X) = ap' 

Le tableau 2.2 fournit un programme ecrit en Visual Basic qui transpose le processus 
de Wiener dans le cadre d’une distribution gamma, et la figure 2.4 montre revolu- 
tion d’un tel processus. Comme on pent le constater a la lecture de cette figure, de 
nombreux sauts se manifestent dans un tel processus stocbastique, en ce sens que ces 
sauts s’eloignent de beaucoup plus d’ecart-types de la moyenne que ne I’autorise la 
distribution normale. 
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Tableau 2.2 Sous-routine Visual Basic d’un processus aleatoire 
etabli a partir de la distribution gamma 

Sub Gamma( ) 

T=1 
N=100 
dt=T/N 
Fori=1 To 1000 

eps=Application.WorksheetFunction.Gammalnv(Rnd, 1, 2 } 

If Rnd<=0.5 Then 

eps=-eps 

Else 

eps=eps 
End If 

gam=eps*Sqr(dt) 

Range("gam").Offset(i, 0)=gam 
Next i 

End Sub 


Figure 2.4 Processus stochastique : loi gamma 



La distribution de Student est une autre distribution qui fait montre de leptokur- 
tisme en regard de la normale et qui est de plus en plus utilisee dans la modelisation 
des prix des produits derives. Soil Z, une N(0,1) et , une variable aleatoire cbi- 

carre avec r degres de liberte. Alors T = , a une distribution t (Student) qui 

est notee t^^^. File est symetrique autour de 0, mais tend vers la distribution normale 
lorsque le nombre de degres de liberte se dirige vers I’infini. 

Le tableau 2.3 fournit un programme ecrit en Visual Basic qui transpose le 
processus de Wiener dans le cadre d’une distribution de Student avec 5 degres de 
liberte, et la figure 2.5 prend acte de revolution d’un tel processus. Encore une fois, 
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des sauts tres apparents se font jour lors du deroulement du processus stochastique de 
la serie ; ils sont d’autant plus amples que Ton reduit le nombre de degres de liberte 
de la distribution de Student. 

Tableau 2.3 Sous-routine Visual Basic d’un processus aleatoire 
etabli a partir de la distribution t de Student 
avec 5 degres de liberte 

Sub Student! ) 

T=1 

N=1000 
dt=T/N 
Fori=1 To 1000 
Randomize 

eps=Application.WorksheetFunction.Tlnv(Rnd, 5) 

If Rnd<=0.5 Then 

eps=-eps 

Else 

eps=eps 
End If 

stud=eps*Sqr(dt) 

Range("stud").Offset(i, 0)=stud 
Next i 

End Sub 


Figure 2.5 Processus stochastique : loi de Student 



Nous consacrerons un autre cbapitre aux processus de sauts. Au lieu de modifier 
la distribution au sein de laquelle sont tires les nombres aleatoires, nous superposerons 
plutot aux mouvements browniens traditionnels un processus de Poisson qui generera 
les sauts. On parlera alors de processus de diffusion avec sauts. 
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2. Le mouvement brownien arithmetique 

Le processus de Wiener que nous venons d’etudier comporte certaines lacunes. 
D’abord, sa derive ou son trend est nul. Or, plusieurs series stochastiques comportent 
un trend. Par exemple, les indices boursiers font montre d’une tendance a la hausse a 
long terme. De plus, la variance d’un processus stochastique est egale au pas, soit dt. 
Comme cette variance ne pent accommoder qu’un nombre tres limite de processus 
stochastiques, il y a lieu de calibrer la partie aleatoire d’un processus stochastique 
par la variance observee de la serie. Le mouvement brownien arithmetique corrige 
ces deux deficiences du processus de Wiener. II s’ecrit comme suit: 

dx = pdt + adz 

oil pt est la derive de la serie et o, son ecart-type et dz = 8x/dt . Comme on le voit, 
c’est la partie stochastique du processus qui domine a court terme et sa tendance a 
long terme-. 

Pour simuler un mouvement brownien arithmetique, nous avons recours au 
programme Visual Basic que Ton retrouve au tableau 2.4. Ce processus stochastique 
comporte les parametres suivants : p, = 0,9 ; ct = 0,3 et T = 0,25 annee. Pour les fins 
de la simulation, nous avons divise la periode T en 100 sous-periodes. 

Tableau 2.4 Sous-routine Visual Basic 

d’un mouvement brownien arithmetique 

Sub Brownarithf ) 

a=0.9 

sigma=0.3 

T=0.25 

N=100 

dt=T/N 

xt=0 

Range("stock").Offset(0, 0)=xt 

For i=1 To N 

Randomize 

eps=Application.WorksheetFunction.NormSlnv(Rnd) 

xt=xt+a*dt+sigma*eps*Sqr(dt) 

Range("stock").Offset(i, 0)=xt 
Next i 

End Sub 


2. En effet, |x est multiplie par dt et a par Vd^. 
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Comme en prend acte la figure 2.6, le mouvement brownien arithmetique est 
caracterise par un trend a long terme ponctue de deviations qui dependent de I’ecart- 
type du processus stochastique. 

Figure 2.6 Mouvement brownien arithmetique 



dt 


Si I’ecart-type du mouvement brownien arithmetique est nul, il s’ecrit alors 
comme suit : 


X, = X, I + adt 

Or, par recursivite, on pent ecrire : 

Xt-i = x,_2 + adt 

En substituant cette derniere expression dans I’equation de Xj, on a : 

Xt = X, 2 + 2adt 

Supposons que Ton connaisse la valeur initiale de x, soil Xq, on pent alors ecrire, 
toujours par recursivite : 

t 

X, = Xq + ^ adt = Xq + tadt 
1=1 

Le mouvement brownien arithmetique avec un ecart-type nul, soit un mouve- 
ment deterministe, se presente done comme une droite lorsque Ton relie son evolution 
aux sous-periodes, comme en temoigne la figure 2.7. Pour la construire, nous avons 
etabli le trend a 100. La periode est egale a 0,25 annee et nous I’avons divisee en 100 
sous-periodes. Selon I’equation de x,, sa valeur finale est egale a : 

X ,=100-i-( 100 X 100 1 = 125 

‘ 1 , 100 ) 
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Figure 2.7 Mouvement brownien arithmetique : sigma nul 
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dt 


3. Mouvement brownien geometrioue 

Un mouvement brownien arithmetique est inapproprie pour decrire F evolution du prix 
d’une action, etant donne la croissance esperee du prix de cette action, designee par 
a, et I’ecart-type du taux de rendement de Faction, represente par a. En effet, cela 

supposerait que le rendement total de Faction, soit — , aurait tendance a diminuer 

S 

au cours du temps, ce qui est contraire aux donnees observees sur les rendements des 
actions. On fait done Fhypothese que le prix d’une action obtempere a un mouvement 
brownien geometrique, e’est-a-dire : 

dS = aSdt + aSdz 

La derive et Fecart-type sont done multiplies par S, soit le niveau du prix de Fac- 
tion. II s’ensuit que le taux de rendement de Faction suit un mouvement brownien 
arithmetique : 

dS 

— = adt + adz 
S 

Le taux de rendement de Faction est done independant du niveau de S, ce qui 
semble corrobore par les fails. Au tableau 2.5, on retrouve un programme ecrit en 
Visual Basic qui simule le prix d’une action qui se plie a un mouvement brownien 
geometrique. La representation graphique de ce mouvement est donnee a la figure 2.8. 

Figure 2.8 Mouvement brownien geometrique 
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Tableau 2.5 Sous-routine Visual Basic 

d’un mouvement brownien geometrique 

Sub BrowngeomI ) 

mu=0.08 

sigma=0.5 

T=0.25 

N=100 

dt=T/N 

St=100 

Range("stock").0ffset(0, 0)=St 

For i=1 To N 

Randomize 

eps=Application.WorksheetFunction.NormSlnv(Rnd) 
St=St+mu*St*dt+sigma*St*eps*Sqr(dt) 
Range("stock").Offset(i, 0)=St 
Next i 

End Sub 


La representation graphique d’un mouvement brownien geometrique ne differe 
pas sensiblement de celle d’un mouvement brownien aritbmetique. Mais il y a une 
difference essentielle. Supposons en effet que o soil dans la formule du mouvement 
brownien geometrique. Ce mouvement devient alors deterministe et s’ecrit comme 
suit: 


S, = (l + adt)S,_i 

Encore une fois, on peut simplifier cede expression par recursivite. On a : 

S,_i = (l + adt)S,_2 

En mettant cede expression dans S,, on obtient : 

S, =(l + adt)^S,_2 

En admettant qu’il y a n sous-periodes entre la periode t et la periode initiale, designee 
par 0, on peut ecrire : 


S, =(l + adt)"So 

Sg etant le prix initial de Faction, suppose connu. On peut ecrire cede expression sous 
une forme exponentielle en se servant de la propriete logaritbmique suivante : 

ln(x) = y ^ X = e'' = e'"" 
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Dans I’equation de S„ x = (l + adt)" . On pent done ecrire : 

Q nln(l+cxdt) q ctndt q 

t — ^0^ * ^ ^0^ — ^0^ 

on T = ndt, soil la longueur totale de la periode consideree. Par consequent, alors 
que dans un mouvement brownien arithmetique, S entretiendrait une relation lineaire 
avec le temps, 11 entretient une relation exponentielle dans un mouvement brownien 
geometrique. Cette relation apparait tres bien a la figure 2.9, qui relate le mouvement 
deterministe d’une action durant une periode de 20 ans quand le mouvement brownien 
geometrique auquel elle se pile comporte un ecart-type nul. 

Figure 2.9 Mouvement brownien geometrique : sigma nul 
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dt 


Si r equation differentielle stoebastique du prix de Faction se conforme a un 
mouvement brownien geometrique, alors le prix de Faction suit une loi lognormale. 
Et si tel est le cas, le logaritbme de S suit une loi normale. Pour le montrer, reecrivons 
Fequation differentielle du prix de Faction: 

dS = aSdt + aSdz (1) 

Soit la fonction g qui est egale a ln(S). Cette fonction depend done de la variable 
aleatoire S. Selon le lemme d’lto, que nous examinerons plus en detail dans les 
proebains ebapitres, Fequation differentielle de g s’ecrit: 


dg 1 d^g o 

dg = -^dS + |dS" 

dS 2 dS" 


(2) 


Le lemme d’lto s’apparente done a une expansion de Taylor du second degre. Or, 

^ est egal a — et J_ . En substituant ces derivees dans Fequation (2) et 

dS S dS" S" 

en remplagant dS par Fequation (1), on obtient: 


a S 


dg = — (aSdt + aSdz)- ^ 
S 2 S 


dt 


(3) 
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A remarquer que dS^ = a^S“dt, comme nous le justifierons dans un autre chapitre. 
Apres simplification de I’equation (3), on obtient: 

dg = jdt + adz (4) 

Le logarithme de S, soit la fonction g, suit bien une loi normale puisque dz obeit a 
une loi normale. On pent alors ecrire le prix de Taction comme suit: 

I a-— a" |dt+adz 

Cette equation nous sera tres utile lors de simulations de Monte Carlo de prix d’options. 


4. Mouvement Ornstein-Uhlenbeck 

OU PROCESSUS DE RETOUR VERS LA MOYENNE 

Certains processus stochastiques n’incorporent pas une derive mais ont plutot tendance 
a retourner vers un niveau moyen a plus ou moins long terme. C’est le cas des taux 
d’interet, des prix de certaines matieres premieres comme le petrole et des taux de 
change de certaines devises. On est alors en presence d’un processus Omstein-Uhlen- 
beck (0-U), encore appele processus de retour vers la moyenne. Supposons que la 
variable aleatoire r suive un processus 0-U. Son equation differentielle stochastique 
est alors egale a : 

dr = v(?-r)dt + adz 

oil r est le niveau moyen de long terme de r et v, la vitesse de retour de r vers sa 
moyenne de long terme r . Plus v est faible, plus la volatilite de r est grande en ce 
sens que r met alors d’ autant plus de temps a retourner vers sa moyenne de long terme. 
Par ailleurs, plus v est important, plus les fluctuations de r autour de sa moyenne 
de long terme sont faibles et, par consequent, plus la volatilite de r est faible. II en 
resulte alors une diminution des prix des options ecrites sur r. Le tableau 2.6 presente 
un programme ecrit en Visual Basic pour simuler une variable qui suit un processus 
0-U et la figure 2.10 represente un tel processus. 

Figure 2.10 Processus Ornstein-Uhlenbeck 
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Tableau 2.6 Sous-routine Visual Basic 

d’un processus Ornstein-Uhlenbeck 

Sub 0U( ) 

rbarre=0.06 

sigma=0.3 

vit=0.8 

T=0.25 

N=100 

dt=T/N 

rt=0.04 

Range("taux").Offset(0, 0)=rt 

For i=1 To N 

Randomize 

eps=Application.WorksheetFunction.NormSlnv(Rnd) 
rt=rt+vit*(rbarre-rt)+sigma*eps*Sqr(dt) 
Range("taux").Offset(i, 0)=rt 
Next i 

End Sub 


Le processus de taux d’interet represente a la figure 2.10 a une moyenne de 
long terme de 6% et une vitesse d’ajustement moderee, qui est egale a 0,8. On volt 
que le taux d’interet retourne assez rapidement vers sa moyenne de long terme. Les 
fluctuations du taux autour de sa moyenne sont moderees. Elies sont conditionnees 
par les valeurs respectives de v et de a. Plus la valeur de u est faible et plus la valeur 
de CT est importante, plus les fluctuations de r autour de r le sont egalement. 


5. Le processus d'Ito ou mouvement brownien generalise 

Le processus d’Ito generalise les mouvements stochastiques precedents et s’ecrit 
comme suit : 

dS = a(S,t)dt + b(S,t)dz 

Les parametres de ce processus dependent done des niveaux de S et de t. 

On pent egalement generaliser le processus 0-U en I’ecrivant comme suit: 
dr = v(r, t)(r(t)- r) + b(r, t)dz 
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La vitesse d’ajustement de r n’est done plus fixe, mais variable. Elle depend du niveau 
de r et de t. Qui plus est, le faux moyen de f vers lequel r retoume a long terme pent 
se modifier dans le temps. Par ailleurs, le coefficient de dz depend egalement de r 
et de t. Un cas particulier du processus 0-U generalise est le processus dit «racine 
carree», qui s’ecrit comme suit dans sa forme la plus simple : 

dr = v(r -r)dt + a^/rdz 

Ce processus fait en sorte que le taux d’interet ne peut prendre de valeurs negatives 
comme ce serait le cas si Ton s’en tenait a une distribution strictement normale. 
Le terme aleatoire suit alors une distribution decentree et non une distribution 
normale. 


Resume 

Comme on a pu le constater dans ce chapitre, il y a plusieurs fa^ons de modeliser le 
processus stochastique d’une variable aleatoire. Le processus de Wiener est a la base 
de toutes ces representations stochastiques. II entre justement dans la formulation de 
la partie stochastique de ces divers modeles. Le mouvement brownien arithmetique 
est le plus simple des processus stochastiques. Mais, pour modeliser le prix d’une 
action, son principal desavantage est que le rendement de cette action est une fonction 
decroissante du prix de Paction. On recourt par consequent au mouvement brownien 
geometrique pour representer le mouvement stochastique du prix d’une action. 

Les taux d’interet, les taux de change et certains cours de matieres premieres 
ont pour leur part tendance a obeir a un processus Omstein-Uhlenbeck, e’est-a-dire 
a un processus de retour vers la moyenne. Le processus Ornstein-Uhlenbeck est tres 
utilise pour evaluer les options sur taux d’interet et les options sur obligations. Le 
processus d’lto permet de generaliser les mouvements stochastiques standards. 

Les processus stochastiques standards reposent tons sur la loi normale. En effet, 
le terme dz qui est incorpore dans ces processus est egal a eVdt , oil 8 ~ N(0,1). Ces 
processus ne conviennent pas pour les taux d’interet, qui sont generalement positifs. 
Ee processus racine carree, qui repose sur la decentree, permet de corriger cette 
situation. II faut egalement s’eloigner de la distribution normale pour modeliser les 
sauts qui s’observent au chapitre des donnees financieres et qui sont relies en fait a des 
evenements extremes ou rares. C’est ainsi que ce chapitre nous a egalement presente 
les processus de diffusion avec sauts. Nous avons recouru a certaines distributions, 
comme la distribution gamma et la distribution de t de Student, pour simuler ces 
sauts qui representent des evenements rares ou extremes. Ces distributions prennent 
en effet en compte le leptokurtisme que Ton note surtout au niveau de la distribution 
des rendements boursiers joumaliers ou des rendements intra-joumaliers, dits encore 
a haute frequence. Nous verrons dans un autre chapitre comment superposer des sauts 
aux processus stochastiques standards en faisant appel a la distribution de Poisson. 
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CHAPITRE 


3 

LES OPTIONS PERPETUELLES 


Dans ce chapitre, nous nous interessons aux options perpetuelles, c’est-a-dire celles 
qui ont une duree de vie infinie. Les options reelles, dont certaines seront envisagees 
dans ce chapitre, sont bien souvent des options perpetuelles. Elies sont plus faciles a 
valoriser que les options qui ont une echeance finie car, comme nous serons a meme 
de le constater, la derivee du prix de I’option par rapport au temps n’apparait pas dans 
I’equation differentielle de I’option perpetuelle alors qu’elle est I’une des composantes 
de I’equation differentielle d’une option munie d’une echeance finie. Ce chapitre nous 
permettra egalement de mieux maitriser les equations differentielles, qui constituent 
I’un des piliers de I’ingenierie financiere. 

Dixit et Pindyck (1994) ont montre que Ton pouvait valoriser les options 
reelles perpetuelles americaines en recourant soit a I’approche de la programmation 
dynamique, soit a I’approche traditionnelle de Black et Scholes, qui est basee sur la 
construction d’un portefeuille sans risque. Dans ce chapitre, nous ferons souvent appel 
a la seconde approche pour valoriser les options reelles, mais nous ferons egalement 
appel a la premiere, qui permet bien souvent de mieux conceptualiser I’exercice de 
la determination des prix des options. Entre autres, la programmation dynamique est 
basee sur 1’ equation de Bellman, qui s’assimile a une simple equation de rendement 
dans le cadre du sujet qui nous interesse et qui fera I’objet d’un prochain chapitre. 

Par ailleurs, la plupart des modeles d’ options reelles impriment au sous-jacent 
de I’option un mouvement brownien geometrique. Mais, selon certains auteurs, un 
processus Ornstein-Uhlenbeck serait bien souvent plus approprie. Sarkar (2003) a 
montre que le processus de retour vers la moyenne pouvait exercer sur I’investissement 
des effets bien differents de ceux du mouvement brownien geometrique. II conteste 
en cela la these de Hasset et Metcalf (1995), qui alleguaient que les effets des deux 
processus stochastiques sur I’investissement etaient les memes apres une certaine 
periode de temps. En effet, selon Hasset et Metcalf, le processus d’ Ornstein-Uhlenbeck 
produit deux effets opposes sur I’investissement. En diminuant la variance des flux du 
projef, il diminue la valeur de I’option d’investissemenf el accelere done la mise en 
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oeuvre du projet. Mais cede reduction de la variance des flux monetaires va a I’encontre 
de I’obtention de valeurs elevees pour les flux monetaires, ce qui signifle que les flux 
monetaires esperes ne depasseront peut-etre jamais le montant investi. Ce deuxieme 
effet, contradictoire au premier, decourage I’investissement. Selon Hassett et Metcalf, 
ces deux mouvements se neutralisent, de telle sorte que le processus de retour vers 
la moyenne n’a aucun avantage particulier sur le mouvement brownien geometrique 
pour ce qui concerne la modelisation du processus d’investissement. Sarkar (2003) 
allegue que les auteurs ont neglige I’impact du processus Ornstein-Uhlenbeck sur le 
risque systematique, alors que ce processus se demarque tres nettement du mouvement 
brownien geometrique dans I’analyse des projets. C’est pourquoi nous etudierons 
egalement le processus Ornstein-Uhlenbeck dans ce chapitre, mais nous verrons qu’il 
est plus difficile a manipuler que le mouvement brownien geometrique. Mais avant 
d’aborder le domaine des options perpetuelles comme tel, nous etudierons le lemme 
d’lto, qui constitue le fondement des equations differentielles stochastiques. 


1. Le lemme d'Ito et l'equation differentielle 
DE Black et Scholes 


Le lemme d’Ito est une formule qui nous permet de resoudre des equations diffe- 
rentielles stochastiques. Supposons que la variable V soit fonction de deux autres 
variables, S et t, S etant une variable deterministe. En recourant a la serie de Taylor, 
son equation differentielle serait de : 


dV = — dS-l- — dt 
3S 3t 


Les derivees du second degre n’apparaissent pas dans cette equation puisque 
dS^ et dt^ sont negligeables. Supposons maintenant que S soit une variable aleatoire 
qui obeit au processus d’Ito suivant : 


dS = adt -I- bdz 

oil a est la derive {drift) de S et dz represente un processus de Wiener egal a eVdt, 
oil 8~N(0,1) et dt, un intervalle de temps infinitesimal. L’equation differentielle 
stochastique de V doit alors incorporer la derivee seconde de S, c’est-a-dire : 


av , 1 aw 

dV — dS H dt H ^ dS 

as at 2 as" 


Cette equation represente le lemme d’Ito. Elle incorpore la derivee seconde 
de S puisque, si Ton calcule le carre de dS, on obtient : 


dS" = a"dt" + 2abdtdz + b"dz" 
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Or, on pent demontrer que dz = Vdt . En substituant cede equation dans celle 
de dS^, il suit : 

3 

dS" = a"dt"+2abdt2+b"dt 


Les deux premiers termes de dS^ disparaissent quand dt tend vers zero mais 
non le dernier, de telle sorte que dS^ = b^dt. Par consequent, on ne pent eliminer le 
terme de la derivee seconde dans I’equation differentielle de dV. En remplagant dS^ 
par sa valeur dans 1’ equation de dV, on obtient: 


av av 1 a"v , 

dV = — dS + — dt H ^b^dt 

as at 2 as" 


En rempla^ant dS par son equation dans dV et en regroupant les termes, on 
a finalement : 


r av i^2 3 "v av' 

dV = a — + — b — ^ + — 

as 2 as at 


^ ^av^ 

dt + b — dz 

as 


Le terme entre crochets est la derive de dV. Le terme en dt est la partie deter- 
ministe de dV alors que celui en dz est sa composante stocbastique. C’est ce dernier 
terme qui represente le risque associe a la detention de V et qui est berite du caractere 
stocbastique de S. 


II convient de se donner une version du lemme d’lto qui nous permette de le 
retenir facilement'. Reprenons I’equation du lemme d’lto pour la fonction V(S,t), S 
designant le prix de Paction et t le temps. Le lemme d’lto s’ecrit alors comme suit: 


av av , 1 a"v 

dV — — dS H dt H 7T dS 

as at 2 as" 


Remplagons V par X, une variable aleatoire quelconque. Supposons la fonction 
f(X,t). Le lemme d’lto, qui nous donne I’expression de I’equation differentielle de 
f, est alors de : 


af af 1 a f , 

df = — dX + — dt + rdx" 

ax at 2 ax" 


Sans perte de generalite, nous pouvons remplacer le terme dX^ dans cette 
equation par sa variance, c’est-a-dire Var(dX). A la suite de cette modification, le 
lemme d’lto devient done : 


dX = — dX + — dt + --^Var(dX) 

ax at 2 ax" 


1. Pour cette approche au lemme d’lto, voir Cerny (2004). 
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Dans I’exemple precedent, Var(dS) est egal a bMt. Nous pourrons adapter 
facilement cette forme generate du lemme d’lto aux processus stochastiques differents 
que nous rencontrerons ulterieurement. Une forme plus particuliere comme celle 
que nous avons presentee anterieurement serait plus difficile a transposer a d’autres 
processus stochastiques. 

Nous considerons maintenant que V est une option ecrite sur S, une action. Le 
prix de Taction suit le mouvement brownien geometrique suivant : 

dS = aSdt + oSdz 


oil a est la derive de Taction et ct, Tecart type du rendement de Taction. L’equation 
differentielle de V s’ecrit, en vertu de la forme generate du lemme d’lto : 


av av 1 a"v av av i a"v , , 

dV = — dS + — dt + ^ Var(dS) = — dS + — dt + ^ a^S^dt 

as at 2 as" as at 2 as" 


Nous voulons construire un portefeuille II qui elimine le risque associe a V, le 
facteur de risque etant represente par le terme incorporant dz dans Tequation de dV. 
Pour ce faire, nous exploitons la correlation entre le prix de T option, V, et celui de 
son sous-jacent, S. La composition de ce portefeuille comprend une unite de Toption 
et une position a decouvert de A unite du sous-jacent, c’est-a-dire : 


n = V-AS 


L’equation differentielle de ce portefeuille est egale a: 

dn = dV- AdS 


En remplagant dV par sa valeur, on obtient : 


av 


av 


1 a"v 


av 


1 a"v 


dn = — dS-i- — dt-i- ^a"S"dt-AdS = — dt-i- ^a'S"dt-l- — -A dS 


as 


at 


2 as" 


at 


2 as" 


av 


as 


Dans cette equation, le risque est represente par le terme dS. Pour eliminer le 
risque du portefeuille, il suffit done de faire en sorte que : 

av ^ 

— -A dS = 0 

as j 

c’est-a-dire qu’il faut fixer A au niveau suivant: 


A = 


as 


L’equation differentielle du portefeuille devient alors : 


dn 


1 (7 O "T 

at 2 as" 


dt 
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Nous supposons que I’action paie un dividende proportionnel a son prix, 
designe par 8. Comme le detenteur du portefeuille a une position a decouvert egale 
a AS sur Taction, il doit payer SASdt en dividendes. Le flux monetaire de son porte- 
feuille est alors de : 


dn 


/ 


a"v 


— -t - - 5AS 

at 2 as' 


dt 




Comme ce portefeuille est maintenant sans risque, son rendement doit etre egal 
au taux sans risque pour eviter tout arbitrage. Designons par r le taux sans risque. 
Par dollar, le rendement est alors de rdt sur Tintervalle dt. Comme le portefeuille se 
chiffre a II, son flux monetaire doit etre egal a : 


dfl = rfldt 


En egalisant les deux expressions de dll et en remplagant II par sa valeur, 
on obtient : 


1 — a S 

at 2 


a'v 
as' ' 


5AS 


dt = r(V- AS)dt 


En divisant par dt, en remplagant A par sa valeur et en regroupant les termes, 
on a flnalement : 

St 2 Bs- as 

C’est la Tequation differentielle de Black et Scboles. Pour comprendre sa 
forme, nous devons reecrire le processus stocbastique suivi par S : 

dS = aSdt-i- oSdz 

Mais comme nous nous situons dans un univers sans risque, dit encore risque- 
neutre, nous pouvons remplacer la derive de dS, soil a, par (r- 5) . On a: 

dS = (r-5)Sdt-i-aSdz 


E’ equation differentielle de Black et Scboles comprend le niveau V du prix 

du produit derive, sa derivee premiere ainsi que sa derivee seconde par rapport a S, 

dV a'v dV 

soit — et — ainsi que sa derivee par rapport a t, soit — . Ee coefficient de V 

as as' ^ F FF . 

est -r, que Ton pent assimiler au processus d’actualisation implicite au calcul du prix 

av 

d’une option. Ee coefficient de — est la derive de dS dans un univers risque-neutre, 

as 02y 

soit : (r - 5)S . Pour sa part, le coefficient de est egal au carre du coefficient de dz 
dans le processus stocbastique de dS, multiplie par (1/2). 
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L’equation differentielle de Black et Scholes serait a proprement parler une 


equation homogene du second degre n’etait la presence de 


— . C’est ce terme 
at 


qui 


rend sa solution plus difficile. Dans ce chapitre, nous supposerons qu’il est nul, c’est- 
a-dire que nous nous interesserons au cas d’ options perpetuelles, soit des options sans 
echeance. Dans un chapitre ulterieur, nous verrons comment se solutionne I’equation 
de Black et Scholes dans le cas d’une option d’achat europeenne qui comporte une 
echeance finie. 


2. Option de vente {put) perpetuelle americaine 


L’equation differentielle d’une option perpetuelle classique est la suivante: 


-a^S^^ + (r-5)S — -rV = 0 
2 dS" dS 

av . 

c’est-a-dire I’equation de Black et Scholes sans le terme — . Ecrite de la sorte, cette 


equation pent tout aussi hien convenir a une option classique d’achat ou de vente, 
qu’elle soit americaine ou europeenne. Ce sont les conditions aux hornes^ qui 
permettent de categoriser une option. Nous considerons dans cette section le cas d’un 
put perpetuel americain. Les conditions aux homes sont au nomhre de trois : 1) lorsque 
le prix de Taction tend vers Tinfini, le prix du put tend ostensihlement vers 0, c’est- 
a-dire : lim V(S) = 0 ; 2) au prix d’exercice S*, la valeur du put est egale a sa valeur 


intrinseque, c’est-a-dire a son payoff: V(S*) = X - S*, X etant le prix d’exercice de 
Toption; 3) au prix d’exercice, la derivee du prix de Toption doit etre egale a celle 
du payoff: c’est la condition dite du smooth pasting, que Ton pent peut-etre traduire 
par « collage en douceur ». Pour un put, cette condition s’ecrit done: V'(S*) = -1. 


Pour solutionner Tequation differentielle du put, qui est une equation homo- 
gene, nous teutons la solution suivante : 

V= 

La derivee de V est: = ' et sa derivee seconde: = 

dS dS" 

En suhstituant ces derivees dans Tequation differentielle du put, on a: 



(P" - P) AS*^"" -I- (r - 5)SPAS'^^‘ - rAS^ = 0 


2. Boundary conditions, en anglais. 
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En divisant les deux cotes par AS*^, on obtient I’equation caracteristique de I’equation 
differentielle : 


^a^(P^-P) + (r-5)P-r = 0 

qui peut etre reecrite comme suit, en regroupant les termes et en divisant le tout 
par : 

Cette equation quadratique admet deux racines : Pi et Pj. Pour les calculer, il faut se 
rappeler que si on a une equation quadratique de la forme : y = ax^ + bx + c, ses deux 

-b + Vb^ - 4ac 

racines sont egales a: Xjj = . En appliquant cette formule, les deux 


2a 

racines de 1’ equation caracteristiques sont : p, = 0, 5 - 
A-5 


r- 5 


r- 5 


-0,5 1 


et p 2 = 0,5- 


r-5 


2r 


-0,5 H — ^ . Ea premiere racine est positive et la 


seconde, negative. Ea solution de I’equation differentielle est done : 

V = AjS^' + 


Cette equation comporte trois inconnues : Aj, Aj et S *, soit le prix de Paction auquel 
I’option est exercee. Elle admet done une infinite de solutions et comme nous le 
disions anterieurement, elle peut tout aussi bien etre celle d’un call ou d’unput, qu’il 
soit americain ou europeen. Ce sont en effet les conditions aux bornes qui permettent 
de categoriser une option, ici un put perpetuel. Ea premiere condition aux bornes 
d’un put perpetuel nous permet d’etablir que Aj est nul. En effet, la racine qui est 
associee a ce terme est positive. Cela implique que V tend vers I’infini quand S tend 
vers Pinfini, ce qui contredit la premiere condition aux bornes. Pour trouver les deux 
autres inconnues, nous substituons les deux autres conditions aux bornes, soit Aj et 
S*, dans Pequation differentielle Aupuf. 

=X-S* 

P,A,(S 


De la premiere equation, il resulte que : 


A, 


X-S* 

(s 
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En substituant cette expression dans la deuxieme equation, on obtient : 


Pour fixer les idees, nous allons calculer la valeur d’un put perpetuel dont les 
parametres apparaissent au tableau 3.1. 

Tableau 3.1 Parametres d’un put perpetuel 


R 

0,025 

a 

0,40 

s 

45 

X 

45 

8 

0 


Dans un premier temps, nous supposons done que le sous-jacent ne verse pas 
de dividende proportionnel. La solution de ce put perpetuel americain est la 
suivante : 

V = (71,94)S^“'^‘“ 

Le prix d’exercice optimal de ce put americain est de : 

S* = -!^X = 10,7143 
p,-l 

L’ evolution du prix de ce put en fonction du prix de son sous-jacent se retrouve a la 
figure 3.1. 


PiGURE 3.1 Evolution du prix d’un put perpetuel en fonction 
de son sous-jacent sans dividende (S* = 10,71) 


3 

a 



Prix de I'action 
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Comme le revele la figure 3.1, le prix d’un put perpetuel est une fonction 
convexe du prix de I’action jusqu’au prix d’exercice S*. Pour des prix inferieurs, 
son prix est egal a son payojf. Le prix optimal d’exercice de ce put, soit S*, est egal 
a 10,71 $. A ce prix, la pente du put est egale a celle de la valeur intrinseque, qui est 
egale au payoff Ae, I’option. C’est la la condition du smooth pasting qui caracterise 
les options americaines. 

Dirigeons maintenant notre collimateur vers un put perpetuel dont le sous- 
jacent paie un dividende proportionnel designe par 8. Les inputs du probleme sont les 
memes que ceux du tableau 3.1, sauf que cede fois-ci 8 n’est plus nul, mais est egal 
a 2 %. La figure 3.2 retrace revolution du prix du put en fonction du prix de Paction. 
On constate que la presence d’un dividende a pour effet de retarder I’exercice du put 
perpetuel. Lorsque 8 passe de 0% a 2%, le prix d’exercice optimal S* diminue en 
effet de 10,7 1 $ a 9,3 1 $. Le dividende a pour effet de faire diminuer le prix de I’action, 
ce qui valorise I’option de vente qui sera done detenue plus longtemps. 

Figure 3.2 Evolution du prix d’un put perpetuel en fonction 
de son sous-jacent (avec dividende) (S* = 9,31) 



3. Option d' achat (call) perpetuelle americaine 


La valorisation d’un call perpetuel americain s’effectue a partir de la meme equation 
differentielle que celle du put, e’est-a-dire : 


d^V 


dV 


-a"S" — ^ + (r-5)S rV = 0 


dS 


dS 


Comme dans le cas anterieur, sa solution est de la forme : 

V = AjS^' + AjS^’ 


Ce sont les conditions aux bornes qui permettent de distinguer un call d’un 
put perpetuel. La premiere condition aux bornes est que lorsque le prix de I’action 
est nul, la valeur du call Pest egalement, e’est-a-dire V(0) = 0. De cette condition il 
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resulte que = 0, car sinon, lorsque S tend vers zero, V tendrait vers I’infini puisque 
(5 2 est negatif, ce qui contredit la premiere condition aux homes du call. C’est la une 
premiere difference entre le call et le put. Pour le put, Aj est nul alors que pour le 
call, c’est Aj qui prend cede valeur. 

La deuxieme condition aux homes est qu’au prix d’exercice optimal, la valeur 
du call doit etre egale a son payoff. Cette condition est de meme nature pour le call 
et pour le put sauf que le payoff d’\m call differe de celui d’un put. Cette condition 
s’ecrit pour un call: V(S*) = S* - X. La troisieme condition est celle du smooth 
pasting, qui caracterise egalement le prix d’exercice optimal S*, c’est-a-dire que la 
pente du call doit etre egal a celle du payoff a S*, c’est-a-dire: V'(S*) = 1. Pour un 
put, cette pente est de -1. 


La solution recherchee pour le prix d’un call perpetuel americain est done 
de : 


V = AjS'^' 


La racine positive (3j a ete calculee dans la section precedente. Et en solution- 
nant les conditions aux homes pour Aj et S*, on trouve : 


S* = 


Pi 

P.-l 


X 


et 


A. 


S*-X 
(S *f‘ 


Tableau 3.2 Parametres d’un call perpetuel 


R 

0,05 

a 

0,2 

s 

45 

X 

45 

8 

0,045 


Pour illustrer revolution du prix du call perpetuel americain en fonction du 
prix de son sous-jacent, nous recourons a des donnees quelque peu modifiees par 
rapport a cedes du tableau 3.1, de maniere a mieux mettre en valeur les relations que 
nous voulons faire ressortir, cela sans perte de generalite. Notons que pour qu’un 
call americain puisse etre exerce, il faut que le sous-jacent soit muni d’un dividende, 
car sinon, il vaut toujours davantage lorsqu’il n’est pas exerce. C’est pourquoi nous 
avons incorpore au tableau 3.2 un dividende, qui constitue Vinput pour le calcul 
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du call americain. La solution correspondant aux donnees de ce tableau est de : 
V = 0,0055 S^. L’ evolution du prix du call en fonction du prix de son sous-jacent 
apparait a la figure 3.3. 

Figure 3.3 Evolution du prix du call perpetuel en fonction 
de son sous-jacent (delta = 0,045, S* = 90) 



On constate a la figure 3.3 que le prix optimal d’exercice (S*) est egal a 90, 
soit au point de tangence entre la courbe de la valeur intrinseque et celle du prix du 
call. A la figure 3.4, nous abaissons le taux du dividende a un niveau Ires bas, soit 
0,005^. Comme on pent le constater, la figure ne faif montre d’aucun poinf de tangence 
entre la valeur du call et sa valeur intrinseque, ce qui indique que le prix d’exercice 
optimal S* se voit fortement repousse. De fait, il se situe a 643$ dans cet exemple, 
autant dire une impossibilite. Cela illustre bien qu’un call ecrit sur un sous-jacent qui 
ne verse pas de dividendes ne sera jamais exerce. 

Figure 3.4 Evolution du prix du call perpetuel en fonction 
de son sous-jacent (delta = 0,005, S* = 90) 



Prix de I'action 


3. Notons que I’equation differentielle du call americain perpetuel n’admet pas de solution si le taux 
du dividende est nul. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


52 


Finance computationnelle et gestion des risques 


4. Les modeles de McDonald et Siegel 

ET DE PiNDYCK SUR L'OPTION D'INVESTIR 

Comme nous le disions dans 1’ introduction de ce chapitre, les options dites reelles 
sont souvent des options perpetuelles. Envisageons le cas d’une entreprise qui dispose 
d’une option perpetuelle d’investissement, c’est-a-dire qu’elle pent enclencher son 
projet lorsqu’elle le desire. Cette option a une valeur puisqu’elle permet de resoudre 
en partie I’incertitude de I’avenir. Le projet sera enclenche quand les conditions se 
reveleront propices. La flexibilite que confere a 1’ entrepreneur cette option d’investir 
constitue sa valeur. 

Les modeles de McDonald et Siegel (1986) et de Pindyck (1988, 1989) 
montrent qu’une telle option pent etre valorisee selon les regies qui viennent d’etre 
etablies pour les options financieres d’investissement. Ils montrent egalement qu’elle 
rend caduque la regie classique d’investissement, a savoir qu’il faut investir des que 
la valeur actualisee nette (VAN) du projet devient positive. II est en effet optimal de 
reporter un projet meme si sa VAN est positive lorsque I’entreprise baigne dans un 
climat d’ incertitude. 

Supposons que la valeur du projet soit de V et que I’investissement requis pour 
demarrer ce projet soit de I. Le but de I’exercice est de determiner le moment optimal 
d’investir, c’est-a-dire le moment oil Ton paiera I en echange du projet V. On suppose 
que la valeur du projet obeit au mouvement brownien geometrique suivant : 

dV = aVdt + aVdz 

oil a est le taux de croissance attendu de la valeur du projet et ct, I’ecart type du 
rendement du projet. Le rendement attendu p, du projet est egal a : 

p = a-i- 5 

Si le bien qui decoule du projet est stockable, 8 est un rendement de disponibilite'*. 
Ce serait le taux du dividende si I’actif etait une action. On pent aussi assimiler 8 au 
rendement proportionnel des flux monetaires du projet. 

L’ option d’investir est designee par L et est fonction de V, c’est-a-dire: L = 
L(V). Cette option est un call perpetuel americain. Nous voulons determiner son prix 
de meme que la valeur de V a laquelle il est optimal d’investir, soit V*. La procedure 
a suivre est la meme que celle que nous avons utilisee pour valoriser les options 
financieres americaines. V est ici le sous-jacent de I’option d’investir. Pour determiner 
sa valeur, nous formons un portefeuille compose d’une unite d’une option et de la 

dF 

vente a decouvert de F^ unite du projet, = — , qui, on I’a vu precedemment, est 

dV 


4. Convenience yield, en anglais. 
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la valeur du A associee a une couverture sans risque. La valeur de ce portefeuille de 
couverture est done de : 

n = F - F^V 

En appliquant la meme procedure qu’a la section 1 de ce chapitre, on trouve I’equation 
differentielle que doit satisfaire F option d’investir, soit: 

Vf^^ + (r - 5) VFv - rF = 0 

Comme I’option d’investir est un call perpetuel americain, les conditions aux homes 
sont: 


F(0) = 0 
F(V*) = V* - 1 

Fv(V*) = 1 

oil V* designe la valeur optimale du projet a laquelle I’option d’investir sera exercee 
et I designe le prix d’exercice de I’option d’investir, soit I’investissement requis pour 
enclencher le projet. Fa solution a ete etablie dans la section 3, e’est-a-dire : 

F(V)= AV** 

avec 

V* = -^I 
P-1 

et 

V*-I 
A= a 

{y*f 

Comme (3 > 1, il n’est pas optimal d’investir quand la VAN est nulle mais lorsque 
V* > I. V* pent meme etre tres nettement superieur a I dans certains cas. Fa regie 
d’investissement classique n’est done pas valide dans un contexte d’incertitude. II 
n’est optimal d’investir quand V* = I. II vaut mieux attendre que V* soit superieur 
a I car I’option d’investir permet de reporter le projet a un moment on la VAN du 
projet s’avere nettement positive. 

Pindyck suppose par la suite que le projet consiste a produire une unite de 
bien au prix P. F’exercice revient alors a determiner le prix critique P* auquel 1’ en- 
trepreneur investira. Fe prix du bien obeit a un mouvement brownien geometrique, 
e’est-a-dire : 
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dP = aPdt + oPdz 

Le rendement requis sur le projet p, est encore une fois constitue de la somme de a 
et de 8. Le cout variable de production est de c. En plus d’une option d’attente, le 
projet comporte une option d’ arret en ce sens qu’il pent etre stoppe en tout temps si 
P devient inferieur a c. II pent etre egalement redemarre en tout temps si P remonte 
au-dessus de c. 

II y a ici deux problemes a solutionner. II faut d’abord determiner la valeur du 
projet V(P). Comme nous venous de le constater, le projet en cause est un continuum 
d’options. Ensuite, etant donne la valeur du projet, nous devons evaluer la valeur de 
I’option d’investir et mettre a jour la regie de I’exercice optimal de cette option. Cela 
revient a calculer un prix critique P*. Ea firme investira seulement si P > P*. 

Pour determiner la valeur du projet, on construit comme a I’accoutumee un 
portefeuille sans risque en supposant que 1’ incertitude qui est inberente a P peut etre 
reproduite par les actifs existants. Ce portefeuille sans risque est constitue d’une 
position en compte (long) dans le projet et d’une position a decouvert de Vp unites 
de V output, Vp etant la derivee de V par rapport a P. Ce portefeuille produit un flux 
monetaire continu de j(P - c)dt - 8VpRdt, ou j = 1 si P > c, de telle sorte que la flrme 
produit, et j = 0 si cette condition n’est pas satisfaite. Comme a I’accoutumee, le 
terme SVpPdt represente le paiement requis pour maintenir la position a decouvert 
dans V output. Ee rendement total du portefeuille sans risque est done de : 

dV - VpdP + j(P - c)- SVpPdt 

En raison du caractere sans risque de ce portefeuille, son rendement est egalement 
egal a : 

r(V- VpP)dt 

oil r est le taux sans risque. En recourant au lemme d’lto pour developper dV et 
en remplagant dP par son mouvement brownien geometrique, on obtient 1’ equation 
differentielle que doit satisfaire V : 

^a"P"Vpp + (r - 5)PVp - rV + j(P - c) = 0 

Cette equation differentielle n’est pas bomogene lorsque P > c puisqu’elle comporte 
alors une constante. Une constante s’ajoutera alors dans la solution de cette equation 
qui, on le salt, est la valeur a long terme de V. A la suite des hypotheses de cette 
section, cette valeur de long terme Vp est egale a : 

Vp = I Pe 'dt - J ce ’ ‘dt 

0 0 
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Comme le prix est incertain, il est actualise an taux de rendement du projet, soit p,. Le 
cout variable est pour sa part certain et est actualise an taux sans risque r. En vertu de 
son mouvement brownien, le prix du bien croit au taux a. P peut done etre remplace 
par P|je“‘dans V^, oil P^ est le prix initial. pent done etre reecrit comme suit: 


= I P|)e “^‘dt - jee "^‘dt = | P„e ^®^‘dt - | ce "^‘dt 


La resolution des deux integrates donne le resultat suivant : 


V, =--Po6 

L g 0 


-5t 


oo 

1 -r. 

oo 

I 

O 

— ce 
r 

1 

O 


-yp.)- 


--(O-c) 

r 


P c 
o r 


oil Ton a omis I’indice 0 a P puisque le prix est I’inconnue de I’exercice. 

Pour determiner les parametres de la partie homogene de P equation differen- 
tielle, il suffit de recourir aux conditions aux homes. La premiere est que V(0) = 0. 
En vertu de la deuxieme condition, la valeur du projet doit tendre vers sa valeur a 

P c 

long terme quand le prix se dirige vers I’infini, e’est-a-dire : limV = . Les 

5 r 

deux autres conditions sont dites de raccordement. Elies indiquent que la fonction 
V(P) ainsi que sa derivee premiere doivent etre continues au point c. Ces conditions 
s’expriment comme suit: 


V(c-)=v(c*) 

V,(c-)=V,(c-) 

Il est facile de verifier que les deux equations qui satisfont I’equation 
differentielle sont les suivantes : 

AjP^‘ si P < c 

■ P c 

A^P'^’ H siP>c 

I 5 r 

Cette solution peut etre interpretee comme suit. Quand P < c, la firme ne produit 
Alors AjP'^' est la valeur de I’option de produire dans I’avenir. Par ailleurs, si 
c, la firme produit. Si, independamment de P, la firme n’a pas d’ autre choix 

P c 

de produire, la valeur presente des flux monetaires perpetuels sera de : . 

5 r 


pas. 
P > 

que 
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Cependant, si P diminue, la firme peut arreter sa production et ainsi eviter les pertes. 
La valeur de cesser la production est de: . Nous pouvons ainsi exprimer les 

deux conditions precedentes de raccordement comme suit : 

A.c'^' = A,P'’" + — 

‘ ' 5 r 

P/'-‘=P2A2C^-‘+^ 

o 

Connaissant la valeur de V, on peut maintenant calculer la valeur F de I’option 
d’investir. Celle-ci doit satisfaire a 1’ equation differentielle suivante: 

^a'P"Fpp+(r-5)PFp-rF = 0 

F(P) doit egalement satisfaire aux conditions aux homes suivantes : 

F(0) = 0 


F(P*) = V(P*) - 1 


Fp(P*) = Vp(P*) 

La premiere condition indique que si le prix est nul, F option d’investir n’a aucune 
valeur. La seconde indique que lors de I’exercice, la valeur de I’option d’investir 
est egale a son payoff. La troisieme condition est la condition habituelle du smooth 
pasting, soit la derivee de 1’ equation du payoff pw rapport a P. 

La solution generate de 1’ equation differentielle de F est la suivante: 

, , \ aP'^' si P < P* 

F(P) = i 

[V(P)-I si P>P* 

Pindyck aborde ensuite la statique comparative de son modele. Comme dans le modele 
simple de Foption d’attente, une entreprise investira seulement si V depasse suffisam- 
ment I, ce qui va a Fencontre de la regie classique d’investissement qui commande 
d’investir des que la VAN est nulle. Pour sa part, une augmentation de 8 a pour effet 
d’augmenter P*. Deux effets contradictoires entrent ici en jeu. D’abord une augmen- 
tation de 8, en diminuant le taux d’ appreciation de P, cause une diminution de V(P), 
ce qui a pour consequence de retarder le projet et done d’augmenter P*. Ensuite, 
cette augmentation de 8 diminue la valeur de Foption d’attente F(P) en augmentant 
le cout d’opportunite de Fattente : on sacrifie en effet le rendement 8 lors de Fattente. 
Cela a pour effet de diminuer la valeur de F(P) et d’accelerer le projet, e’est-a-dire 
de diminuer P*. Comme le premier effet domine le second, une augmentation de 8 
a pour effet d’augmenter P*. 
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On pent maintenant supposer que les flux monetaires nets designes par V 
suivent un processus de retour vers la moyenne, soit : 

dV = Ti(V-V)Vdt + aVdz 

oil rj est la vitesse de retour de V vers sa moyenne V . Le taux de croissance attendu 
1 E(dV) 

de V, soit -j — — , n’est plus ici constant comme dans les cas precedents, mais 

est une fonction de V. Designons par p, le taux de croissance ajuste pour le risque du 
projet. Le rendement de disponibilite 5 est alors une fonction de V. En effet : 

5 = p f = p-q(v-V) 

L’ equation differentielle de F(V), soit 1’ option d’investissement, est alors de : 
^aVE"(V) + (r-5)VE'(V)-rE = 0 
En remplagant 5 par sa valeur qui vient d’etre calculee, on a: 

- a^V^E "( V) + (r - p + ri( V - V)) VE '( V) - rE = 0 


Les conditions aux homes sont les conditions habituelles pour un call perpetuel 
classique, c’est-a-dire : F(0) = 0; F(V*) = V* -1 ; F'(V*) = 1. 


La solution de cette equation est plus complexe dans ce modele que dans celui 
oil V suit un mouvement brownien geometrique. Elle fait en effet appel a la distribution 
hypergeometrique. Cette distribution est basee sur la distribution binomiale. Pour le 
comprendre, reprenons I’exemple de Stuart et Ord (1994). On a N balles dans une 
ume. On fait I’hypothese que Np balles sont rouges et Nq balles sont noires, avec 
(p + q) = 1. Si on fait n essais avec remise, la probabilite de tirer j balles rouges et 

fn^ , 


(n - j) balles noires est de : fj 


p^q" ' . C’est la la distribution binomiale. 

U J 


Supposons que Eon revise la regie de la loterie. Quand une balle est tiree, 
(c + 1) balles sont retournees dans I’urne. Les essais successifs cessent alors d’etre 
independants, a moins que c ne soit egal a 0, auquel cas on retrouve la distribution 
binomiale. Quand c = -1, aucune balle n’est retournee, c’est-a-dire qu’on a alors un 
tirage sans remise. La fonction de probabilite devient alors : 


^ N"l j 


(Npy(Nqr = 



'Np' 

fNq ' 


u J 

U-jJ 
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C’est la la distribution hypergeometrique. La probabilite cumulative de cette distri- 
bution a comme solution la serie suivante : 


D \ t a(a-i-l)P(P-i-l) t^ 

F a,p,Y,t)=l + -t^- + ^ — 

^ ^ Y 1! y(y + 1) 2! 


oil a = -n ; P = -Np ; y = Nq - n -i- 1 . 

La solution de 1’ equation differentielle precedente, qui integre un processus 
de retour de la moyenne, est de la forme suivante: F(v)= AV®h(v), au lieu de 
F(v) = AV® comme c’etait le cas pour le mouvement geometrique brownien. Apres 
substitution, on trouve la solution finale suivante pour I’option d’investir: 


F(V)= AV®H|^^V;0,b 
oil FI(.) est la fonction hypergeometrique . Sa solution en serie est la suivante : 

„ = 1 . 5 X . L , 

^ ’ b b(b-l-l)2! b(b-l-l)(b-l-2) 3! 


ou: 






b = 20 + 


r-p+qV 1 
a" 2^ 

2(r-p-i-qV) 


-I-- 


2r 


Dans I’expression de F(V), il reste a determiner la constante A et le seuil critique d’in- 
vestissement V* a I’aide des conditions aux bornes babituelles. Comme FI(.) constitue 
une serie infinie, ces deux termes doivent etre determines numeriquement. 

Selon Dixit et Pindyck (1994), plus la valeur a long terme de V, soil V, est 
importante, plus I’option d’investissement F(V) Test aussi, et plus le seuil critique 
d’investissement V* augmente. Par ailleurs, la relation entre V* et q, soit la vitesse 
du retour vers la moyenne, depend du niveau de I’investissement initial I en regard 
de V . Quand V est important en regard de I, une augmentation de q augmente F(V) 
et done V*. L’inverse dent quand V est faible en regard de I, car alors, une augmen- 
tation de q reduit F(V). 
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5. Le modele de Dixit d'entree et de sortie optimales 


Le modele de Dixit (1989) est interessant en ce sens qu’il met a mal la theorie 
marshallienne classique de I’investissement. En effet, la theorie marshallienne a ete 
formulee dans un contexte de certitude. Mais la theorie doit etre modifiee dans un 
univers d’incertitude qui donne la part helle aux options reelles. 

L! input du modele de Dixit est le suivant. On considere un projet d’investis- 
sement avec un cout de k, soit I’investissement initial. II n’y a aucune depreciation 
et le cout variahle du projet est de w par unite de temps, p est le taux d’interet, qui 
n’est pas necessairement egal au taux sans risque, et le cout de sortie est de L. Le 
projet produit une unite d’ output de telle sorte que le revenu du projet est le prix P. 
La regie de decision consiste en deux prix critiques Pjj et P^^. L’investissement sera 
effectue si P monte au-dessus de P^ et sera ahandonne si P tomhe en dega de P^. Le 
hut de I’exercice est de determiner ces deux prix de fa^on optimale. 

La theorie marshallienne classique, qui fait abstraction de 1’ incertitude, est 
essentiellement une theorie marginaliste. L’investissement est effectue des que le 
revenu marginal excede le cout marginal. Dans le prohleme qui nous concerne, le 
revenu marginal de produire est ici de P et le cout marginal de produire, de w + pk. 
Dans I’univers classique de Marshall, la firme produira tant et aussi longtemps que 
P > w + pk. Elle ahandonnera le projet lorsque P < w + pL, oil L est le cout de la sortie. 
Done, dans la theorie marshallienne, P^ est egal a w + pk et Pj^ est egal aw- pL. 

Cependant, dans un monde d’incertitude, il faut integrer les options. Or, 
I’option d’investir est a peine en jeu au prix marshallien Pjj. L’optimalite commande 
done d’investir lorsque le prix P excede suffisamment le P^ marshallien. De la meme 
fagon, le prix qui commande 1’ abandon sera nettement inferieur a w - pL plutot que 
de lui etre egal comme dans I’univers marshallien. 


Pour determiner P 
brownien geometrique : 


et P^, Dixit suppose que le prix P suit un mouvement 

3 

- = adt + adz, oil E(Pj /P^) = e“' . Pour des raisons de 


convergence : a < p. Le prohleme de decision de la firme comporte done deux variables 
d’etat : le prix P et une variable discrete qui indique si la firme est active, la variable 
d’etat prenant alors la valeur de 1, ou si la firme est inactive, la variable d’etat prenant 
alors la valeur 0. V„(P) est la VAN de la firme si elle est inactive et V, (P) est sa 
VAN lorsqu’elle est active. Dixit fait appel aux techniques de la programmation dyna- 
mique pour etablir ses equations differentielles puisqu’il ne suppose pas que p soit 
necessairement le taux sans risque. Le rendement espere sur un portefeuille est alors 
p et pas necessairement r. On fait alors appel a I’equation de Bellman pour trouver 
la solution, qui releve de la programmation dynamique. II est facile de demontrer que 
I’equation differentielle qu’elle doit satisfaire si elle est inactive est de: 


2 


a"p"V' + aPV'-pVo = 0 
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Or, on sail que a = p - 5, 5 etant, on le rappelle, le rendement de disponibilite. 
L’ equation differentielle de V s’ecrit alors, en remplagant a par (p - 5) : 

^a^^v';+(p-5)pv;-pVo = o 

On reconnait ici I’equation de Black et Scholes, sauf que r est remplace par p. 

Si I’entreprise est active, elle genere en plus un flux monetaire de (P - w) par 
periode. L’ equation differentielle est alors de: 

^o"p"v';+(p-5)pv;-pv, + (p-w) = o 

Les deux equations differentielles, c’est-a-dire celle correspondant a un etat 
inactif et celle correspondant a un etat actif, ont la meme partie homogene. On trouve 
leur equation caracteristique commune en posant comme solution : V = AP*^. On obtient 
alors I’equation caracteristique suivante: 

^a^P(P-l) + a|3-p = 0 

qui peut etre reecrite comme suit : 

^(P) = P"-(l-m)P-s = 0 


2p 2p ^ , . . . r. 

ou m = — 2 et s = — . Cette equation admet une racme positive, Pj, et une racme 
a o 

negative, c’est-a-dire: 


P.= 


P^ = 


(l - m)-l- -^(l - m)^ + 4s 
2 

(l-m)--^(l-m)^-l-4s 


La solution particuliere pour la deuxieme equation differentielle, qui est non homo- 

P w 

gene, a ete calculee anterieurement et est egale a : . Ce terme a une interpretation 

5 p 


interessante puisqu’il est egal a: E 


I (P, - w)e '’‘dt 


. C’est done I’esperance de la 


valeur actualisee du projet en laissant le projet en action indeflniment a partir d’un prix 
initial P^ qui croit a un taux a. Les solutions generales pour Vq et Vj sont done de : 


V„ = A„PP'+B„P^ 
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V, = A.pl^' + 


w 

P 


P w 

Comme V(0) = 0, = 0. Et comme lim V. = — - — , Aj = 0. A la suite de I’appli- 

5 p 

cation de ces conditions aux homes, Vg et Vj s’ecrivent: 

V = A P*^' 

'^0 ^0^ 


V, = BjPP^ + 


P w 

5^7 


II reste a determiner Ag, Bj ainsi que les prix critiques P^ et PJ; qui commandent 
I’entree et la sortie de I’entreprise. Pour ce faire, on fait appel aux quatre conditions 
de raccordement entre les deux regimes, entree et sortie, qui definissent entre autres 
les transitions optimales entre les deux regimes. Ces conditions sont les suivantes : 


1. Le passage du regime inactif a actif, qui s’effectue au prix P^, comporte 
le payoff suivant : 

Vo(Pn) = V.(PH)-k 

2. La condition du smooth pasting reliee au passage du regime inactif a actif, 
soit la derivee du payoff est la suivante : 

vUPh) = v;(Ph) 


Le prix P^^ qui commande la sortie doit satisfaire aux memes conditions, 

soit: 


3. Le payoff-. 

Vo(Pl)=V.(pJ-L 

4. Le smooth pasting : 

v;(Pj = v;(pJ 

En solutionnant ces equations, on trouve que: Pjj > w-pk = et que 
Pl < w - pL = W^, Wjj et Wl etant les homes marshalliennes de I’investissement. On 
voit done que la solution en etat d’incertitude differe de celle de Marshall valahle en 
etat de certitude. Si P^ < P < Py, une firme oisive n’investit pas et une firme active 
demeure en affaires. L’incertitude elargit done I’intervalle marshallien d’inaction. 
Incidemment, lorsque I’ecart type du rendement du projet tend vers 0, les prix critiques 
s’identifient avec les homes marshalliennes, ce qui montre hien que e’est I’incertitude 
qui ouvre une hreche dans le monde marshallien. 
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L’inaction est qualifiee d’effet hysterique par Dixit. En effet, le renversement 
d’une cause ne donne pas necessairement lieu au renversement de son effet. Dixit 
cite le cas de firmes etrangeres qui viennent produire aux Etats-Unis pour tirer parti 
de r appreciation du taux de change americain. Or, si le taux de change revient a son 
niveau initial, les firmes etrangeres ne ressortent pas necessairement des Etats-Unis 
car les options reelles mises en place rehaussent la valeur de leurs projets d’investis- 
sement. Hysterique a prime ahord, cette inertie ne Test plus lorsque Ton introduit les 
options reelles dans I’analyse. Toutefois, le modele de Dixit en arrive a la conclusion 
que lorsque les couts d’ entree et de sortie, respectivement de w et de E, tendent vers 
0, Pjj et P^, ils tendent vers une limite commune w. Ees couts irrecuperahles (sunk 
costs) sont done essentiels pour expliquer I’effet d’hysterie. Ils sont egalement a la 
hase de la naissance des options reelles, puisque I’irreversihilite des investissements 
est le fondement meme de la theorie des options reelles et que cette irreversihilite 
repose justement sur la presence de ces couts irrecuperahles. 

Dixit introduit par la suite une plus grande flexihilite dans ce modele en suppo- 
sant en supposant que la production doit demarrer a partir d’un certain niveau en raison 
d’economies d’echelle. Pour ce faire, il introduit une function de production du type 
Cohh-Douglass dans son modele. Supposons que v soil (’output et h(.), la fonction 
de production. Ea forme suivante est donnee a la fonction de production : 

h(v) = v® 

Ea fonction de cout est lineaire, e’est-a-dire qu’elle est egale a cv. Ea fonction 
de profit s’ecrit done : 

71 = Ph(v)— cv = Pv® — cv 


E’ohjectif de I’entreprise est de maximiser son profit. En maximisant le profit 
par rapport a v, on trouve que le profit optimal est de : 


71 = (1-0)1 -Y ®P‘-8 =KP^ 


oil Y = > 1. Ea fonction de profit est done convexe. 

1-9 

En appliquant le lemme d’lto a tt, on a : 


d7t 


1 


dTt = — dP-t-a P 
dP 2 


d 7t 

dP" 


dt 


d7t = yKP^ ‘ + -C7"p"y(y - l)KP^ Mt 
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En se rappelant que dP = aPdt + oPdz , on a : 


dTt 

K 


a + 


(Y-l)a" 


dt + ycydz = ddt + adz 


On revient done a une equation de la meme forme que celle de P. Par conse- 
quent, pour solutionner ce probleme qui integre une fonction de production a la Cobb- 
Douglas, il suffit de remplacer P par rr dans les equations differentielles de Vq et Vj 
et d’utiliser a et ct a la place de a et ct. La flexibilite additionnelle que comporte ce 
modele sur le plan de la production fait en sorte que la firme investit plus rapidement 
et qu’elle se retire plus lentement. Les prix critiques Pjj et Pj^ sont done tons les deux 
abaisses. 


Linalement, on pent supposer que le prix du bien suit un processus Ornstein- 
Ublenbeck plutot qu’un mouvement brownien. Sa representation est la suivante : 

dP = ?i(P-P)dt-l-aPdz 

oil P est le prix a long terme et X, la vitesse d’ajustement du prix vers son niveau de 
long terme. A la suite de cette modification, I’equation differentielle que doit satisfaire 
Vq, e’est-a-dire la valeur du projet inactif, est alors : 

^a¥^v''+x(p-p)v;-pv„ = o 


et de fa^on similaire pour Vj, la valeur du projet en action. Ce processus de prix a 
pour consequence d’augmenter I’intervalle d’inaction, en ce sens qu’il accroit Pjj et 
abaisse P^. Par exemple, quand le prix actuel est eleve, I’eventualite d’un retour vers 
la moyenne rend les perspectives moins favorables. Une entreprise est done plus 
reticente a se lancer en affaires dans pareil contexte. 


Resume 

Nous avons pu constater dans ce ebapitre que la metbode utilisee pour determiner 
les prix d’options reelles perpetuelles est tres generate tout en etant fort souple. La 
procedure commune a tons les modeles etudies est la suivante, qui fait appel a la 
programmation dynamique. Supposons que nous voulions determiner le prix d’une 
option L dont le sous-jacent est de V, une variable aleatoire qui suit un processus 
stoebastique connu. On fait alors appel a 1’ equation du rendement pour determiner 
r equation differentielle de L. Le revenu espere de L est represente par E(dL). Ce revenu 
doit etre egal au revenu exige sur des projets d’investissements de meme categorie 
de risque, e’est-a-dire pLdt, oil p est le taux de rendement exige sur des projets de 
meme categorie de risque que V. U equation du rendement est done : 

pFdt = E(dF) 
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En developpant dF selon le lemme d’lto, on obtient: 

1 2 
dF = F'dV + -F”dV" 

2 

II faut egalement determiner le processus stochastique suivi par V. Supposons qu’il 
suive un mouvement brownien geometrique, c’est-a-dire : dV = aVdt + aVdz. En 
substituant cette expression dans dF et en prenant I’esperance, on trouve^ : 

E(dF) = aVF'dt + ^a"v"F''dt 

F’ equation du rendement s’ecrit done : 

pFdt = aVF ' dt + ^ a " V"F " dt 

On pent reecrire cette expression de la fa^on suivante, saebant que a = p - 8, oil 8 
est le rendement de disponibilite, assimilable a un taux de dividende : 

^aVF"dt + (p-5)VF’dt-pFdt = 0 

C’est la I’equation differentielle que doit satisfaire F selon I’approcbe de la program- 
mation dynamique, qu’il ne faut pas confondre avec I’approcbe du portefeuille sans 
risque utilisee par Black et Scboles, oil le taux de rendement est le taux sans risque et 
non un taux de rendement ajuste pour le risque comme dans I’approcbe de la program- 
mation dynamique. Cependant, si le portefeuille est sans risque, p est alors egal a r, 
le taux sans risque, et en remplagant p par r dans I’equation differentielle que nous 
venous d’ecrire, on retrouve precisement I’equation de Black et Scboles. 

F’ equation differentielle de F qui decoule de I’equation du rendement ne suffit 
pas pour determiner la valeur de F de meme que le seuil critique d’investissement 
V*. En fait, elle admet une infinite de solutions. II faut recourir aux conditions aux 
bornes pour qualifier la categorie d’option analysee et pour trouver une solution. 
Considerons le cas d’une option d’investissement. Forsque le processus stoebastique 
suivi par V est un mouvement brownien geometrique, la solution est alors de la 
forme : F = oil (3j et sont les racines caracteristiques. II y a alors 

trois inconnues : Aj, A, et V*, le seuil critique d’investissement. II faut done trois 
conditions aux homes, soit les suivantes. 


5. A noter que nous negligeons les termes en dt’, qui n'influencent que marginalement I'esperance du 
revenu. On rappelle egalement que E(dz) = 0 et E(dz’) = dt. 
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La premiere condition aux homes pour un call perpetuel americain est de: 
F(0) = 0. Cette condition nous permet d’annuler la constante associee a la racine 
caracteristique negative. Sinon, F tendrait vers I’infini quand V tend vers 0, ce qui 
contredit la premiere condition aux homes. Si (Jj est la racine negative, la solution 
recherchee se reduit alors a : F = . II nous reste done deux inconnues a trouver, 

soit Aj et V*, cela a partir des deux conditions aux homes restantes. 

La deuxieme condition aux homes stipule que la valeur de I’option est egale 
a son payoj^lorsqu’elle est exercee, e’est-a-dire : F(V*) = V* - I. Cette condition 
contredit la regie classique d’investissement qui vent que Ton investisse des que la 
VAN du projet est nulle, e’est-a-dire des que V = I. Selon la deuxieme condition, il 
faut investir quand: F(V*) + I = V*. Dans un monde d’options reelles, le montant 
sacrifie lors de I’investissement, soit I, n’est pas le seul cout d’opportunite de I’in- 
vestissement. II y a un autre cout d’opportunite qui doit etre compte: la valeur de 
I’option d’investissement F. En effet, celle-ci a de la valeur tant qu’elle n’est pas 
exercee et elle disparait lorsqu’elle est exercee. Cette option permet de resoudre en 
partie I’incertitude de I’avenir, e’est-a-dire d’investir an moment juge opportun. II 
y a done deux couts d’opportunite relies an lancement d’un projet d’investissement 
dans un monde incertain: I, le montant d’investissement, et F, la valeur de I’option 
d’investissement. La deuxieme condition aux homes stipule que lorsque I’investis- 
sement s’enclenche, e’est-a-dire que lorsque I’option est exercee, la valeur des flux 
monetaires actualises du projet excluant I’investissement doit etre egale a la somme 
du montant d’investissement I et de la valeur de I’option F qui est Fun des couts 
d’opportunite de I’investissement. Par consequent, V doit etre sufflsamment superieur 
a I pour que I’investissement puisse s’enclencher et non lui etre egal comme dans le 
cas classique. 

La troisieme condition aux homes est celle dite du smooth pasting. Cette 
condition est speciflque aux options americaines. La derivee ou pente de la fonction 
de I’option doit en effet etre egale a celle de la fonction Ae, payoff au point d’exercice. 
Dans le cas de 1’ option d’investissement, il faut done que : 

dF d(V-l) ^ 
dV ~ dV 

Au point d’exercice, il faut done que : F' (V *)= 1 . 

Voila en resume la technique de valorisation des options reelles perpetuelles 
americaines. Cette methode d’une grande generalite nous permet de quantifier un tres 
grand nomhre d’options americaines, quoiqu’elle puisse se complexifler pour certains 
processus stochastiques. Nous avons vu en effet que si le sous-jacent de I’option suit 
un processus Omstein-Uhlenheck, la valorisation de I’option fait appel a la distrihution 
hypergeometrique. Comme cette distrihution represente une serie inflnie, il faut alors 
recourir au calcul numerique pour determiner la valeur de I’option. 
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ANNEXE 

3A 

INTRODUCTION AUX EOUATIONS 
DIFFERENTIELLES LINEAIRES 


Une equation differentielle lineaire est de la forme suivante : 

aoy(t)+aiy'(t) + a2y"(t) = b 

Une equation differentielle lineaire est done composee de la valeur de la fonction 
y(t) et de ses derivees. Elle est dite homogene si b est nul et non homogene autre- 
ment. L’equation que nous venons d’ecrire est une equation differentielle du second 
degre, car les derivees apparaissent jusqu’au second degre. Resoudre une equation 
differentielle revient a trouver une expression pour y(t) qui n’est plus composee de 
ses derivees. La solution sera fonction du temps et de certains parametres. 


1. L'equation differentielle du premier degre 

Nous nous attaquons dans un premier temps aux equations differentielles lineaires 
du premier degre, e’est-a-dire les equations comportant le niveau de la fonction et 
sa derivee premiere. Envisageons le cas de l’equation differentielle homogene du 
premier degre suivante : 

-rW(t)=0 
dt ^ ’ 

oil W est la richesse et r, le taux d’interet. Cette equation pent etre reecrite comme 
suit: 

1 dW(t)_ 

W(t) dt 

Ainsi exprimee, cette equation s’interprete alors facilement. Elle signifie que la 
richesse croit au taux r. On pent la resoudre en integrant les deux cotes : 
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J 


1 dW(t) 
W(t) dt 



rdt 


ln( W(t)) + Cj = rt + Cj 


En regroupant les constantes, on a : 

ln(w(t)) = It + c 


oil c = Cj - Cj. En mettant cette derniere equation sous forme exponentielle, on 
obtient : 


W(t)=e"^‘= = e"e" = Ae" 


oil A = e‘^. Du fait de la constante A, cette equation differentielle admet une infinite de 
solutions. Pour fixer A, il faut une condition initiate. Supposons que nous connaissions 
la valeur initiale de W(t) au temps 0, c’est-a-dire W(0). On a : 

W(0) = Ae°^' = A 


Einalement, la solution de notre equation differentielle est la suivante : 

W(t)= Woe" 


Reprenons maintenant notre equation differentielle de la richesse, mais en supposant 
cette fois-ci qu’elle n’est pas homogene, c’est-a-dire qu’elle comporte une constante. 
Elle s’ecrit alors : 


ou encore : 


Ee terme b pent etre par exemple un flux monetaire periodique que re 9 oit le detenteur 
de richesse. 

Ea technique de resolution de cette equation comporte deux etapes. On resout 
d’abord la partie homogene de I’equation. On connait la solution de cette equation 
qui est de la forme: W = Ae". On appelle cette solution: fonction complementaire. 
On trouve ensuite une solution particuliere a 1’ equation differentielle non homogene, 
que Ton appelle solution particuliere ou integrale particuliere. Essayons la solution la 
plus simple : W = k, oil k est une constate. En substituant cette solution dans I’equation 
differentielle, on obtient : 


dW 

dt 


- - rW -I- b = 0 


dW 

dt 


- - rW = -b 
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b 

-rW = -b ^ W = - 
r 

La solution generale de 1’ equation differentielle, designee par y(t), est constituee de 
la somme de la fonction complementaire y^, et de 1’ integrate particuliere yp, soil: 

y(t) = yc + yp 

Dans le cas qui nous interesse, la solution generale est : 

It b 

W = Ae" + - 
r 

Pour fixer A, on se sert de la condition initiate connue W(0). En substituant cette 
valeur dans la derniere equation, on trouve : 

b b 

W(0)= A + -^ A = w(0)-- 

r r 


La solution finale de I’equation differentielle est done : 


W = 


W(0)-- 

r 


r 


Comment interpreter cette solution? Eh bien, 1’ interpretation d’une telle solution est 
toujours la meme. L’integrale particuliere, qui prend ici la valeur de (b/r), represente 
la valeur a long terme de la richesse, ou, si on veut, sa valeur d’equilibre. C’est ici la 
valeur capitalisee a perpetuite du flux monetaire periodique b que re 9 oit le detenteur 
de richesse. Pour sa part, I’equation complementaire represente la deviation a court 
terme de la richesse de sa valeur d’equilibre. 

Comme autre exemple^ d’une fonction differentielle du premier degre, suppo- 
sons qu’une entreprise evolue dans un univers deterministe et que sa valeur soil 
representee par V. Elle produit un profit de Pdt par periode. L’equation du rendement 
de cette entreprise est alors : 

f dV A 
— + P dt = rVdt 

1 dt J 

Comme elle evolue dans un univers deterministe, son revenu global doit etre de rV 
par periode, ou r designe le taux sans risque. Comme on pent le constater, ce revenu 

dV 

est constitue d’une appreciation de — par periode, assimilable a un gain de capital, 

dt 


6. Cet exemple s’inspire de Wilmott (2000), chap. 61. 
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et a un flux monetaire de P par periode, assimilable a un dividende. Comma on vient 
de le constater, la solution generale de cette equation est : 

V(t)= Ae'’+- 
r 

Pour solutionner, il nous faut une condition que doit satisfaire 1’ equation differentielle. 
II s’agit ici d’une condition finale. Nous posons : V(T) = 0, c’est-a-dire que I’entreprise 
cesse d’operer a la periode T. L’entreprise est done assimilable a une annuite P qui 
est versee periodiquement entre t et T. La solution particuliere est done ici : 

V(T) = Ae'^’’ + - = 0 ^ Ae'^ = ^ A = --e 

r r r 

En remplagant A par sa valeur dans V(T), on obtient : 

P P 

V(t) = --e-^V + - 
r r 

V(t)=-(l-e^'^<’’^‘’) 
r ' ’ 

soit la simple actualisation de 1’ annuite P entre t et T. On note que si T tend vers 

P 

rinflni, on obtient alors la perpetuite — , soit la valeur de P capitalisee a I’inflni. On 

r 

note egalement que la solution de I’equation differentielle du premier degre differe 
beaucoup selon la nature de la condition qui serf a calculer la constante A. Les deux 
exemples que nous venons d’etudier ont essentiellement la meme equation diffe- 
rentielle, sauf que I’equation de la richesse est soumise a une valeur initiale et que 
I’equation de la valeur de la flrme est soumise a une equation finale. Les solutions 
de ces deux equations sont done tres differentes. Par ailleurs, le r qui precede V 
dans I’equation differentielle de la valeur de la flrme est le taux d’escompte des flux, 
comme on Laura constate. II faut done toujours assimiler ce parametre d’une equation 
differentielle, qu’elle soit du premier ou du second degre, au taux d’escompte des flux 
du probleme. On s’en convaincra en faisant d’autres exercices similaires. 


2. L'equation differentielle du second degre 

Nous abordons maintenant I’equation differentielle lineaire du second degre, dont la 
forme generale s’ exprime comme suit: 

y"(t) + a,y'(t)+a 2 y(t) = b 
Nous cherchons une solution de la forme : 

y(t) = yc + yp 
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oil y^,, I’equation complementaire, est la solution de la partie homogene de I’equation 
differentielle et Yp est une solution particuliere de 1’ equation. 

Commen^ons par determiner I’equation complementaire. On tente la solution 
suivante : y = Ae". En substituant cette valeur dans la partie homogene de I’equation, 
on obtient : 

r^Ae'* + ajrAe'* + UjAe" = 0 
En di vis ant par Ae", on obtient : 

r^ + ap' + aj = 0 

Ees deux racines de cette equation sont done : 



E’ equation complementaire a done la forme suivante : 

Yc = Aje’^-' + A^e'^' 

Nous devons maintenant etablir I’integrale particuliere de notre equation differen- 
tielle. Encore une fois, reduisons y a une constante k. En substituant cette valeur dans 
r equation differentielle, on a: 

a2y(0 = b^y(t) = — 

az 

Ea solution generate de 1’ equation differentielle du second degre est done: 

y(t) = yc + yp = Aic'’'' -i- AzB*'^' -i- — 

az 

II reste a determiner les deux constantes Aj et Aj. Comme il y a cette fois-ci deux 
inconnues, il nous faut deux conditions initiates. Disons que nous savons que y(0) = Cj 
et y'(0) = Cz. En substituant ces valeurs dans y(t), on a : 

/ \ b 

y(0)= Aj-i-Az-i- — = Ci 

az 

y'(0) = r,A,-l-rzAz =Cz 

Ces deux equations ne comportent que deux inconnues, A[ et Aj, qui peuvent des tors 
etre calculees comme a I’accoutumee. 
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Nous allons illustrer I’utilisation des equations differentielles du second degre 
en finance par I’exemple suivant. Supposons qu’un put dont le prix est designe par 
V soil fonction de CF, disons les flux monetaires d’un projet. Les flux monetaires 
obeissent au mouvement brownien aritbmetique suivant : 

dCF = rdt + adz 


oil r est le taux sans risque et a, I’ecart type des flux monetaires. Pour determiner V, 
nous formons done un portefeuille sans risque compose d’une unite de I’option et 

dV 

d’une position a decouvert de du proiet. En suivant le raisonnement decrit dans ce 

dCF 

chapitre, on en arrive a F equation differentielle suivante que doit satisfaire le put: 


1 2 d"V 
2^^ dCF" 


dV 

+ r 

dCF 


-rV= 0 


Comme cela est d’usage, nous essayons une solution de la forme: V = La 


derivee premiere de V par rapport a CF est 
d^V 

dCF" 


= En substituant ces valeurs dans I’equation differentielle et en 


dV 

dCF 


= PAe'^'^'" et sa derivee seconde. 


divisant le tout par on obtient I’equation caracteristique suivante: 


2 


a^P^ +rP - r = 0 


En divisant le tout par on obtient : 



Posons : — = s. Les deux racines de F equation caracteristique sont alors : 
a 

Pj 2 = — s + + 2s 

oil p, > 0 et P 2 < 0. 

La solution generate est de la forme : 

V= A/'"" + A 26 ^"" 


Les valeurs de Aj et Aj ainsi que la valeur d’exercice optimal CL* sont determinees 
par les conditions aux bornes. Comme il s’agit ici d’un put americain perpetuel, trois 
conditions aux homes doivent etre satisfaites comme on Fa vu dans ce ebapitre : 

lim V(CF) = 0 

CF-»~ 

V(CF*) = X-CF* 
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V'(CF*) = -1 

La premiere condition implique que Aj = 0. En effet, la racine rattachee a ce terme 
est positive, ce qui implique que V tend vers I’infini quand CF tend vers I’infini, ce 
qui contredit la premiere condition. La solution generate de la valeur du put est done 
de la forme : 

Pour determiner Aj et CF*, on se sert des deux autres conditions aux homes. En 
substituant la valeur de V, la deuxieme condition aux homes, soit celle du payojf, 
s’ecrit: 

= X - CF* ^ A 2 = (X - CF 

La troisieme condition aux homes, soit celle du smooth pasting, s’ecrit pour sa 
part: 

V’(CF *) = P2A2e^^"* = -l 

En rempla^ant Aj par sa valeur, on a : 

P,(X-CF 


P 2 (X - CF *) = -1 ^ S* = X + — 

P2 


Retragons maintenant 1’evolution duput perpetuel qui fait I’objet de cette section en 
fonction de son sous-jacent CF, et determinons CF*, pour les donnees qui apparaissent 
au tableau Al. 


Tableau Al Parametres d’un put perpetuel 


R 

0,05 

a 

0,8 

s 

25 

X 

25 

8 

0 
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La solution pour la valeur du put perpetuel dont les donnees se retrouvent au tableau A1 
est la suivante : 

L’evolution de ce put perpetuel en fonction de son sous-jacent CF se retrouve a la 
figure Al. Pour les donnees du probleme au tableau Al, le flux monetaire correspon- 
dant a I’exercice optimal est de 12,2. 

Figure A 1 Evolution d’un put perpetuel en fonction 

de son sous-jacent sans dividende (CF* = 12,2) 


30 



Prix du put 


Le mouvement brownien aritbmetique se prete bien a la solution classique des equa- 
tions differentielles du second degre du type: V = Ae^®. Mais Ton suppose souvent 
en finance que les mouvements browniens sont du type geometrique. Les equations 
differentielles stocbastiques ont alors la forme suivante, comme on a pu le constater 
dans ce cbapitre : 


A>S=^.(,-5)S^-,V = 0 

2 as’ ' as 


La derivee seconde de V est multipliee par et sa derivee premiere, par S. On ne 
pent alors donner comme solution la forme classique : V = Ae®^ En substituant cette 
expression dans I’equation differentielle, on obtiendrait: 

^a^S^P^Ae^P +(r-5)SpAe^^ -rAe^P = 0 

En di vis ant le tout par Ae®^, on obtient: 

^a's'p'+(r-5)Sp-r = 0 


Or, on ne pent dans ce cas obtenir I’equation caracteristique en raison de la presence 
de et de S. On ne pent done trouver une solution pour V en supposant au depart 
que V = Ae*^. 
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Les equations differentielles qui sont issues de mouvements browniens geome- 
triques ont plutot la solution suivante: V = AS^. En substituant cette solution dans 
r equation differentielle precedente, on trouve: 


2 as" ^ ^ as 


^a"s"P(P - 1) AS'^ " +(r- 5)SPAS'^ ‘ - rAS^ = 0 


^a"P(P-l)AS'^ + (r-5)PAS^-rAS'^ = 0 
En di vis ant le tout par AS^, on a : 

^a"P(P-l) + (r-5)P-r = 0 

On retrouve done I’equation differentielle caracteristique necessaire a la solution 
recbercbee. Par consequent, lorsque le sous-jacent d’une option obtempere a un 
mouvement brownien geometrique, sa solution est du type : V = AS^ et non du 
type classique : V = Ae*^. 
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ANNEXE 

3B 

AUTRES NOTES 
SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
ET SUR LES MATHEMATIQUES 
COURAMMENT UTILISEES EN FINANCE 

ANNEXE 3B1 

LES RACINES D'UNE EQUATION QUADRATIQUE 


On vent trouver les racines de la fonction donnee par 1’ equation quadratique de base : 
ax^ + bx + c = 0. Les deux racines de cette equation sont donnees par: 

-b + Vb^ - 4ac 

^ 1,2 “ Z 

2a 

Pour illustrer cette solution, considerons I’exemple suivant. On veut trouver les racines 
de la fonction quadratique suivante : 

f(x)=x"-4x + 4 


oil : a = 1, b = -4 et c = 4. La solution est : 

4±V-4^-4(l)(4) ^ 

X. , = = + 2 

2 ( 1 ) 

En mettant cette equation en facteurs, on trouve: (x-2)^ = 0 et par consequent il 
existe une racine unique a cette equation, soit 2. 

La demonstration de ce resultat repose sur une autre procedure, tout aussi 
classique que cette derniere, nommee « completion du carre ». Pour completer le carre 
d’une fonction quadratique, on utilise I’expression suivante: 
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f(x)= a 


2 . ^ 
X + 2 


2a J 


2a 


- a 


+ c = a X + 


2a 


b - 4ac 
4a 


Considerons I’exemple d’application suivant: 

Soil f(x) = -x^ + 40x - 600, une fonction quadratique quelconque ou a = -1, b = 40 
et c = -600. En substituant ces valeurs dans I’expression de completion du carre, on 
obtient : 


f(x) = -l 


x"+2 




“600 = “1(^"“40x + 400) + 400-600 
= -(x-20)"-200 


L’expression -(x- 20)^-200 atteint sa plus grande valeur (en valeur absolue) a 
hauteur de -200 lorsque x = 20. Encore une fois, il n’existe qu’une seule racine a 
cette equation puisqu’elle represente un carre parfait. 


ANNEXE 3B2 

INTRODUCTION AUX EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE 1 


Ees equations differentielles font partie integrante des fondements de la finance 
quantitative modeme. A titre d’exemple, la celebre equation differentielle de Black et 
Scholes (1973) est basee sur I’hypothese d’un portefeuille sans risque qui rapporte le 
taux sans risque. De ce fait, cette equation se reduit a quelques differences pres a une 
equation differentielle classique. Ees options perpetuelles, utilisees dans 1’evaluation 
d’entreprises dont on suppose une duree de vie illimitee, constituent un exemple encore 
meilleur de ces equations. Ces observations suffisent a motiver 1’ etude des techniques 
de resolution des equations differentielles deterministes. Dans ce qui suit, nous allons 
done presenter les techniques de hase requises pour solutionner ces equations. 
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Afin de donner un avant-gout de ce qu’est une equation differentielle, consi- 
derons la formulation suivante : 

^ = b 
dt 

Cette equation est une equation differentielle lineaire d’ordre 1, soil la plus simple. 
La solution est evidente. En effet, en prenant I’integrale des deux membres de cede 
derniere et en les multipliant par dt, on obtient : 



=> y(t) = tb + c 


Une equation differentielle lineaire plus generale et plus proche de cedes que nous 
aurons a solutionner en finance est donnee par : 

dy 

— + u(t)y = w(t) 
dt 

On la nomme equation differentielle lineaire d’ordre 1 a coefficient et a terme variables 
ou u(t) est le coefficient et w(t), le terme variable, tons deux etant fonctions de t. 

Afin de simplifier la presentation, considerons premierement le cas oil le 
coefficient et le terme sont constants. En generale, on distingue deux types d’equa- 
tions differentielles dans ce cas : 1’ equation differentielle dite homogene et 1’ equation 
differentielle dite non homogene. 


1. Le cas homogene 

Dans le cas homogene, le terme w(t) est suppose nul et le coefficient, u(t) = a, est une 
constante. E’equation differentielle prend done la forme suivante : 

dy 

^ + ay = 0 

dt 


1 dy 

^ = -a 

y dt 

Ea solution requiert une simple integrale en utilisant la methode de suhstitution et la 
regie du logarithme : 

f-adt 

J y dt •’ 
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Mais par les regies de substitution et des logarithmes, on pent developper le membre 
gaucbe de cette derniere : 

J— = ln|y| + Ci 

J y 

Le membre droit devient : 

|-adt = -at + Cj 

En egalisant ces resultats et en combinant les constantes (Cj + C 2 = c), on a: 

ln|y| = -at + c 

En mettant les deux membres sous forme exponentielle, on obtient : 

|y| = = e^“'A 

oil A = e‘^. Si on ne retient que les valeurs positives de y, la valeur absolue de y est 
egale a y. Done le resultat precedent devient : 

y(t)=Ae-" (1) 

Pour se debarrasser de la constante, qui est somme toute arbitraire, on evalue 1’ equation 
a sa condition initiale : y(0) = Ae = A . En substituant ce resultant dans y(t), on a 

y(t) = y(0)e^“' (2) 

On nomme respectivement ces deux derniers resultats la solution generate et la solu- 
tion definie. Eorsqu’une valeur est attribute a A, on nomme cette solution la solution 
particuliere. 


2. Le CAS NON HOMOGENE 

Eorsque le terme de droite est different de zero, on est alors en presence d’une equation 
lineaire non bomogene d’ordre 1. Elle prend la forme suivante: 

dy 

— + ay = b 

dt 

ou b est le terme qui a ete fixe a une valeur constante b. Ea solution de cette equation 
est composee de deux termes nommes, respectivement, le terme complementaire y^, 
et r integrate particuliere yp. Ea solution generate prend la meme forme que dans le 
cas bomogene, e’est-a-dire : 

yc = 
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L’integrale particuliere est de la forme 


yp = - 


oil a doit etre different de zero. La somme de la solution complementaire et de 1’ in- 
tegrate particuliere donne la solution generate : 


y(t) = Yc + y„ = Ae “ -I- - (a 0) 


(3) 


La solution definie suppose une condition initiate y(0) pour t = 0 : 

b b 

y(0) = A -I- - ^ A = y(0) - - 
a a 

En rempla 9 ant ce resultat dans (3), on obtient la solution definie : 


y(t) = 


b 

y(0)-- 

a 


(a;^0) 

a 


(4) 


Exemple 1 

On veut trouver la solution de 1’ equation dy / dt -i- 3y = 9, avec comme condition 
initiate : y(0) =15. Comme a = 3 et b = 9, alors on obtient, selon 1’ equation (4) : 


y(t) = 


15-- 

3 


e -I- — 


Exemple 2 

On recherche la solution de I’equation dy / dt -i- 3y = 0 , avec comme condition initiate : 
y(0) = 5. Puisque a = 3 et h = 0, on ohtient, selon 1’ equation (4) : 

y(t) = [5-0]e^^'-l-0 = 5e^^‘ 

La meme solution aurait pu etre ohtenue en utilisant 1’ equation (2) du cas 
homogene. 
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Exemple de micro structure des marches : 
le cas de Voffre et la demande d’options^ 

Pour illustrer la dynamique des prix entre I’offre et la demande d’options et la 
formation d’un equilibre de prix sur le marche des options, nous utilisons un modele 
dynamique de prix. Supposons que la demande et I’offre d’options puissent se mode- 
liser par : 

f,(P) = Qd = a + pP 
f2(P) = Qo = -Y + 5P 

oil a,p,\ et 8 sont superieurs a 0. Le prix d’equilibre s’obtient comme suit lorsque 
(Q^= Q^), c’est-a-dire que I’offre est egale a la demande : 

a + PP = -y + 5P ^ P(5 + P) = y + a => 

p _ y + g (5) 

” 5 + p 

Grapbiquement, on pent illustrer cet equilibre comme suit. 



Exemple d’analyse de la dynamique de prix 

Supposons les conditions initiates suivantes pour le marcbe : 

1. P(0) = P. Cette condition signifie que le marcbe est a I’equilibre au debut 
de r analyse et aucune analyse dynamique de prix n’est requise. 


7. Lorsque les marches financiers sont incomplets, les modeles d’offre et de demande pourraient devenir 
pertinents pour valoriser les options. 
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2. P(0) P. Le prix d’equilibre est accessible apres un processus d’ajustement 

durant lequel non seulement le prix va changer a travers le temps, mais 
les quantiles vont egalement s’ajuster. 

A la lumiere de ce que nous venons de discuter, les prix et les quantiles sont 
consideres comme des fonctions du temps. La question qui nous interesse dans ce 
contexte s’ exprime comme suit. En supposant que le temps s’ecoule suffisamment 
pour que le processus s’accomplisse totalement, est-ce que le prix atteindra I’equi- 
libre au niveau P ? En termes matbematiques, la question pent se reformuler comme 
suit. Aura-t-on le sentier temporel : P(t) — > P quand t ^ ? Pour repondre a cette 

question, nous devons premierement trouver le sentier temporel de P(t). En general, 
le cbangement de prix est suppose etre soumis a la force relative qui relie la demande 
et I’offre dans le marcbe. Pour simplifier, supposons que le taux de cbangement du 
prix en regard du temps soil a tout moment directement proportionnel a I’excedent 
de demande (Q^ - Q^) qui prevaut a ce moment-la : 

dP 

— = j(Qd-Qo) j >0 (6) 

oil j est le coefficient d’ajustement. A I’equilibre : 

dP 

— = 0 siQ, = Q„ 
dt 


En substituant et dans ( 6 ), on a : 
dP 

— = j(a - pP -I- Y - 5P) = j(a + Y) - j(P + 5)P 

dt 

dP 

=> — -i-j(p-i-5)P = j(a-i-Y) 
dt 

En posant P = y, a = J((3 -i- 8 ) et b = j(a -i- 7 ), on obtient une equation differentielle 
lineaire non bomogene d’ordre 1 : 


dy 

1- ay = b 

dt 


Ea solution que nous cbercbons est donnee par (4), c’est-a-dire : 

y(t) = 


b 

y(0)-- 

a 


-at b 

a 


P(t) = 


P(0)- 


a-i-p 
p + 5 


g-j(a+|i)t 


a-i-P 
p + 5 


= [P(0)-P]e ‘“ + P 
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La question posee a I’origine etait: si t ^ p(t)— ^p. La reponse est la suivante. 

Etant donne que k > 0 oil k = j(p + 8) et que P(0) et P sont constants, alors 
[P(0)- P]e ^ 0 lorsque t — ^ => limP(t) = P. Done la reponse a notre question 

est positive. La representation graphique de la dynamique de prix est la suivante. 

Exemple d’ analyse de la dynamique de prix pour trois cas : 

P(0) > P, P(0) = P et P(0) < P 



3. LeS equations DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE 


Nous avons discute les equations differentielles du premier ordre, ayant la caracteris- 
tique de n’inclure aucune derivee d’ ordre superieur a 1 . Pour modeliser, par exemple, le 
taux de changement du changement d’un cash-flow quelconque, on pent avoir recours 
aux equations differentielles d’ ordre 2. En effet, considerons une fonction decrivant 
le taux de changement du changement d’un cash-flow (y) dans le temps (t) : 


dy^ 

(dtf 


ky* 


8. Notons que cette equation a egalement une forme similaire au gamma d’une option. En effet, le 
gamma d’une option est calcule par la derivee du changement du prix de cette option. On pourrait 
done penser que ces equations sont mieux adaptees a nos problemes en finance quantitative, en 
particulier lors du pricing d’ options. 
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Supposons que nous voulions trouver le sender temporel de la fonction y(t). La 
solution est alors donnee par la resolution de cette equation en utilisant les methodes 
presentees dans cette section. Les equations d’ordre superieur a 2 ne seront pas traitees 
dans cette section, mais voici la forme que pent prendre une telle equation : 


dy" 

(dt)" 


+ a, 


d"-‘y , d"-y 

(dt)""‘ (dt)"“" 


dy 

+ -+an_i — + a„y = b 
dt 


(7) 


Cette equation est dite d’ordre n parce que la derivee la plus elevee est d’ordre n. Elle 
est egalement lineaire puisque que la variable dependante (y) et ses derivees sont du 
premier degre et qu’aucun produit de ceux-ci n’intervient. Elle est aussi caracterisee 
par le fait que le terme et le coefficient sont constants ; c’est ce nous allons supposer 
dans cette section. 


Eorsque n = 2, on nomme alors (7) : equation differentielle lineaire d’ordre 2. 
Elle prend 1’ allure suivante: 

y"(t) + a,y’(t)+a 2 y = b (8) 

d^y dy 

oil y"(t) = y'(t) = et a,, a, et b sont des constantes. E’ equation (8) est 

(dt)" (dt) ‘ " 

qualifiee de non homogene. La solution generate de cette derniere est similaire a celle 
que nous avons presentee pour les equations d’ordre 1, c’est-a-dire : 

y(t) = yc + yp (9) 

oil y^ et y^ sont, respectivement, les solutions complementaire et (integrate) particuliere 
de I’equation complete. 


3.1. Cas homogene (b = 0): solution de la fonction complementaire 

Nous avons trouve, dans le cas des equations lineaires du premier ordre, que la solu- 
tion avait failure suivante: 

y = Ae^' 

Eaisons la conjecture que cette solution est egalement valable pour trouver celle de 
la fonction complementaire. En supposant cette solution, nous devons aussi accepter 
que les derives premieres et secondes de (y) sont : 

y'(t) = rAe" y"(t) = r"Ae" 

Dans le cas homogene (h = 0) et en prenant en compte ces derives, I’equation (8) 
devient alors : 

Ae'* (r" -I- ap-l- Uj) = 0 (10) 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


84 Finance computationnelle et gestion des risques 


Pour que I’equation soil nulle, ou bien A = 0 ou bien r doit satisfaire I’equation : 

(r^ + a|r + a2)= 0 (11) 

Mais etant donne que nous savons que ce probleme comporte une condition initiate 
definie sur A, on ne pent pas poser A = 0. On doit done trouver les valeurs de r qui 
satisfont (11). 


L’ equation (11) est connue sous le nom d’ equation caracteristique ou equation 
auxiliaire de 1’ equation (8) pour le cas bomogene (b = 0). Les racines caracteristiques 
s’obtiennent comme nous I’avons presente precedemment pour le cas oil a = 1, 
b = aj et c = aj, e’est-a-dire : 



( 12 ) 


Nous devons conclure de (12) qu’il existe en fait deux valeurs pour r, soil rj et rj. On 
a done deux resultats pour notre conjecture, e’est-a-dire : 


y, = A,e'- 


et 


Y2 = Aje 


On pent demontrer que si I’equation (8) (cas b = 0) est satisfaite pour yj et individuel- 
lement, alors elle le sera aussi pour la somme de ces deux variables, e’est-a-dire : 

[y';(t)+y"2(0] + ai[y;(t) + y'2(t)] + a2(y,+y2)= 0 
Done la solution complementaire est : 

yc = yi + y2 = Aic''' + A20'^' ^3^ 

Ce resultat est utile en finance quantitative, par exemple, dans le cas oil on cbercbe 
la solution d’un probleme d’option perpetuelle. Ce type d’option est particulierement 
utile dans le contexte d’evaluation d’une entreprise. En effet, une entreprise est effec- 
tivement perpetuelle en ce sens qu’elle n’a pas d’ecbeance definie. 

En ce qui concerne I’integrale particuliere, elle s’obtient simplement en calculant: 

yp = - (14) 

az 

Ea formule (12) implique en fait qu’il existe trois cas possibles. 
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CAS 1 


RACINES REELLES DISTINCTES 


C’est le cas oil > 4a2- Les racines de (12) sont alors des nombres reels. Prenons 
un exemple. 


Exemple 

On vent trouver la solution de 1’ equation differentielle suivante: 

y"(t) + y'(t)-2y = -12 


b -12 

De (8) et (14), I’integrale particuliere (y ) est : y = — = = 6 ; 

^ Uj -2 

De (8), (12) et (13), la solution complementaire (yj s’obtient comme suit: 

_ -ai+^a^-4a2 _ -l±^l-4(-2) _ -1 + 3 
2 ~ 2 ~ 2 

On verifie les resultats en recourant aux regies suivantes : 

I'j +rj = -1 = -a,;r|r2 = -2 = aj 


= 1,-2 


Done, le resultat est : 

y^. = Ajc' + 

oil : aj = -1 ; aj = -2 ; rj = 1 et rj = -2. 

La solution generate est donnee par : 

y(0= Yc +Yp = Ajc' + A^e^^' +6 (15) 

Pour trouver les valeurs des constantes, nous avons besoin de deux conditions initiates. 
Lorsque t = 0, on trouve en utilisant I’equation (15) que : 

y(0) = Ai 6° + + 6 = Aj + A^ + 6 (16) 

En calculant la derivee premiere de (14), on a egalement: 

y '(t) = Ajc' - 


et pour t = 0, on a : 


y '(0) = Aje" - 2 A 26 ^"‘°' = A; - 2A^ 


(17) 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 




86 Finance computationnelle et gestion des risques 


Mais pour que les conditions initiales (16) et (17) soient satisfaites, nous devons 
poser que y(0) = 12 et que y '(0) = -2 . On en deduit un systeme de deux equations 
a deux inconnues : 

A.^ + P^2 ~ 6 

A1-2A2 =-2 

On trouve la solution de Aj et Aj en soustrayant la deuxieme equation de la 
premiere : 

A^ + A2 = 6 
— Aj + 2A2 = 2 

3A2 = 8 A2 = 8/3 

Et en substituant A, dans I’une des deux equations, on trouve que : 

Ai + 8/3 = 6^ A, = 10/3 


La solution definie est done : 


. ^ 10 . 8 _2, ^ 
y(t) = — e +-e +6 

3 3 


(18) 


Pour verifier la validite de cede solution, il faut d’abord calculer les derivees premiere 
et seconde de cette derniere : 


10 , 16 


10 , 32 _2. 


y'(t) = — e e et y"(t) = — e H e 


Ensuite, il faut substituer dans 1’ equation differentielle de depart ces solutions en 
prenant en compte I’equation (18). On obtient alors : 


10 32 _ 2,^10 , 16 _ 2 , 20 . 16 _ 2 . ,, ,, 

— e H e H e - — e - — e - — e -12 = -12 

3 3 3 3 3 3 


-12 = -12 


On pent egalement verifier que la solufion (18) satisfail les conditions initiales : 


y(0) = ye“+-^e^"'°’ + 6 = 12 et y '(0) = -^e° - = -6 / 3 = -2 CQED 


10 0 16 

— e - — 
3 3 


Deux autres cas possibles existent. Le deuxieme cas est celui des racines reelles 
repetees ; enfin, le troisieme cas est celui des racines complexes. 
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CAS 2 


RACINES REELLES REPETEES (RACINES EGALES) 


Ce cas est celui ou les coefficients de I’equation differentielle sont tels que aj^ = 4aj. 
Le terme sous la racine de I’equation (12) devient done nul et alors les racines sont 
egales, e’est-a-dire : 


r = r, = 


ai 


2 


Ce type de racines porte le nom de racines repetees (doubles) ou racines multiples. 
La fonction complementaire est alors representee par I’expression suivante: 

= Aje" + A^e" = {A, + = Ajc" 


Comme on pent le constater, nous n’avons done plus qu’une constante, ce qui n’est 
pas suffisant pour nous ramener d’une equation differentielle d’ordre 2 a sa fonction 
primitive. Pour eviter I’effondrement de notre probleme, nous allons postuler la solu- 
tion y = A^te", qui a la caracteristique d’etre lineairement independante de y = Aje" 
et qui satisfait (8) pour le cas bomogene. On pent en effet verifier que cette derniere 
satisfait I’equation (8) (cas oil b = 0) en calculant les derivees premiere et seconde de 
cette solution et en la substituant, ainsi que ses derivees, dans (8), e’est-a-dire qu’on 
substitue y = A^te" ainsi que y'(t) et y"(t) dans (8) pour (b = 0). On trouve alors que 
cette solution est juste. On en conclut done que la fonction complementaire pour le 
cas a doubles racines pent s’ecrire comme suit: 

Yc = ^3^" + A.4te" 


Exemple 

On desire trouver la solution de I’equation suivante. 

y "(t)-i- 6y '(t)-i- 9y = 10 

oil aj = 6 et aj = 9. On trouve alors que = 4a, = 36, ce qui est done le cas de racines 
reelles repetees. En effet, les racines sont de valeur identique : r = r, = rj = - a, / 2 = -3 . 
La fonction complementaire est alors : 

Yc = -r A^te^"' 

L’integrale particuliere s’obtient en calculant: 

a, 9 

La solution generale est done : 

Y(t) = Yp + Yc = -I- A^te^^' -1-10/9 
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Pour trouver les valeurs des constantes arbitraires A3 et A4, il faut poser des solutions 
initiales. Posons y(0) = 5 et y'(0) = -5. On obtient les deux equations suivantes : 

y(0) = A3 + 10/9 = 5 ^A 3 = 35/9 


y '(t) = -3 AjC^^' - 3 A^e""' + A^e"^’ ^ y '(0) = -35 / 3 + A^ = -5 
^ A^ =-15/3+35/3 = 20/3 
On pent done ecrire la solution definitive comme suit : 

y(t)= 35/9e^"'+20/3te^"' + 10/9 


CAS 3 


RACINES COMPLEXES 


Dans cette section, nous ne donnerons qu’un aper^u du cas avec racines complexes. 
Toutefois, cet aper9u sera suffisant pour etre operationnel dans ce cas particulier. 

La derniere possibilite restante est celle ou les coefficients sont tels que 
aj^<4a2- Dans ce cas, selon 1’ equation (12), on obtient alors la racine d’un nombre negatif, 
ce qui implique I’utilisation du concept des nombres complexes et imaginaires. 


4. Fonction complementaire 

Lorsque aj^ < 4a2, les racines caracteristiques sont une paire de nombres complexes 
conjugues donnes par : 

r^,r 2 = h + vi 

oil b = - af et i est un nombre complexe du type Alors la 

fonction complementaire sera, par analogie avec la formule de De Moivre® : 

y^. = e*” (Aj cosvt+ Ag sin vt) (19) 

avec Aj = Aj + Aj, A^ = (Aj - A2)i. Ces resultats proviennent de la fonction complemen- 
taire y^, = e'" ( A|e''“ + A20 forme que nous avons deja rencontree precedemment. 
Notons que nous avons implicitement suppose qu’il etait possible de substituer vt a 
Tangle 0 dans Tequation (18). Est-ce que cette fa9on de faire est juste ? Pour repondre 
a cette question, nous devons nous rappeler la question du cercle unitaire et certaines 
definitions et concepts connexes. 


9. En vertu de la formule de De Moivre : (cos 0 + i sin 6)” = cos n0 + i sin n0 . 
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La portion d’un cercle de rayon unitaire (r = 1) de longueur AB, notee arc AB, est 
justement egale a 0 dans ce cas particulier. Cette caracteristique nous permet done 
d’ecrire : 


„ arc AB 
0 = = arc AB 


puisque r = 1. Done, puisque dans ce cas particulier, on a que 6, qui est habituelle- 
ment mesure en radians (note rad, soit un angle et non pas un nombre babituel), est 
egalement une longueur (portion du cercle unitaire), alors il est effectivement justifie 
de substituer vt a 0 dans la fonction complementaire. 


Exemple 

Soit r equation differentielle : 

y"(t) + 2y'(t)+34y = 68 

avec pour conditions initiates y(0) = 3 et y'(0) =11. 


Solution 

La solution particuliere s’obtient en calculant: 


b 68 ^ 

34 ~ 

Comme aj^ = 4 < 4a2 = 136, les racines caracteristiques sont une paire de nombres 
complexes conjugues (b + vi) ou : 


2 2 

Done, la fonction complementaire est : 


b = - — aj=-l et — = — Vl32 


Yc = e 


Aj cos 


Vm 


. ^/m 


t+ Aj sin- 1 


En combinant y et y^., on obtient la solution generate : 


y(t)= e ‘ 


Aj cos 


Vm 


. Vm 


t + Ag sin^ — ^ — t 


+ 2 
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Afin de fixer les valeurs des constantes Aj et Ag, on utilise les deux conditions initiales 
y(0) = 3 et y'(0) = 11. La solution generate devient: 

y(0) = e° ( Ag cosO + Ag sinO) + 2 = (Ag + 0) + 2 

puisque cos 0 = 1 et sin 0 = 0. Sachant que y(0) = 3, on trouve que Ag = 1. II nous 
reste a differentier la solution generate et Ton obtient: 


y'(t) = -e^‘ 


A, cos 


>/l32 


t + A, sin 




+ e 


aJ- 


Vl32 , >/l32 


, >/l32 


-A, cos- 


(Note : on a utilise le resultat sur les derivees de fonctions trigonometriques : 

AgjjjQ _ COS0 et = -sin9 ). En evaluant cede derniere a t = 0, on a: 

d0 d0 


y '(0) = - ( Ag COS0 + Ag sin0) + 




-sin0 


- Ag COS0 


' A ^ . 

= -A, +— — A, 


/ 


Mais sachant que y'(0) = 11 et que Ag = 1, on trouve que Ag = 24 / Vl32. 


5. Exemples syntheses 

5.1. Un exemple tire de la microstructure des marches 

Nous avons presente precedemment un modele d’offre et de demande d’ options 
et, pour ce faire, nous avons utilise le calcul relie aux equations differentielles du 
premier ordre. Dans ce qui suit, nous allons elargir cede application aux equations 
differentielles du deuxieme ordre. 

Une caracteristique du modele que nous avons presente est qu’il n’utilisait 
que r information sur les prix. Mais it arrive que les acheteurs et vendeurs se basent 
non seulement sur le prix actuel, mais egalement sur la tendance qui prevaut a cette 
periode. A partir de cette tendance, ces intervenants financiers formeront leurs antici- 
pations du niveau futur du prix, ce qui aura une influence sur leurs decisions d’offre 
et de demande. 


5.2. Un modele d'offre et de demande d'options 
incluant la tendance et I'anticipation de prix 

En temps continu, I’information sur la tendance du prix d’equilibre d’une option sur 
le marche financier pent etre obtenue en etudiant les derivees premiere et seconde. En 
effet, la derivee premiere nous informe sur la pente du prix (p. ex., hausse ou baisse 
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de prix) et la derivee seconde, sur la variation dans la pente (p. ex., acceleration de 
hausse on de baisse de prix). Afin de tenir compte de ces constatations, nous allons 
modifier notre modele de base comme suit : 

Q,=D[P(t),P'(t),P"(t)] 

Q„=0[P(t),P'(t),P"(t)] 

Une specification lineaire, par exemple, de ce modele est donnee par 

= a - PP + mP '+ nP " 

= -y + 5P + uP '+ wP " 


oil les parametres a, p, y et 5 sont superieurs a zero. Les parametres m, n, u et w, qui 
n’ont par ailleurs pas ete contraints, emmagasinent I’information sur les anticipations 
des acheteurs et vendeurs. Par exemple, posons m > 0. Alors une hausse de prix 
impliquera une hausse de la quantite demandee. Ceci nous indique que les acheteurs 
anticipent que la hausse de prix va se poursuivre et preferent augmenter leurs achats 
maintenant, quand les prix sont encore relativement has. Par contre, si m < 0, cela 
signifie qu’ils anticipent un renversement rapide dans la tendance du prix et alors les 
acheteurs preferent diminuer leurs achats courants et attendee une baisse de prix qui 
s’effectuera plus tard. Pour sa part, le parametre n conceme le taux de changement de 
la pente du prix dans le temps. II indique s’il y a acceleration ou ralentissement dans 
I’accroissement des prix. Comme on pent le constater, les parametres m et n ajoutent 
un element de speculation aux prix dans notre nouveau modele, ce qui s’avere tout 
a fait realiste en regard des marches financiers. 


Afin de simplifier 1’ etude de la dynamique du comportement de notre nouveau 
modele, nous allons poser les hypotheses suivantes. Posons que u = w = 0 et que le 
marche est a I’equilibre a chaque point dans le temps. On pent done egaliser I’offre 
a la demande et obtenir : 


Qo = Qd 


=> -y + 5P = a - PP + mP '+ nP 


^ P + — P - P 


a + y 
n 


En posant que y = P, Uj = — , Uj 


P + 5 , a + y , . 

et b = , on obtient alors une 

n n 


equation differentielle lineaire du second ordre. 


II est a noter qu’en comparaison avec le modele que nous avons presente 
precedemment qui utilisait un mecanisme d’ajustement de prix (dP / dt = j(Qj - Q„)) 
impliquant que dP/dt = 0 si Q^j = Q^,, ce qui signifie un equilibre intertemporel, ce 
modele suppose un equilibre enfre I’offre el la demande a chaque poinl dans le temps, 
ce qui n’implique pas un equilibre intertemporel. En d’autres termes, ces deux types 
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d’equilibres sont differents. II faut egalement remarquer que ce sont les derivees 
premiere et seconde qui donnent une nature dynamique a ce dernier, alors que 1’ as- 
pect dynamique est insuffle dans le premier modele par le mecanisme d’ajustement 
de prix, qui n’est evidemment pas present dans notre dernier modele. 

Le prix d’equilibre intertemporel, c’est-a-dire I’integrale particuliere Pp (yp), 
est facilement obtenu par (14) : 

p _ b _ q-ty 
P a, p + 5 

Puisqu’il s’agit d’une constante positive, celle-ci represente un equilibre stationnaire. 

Pour ce qui est de la fonction complementaire (P^), il y a trois cas de figures possibles : 
le cas de racines reelles distinctes, le cas de racines reelles doubles et le cas de racines 
complexes. Elaborons cbacun des cas. 


CAS 1 


RACINES REELLES DISTINCTES 


Le cas des racines reelles distinctes, on le rappelle, concerne la situation oil b^ > 4ac, 


, , I m \ t B -I- 5 

c est-a-dire — > -4 ' 


n J V n 

La fonction complementaire pour ce cas est par (13) : 

= A,e^'' -I- 


ou 


=T 


± J — +4 


p + 5 


Done, la solution generate est de : 


P(t) = P^ + P = Aje^'' + A^e'^' + 


a + Y 
p + 5 


(20) 


( 21 ) 


CAS 2 


RACINES REELLES DOUBLES 


Le cas des racines reelles doubles, on le rappelle, se rattacbe a la situation pour 
laquelle b^ = 4ac, c’est-a-dire : 
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Dans ce cas, les racines caracteristiques ne prennent qu’une seule valeur: 


m 

2n 

La solution generale est alors : 


P(t)=A 


+ A, 


te 


a + Y 
^ p + 5 


CAS 3 


RACINES COMPLEXES 


Le cas des racines reelles doubles est relie a la situation oil b < 4ac, c’est-a-dire 

.2 


“ I 

— I <-4 

n 


(3 + 5 


n 


Dans ce troisieme cas, les racines caracteristiques sont une paire de nombres complexes 
conjugues : 

rpCj = h + vi 



Alors la solution de I’equation generale est 

P(t) = ( Aj cos vt + Ag sin vt) + — — (22) 

[3 + 5 


5.3. Analyse dynamique de I'equation (21) 


Ce resultat merite quelques explications. Le cas oil n > 0 implique que -4 


(3 + 5 


sera 


negatif et done plus petit que — . Done, les cas 2 et 3 peuvent etre immediatement 


V n y 

rejetes. De plus, parce que 8 et (3 > 0, 1’expression sous la racine carree de I’equation 
(20) doit necessairement exceder (m / n)^ et done la racine doit etre superieure a |m / n|. 
Le signe + dans (20) produit une racine positive (rj) et une autre negative (rj). En 
consequence, I’equilibre intertemporel est dynamiquement instable, sauf pour le cas 
oil la constante Aj de I’equation (21) est nulle. 
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Advenant que n< 0, alors les trois cas presentes precedemment sont possibles. 
Dans le cas 1, nous pouvons conclure que les deux racines sont negatives en autant 
que m < 0. Les memes conclusions s’appliquent an cas 2, c’est-a-dire que les deux 
racines (repetees) seront negatives si m < 0. II en va de meme pour le cas 3, puisque 
h, la partie reelle des racines complexes de ce cas, prend la meme valeur que les 
racines repetees (r) du cas 2, la negativite de m garantissant que h sera negatif. Done, 
on pent conclure que pour les trois cas, la stabilite dynamique est assuree lorsque les 
parametres m et n sont negatifs. 

Exemple 

Supposons que les fonctions de demande et d’offre d’options sur le marcbe soient 
representees par le modele dynamique suivant : 

Q, = 30-2P-2P'-P" 

Qo=-3+3P 

avec pour conditions initiates P(0) = 12 et P'(0) = 1 et pour parametres a = 30, p = 2, 
\ = 3, 8 = 3, m = -2, n = -1. Le probleme est de trouver P(t) dans I’bypotbese oil les 
marches sont toujours a I’equilibre, c’est-a-dire que I’offre satisfait a la demande et 
vice-versa, cela en tout temps. 

Solution 

Notons que les parametres m et n sont negatifs. Nous avons envisage ce cas et en 
avons conclu que I’equilibre intertemporel est dynamiquement stable. Pour trouver 
la solution de ce modele, nous devons premierement egaliser I’offre a la demande 
(Q^ = Qjj) pour obtenir P equation differentielle suivante : 

-3-i-3P = 30-2P-2P'-P” 

=?> P"-i-2P'-i-5P = 33 

L’equilibre intertemporel est donne par P equation particuliere 

^ _ a-ty _ 33 


La solution complementaire de notre equation differentielle (qui est de la forme: 
y"(t)-l- a,y'(t)-l- Ujy = b) est la solution del’ equation homogene y"(t)-l- a,y'(t)-l- Ujy = 0, 
c’est-a-dire : 

r^ -t- a,r -(- a 2 = 0 
r^ -(- 2r -t 5 = 0 
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On trouve que les racines complexes sont : 


1 


(-a, + Va?-4a,) = U-2 ± = ^(-2 + 4i) = -1 + 2i 


rpr2=-^-ai± 

On trouve alors que h = (m / 2n) = -1 et v = — 
generale est donnee par : ^ 


-4 


P + 5 


2 \ 


= 2 ; la solution 


33 

P(t) = e^‘ (Aj cos2t + Ag sin2t) + — 


Pour trouver les valeurs des constantes Aj et A^, on pose que t = 0 dans la solution 
generale et on obtient : 


33 33 

P(0) = e^“ ( Aj cos 2(0) + Ag sin 2(0)) + y = ^5 + y 


puisque cos(O) = 1 et sin(O) = 0. De plus, en differentiant la solution generale avec 
t = 0, on trouve que : 

P '(0) = -e"“ ( Aj cos 2(0) + A, sin2(0)) + e^“ (-2 Aj sin2(0) + 2 A, cos2(0)) 

= — (Ag + 0) + (0 + 2Ag) = ~Ag + 2Ag 

En utilisant les conditions initiales P(0) = 12 et P'(0) = 1, on trouve que A^ = 27 / 5 
et A^ = 32 I 10. Done, la solution definie est donnee par : 

P(t) = e-'f — cos2t+— sin2tl + — 

1, 5 10 J 5 

On pent interpreter cette equation comme etant celle decrivant un sender 
periodique en raison des termes sin et cos. La periode s’obtient de 2 tt / v = tt puisque 
V = 2. Plus precisement, un cycle complet est effectue cbaque fois que t augmente de 
TT = 3, 14159... Le terme multiplicatif e ‘ fait en sorte que la fluctuation s’estompe. 
Le sender temporel, qui commence au prix initial P(0) = 12, converge vers I’equilibre 
intertemporel Pp = 33 / 5 de fa^on cyclique. 
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ANNEXE 3B3 

NOTES SUR L'ESS SUP'° 


En finance quantitative, la rigueur mathematique est courante et pour s’y retrouver, 
nous avons besoin de quelques definitions et concepts supplementaires a ceux que 
nous avons presentes dans la section precedente. Par exemple, dans le cas des options 
americaines, un concept souvent utilise pour exprimer le maximum est ess sup", 
c’est-a-dire V essential supremum. Dans cette section, nous presentons ce concept et 
quelques definitions relatives ainsi que certains exemples. 


Precisons ici le cadre de notre discussion. Un exemple d’utilisation de la defi- 
nition du concept d’ess sup est donne par le cas du pricing d’un put americain. En 
effet, la valeur d’un put americain est la suivante : 


P, = ess 


®*^PteT(t,T) ' 




(x-s,r|F,] 


Dans cette expression, I’ess sup {essential supremum) se definit comme suit. Supposons 
un espace de mesure (X,[3,p) et posons la fonction f :X— > 9i, une application de 
X, un espace de mesure avec mesure p., dans 1’ ensemble des reels a une dimension. 
U essential supremum (ess sup) de f est le plus petit nombre a g 91 pour lequel f 
excede a seulement sur une mesure zero. Ce concept nous permet done de generaliser 
le maximum d’une fonction, cette generalisation faisant appel au concept de limite*^. 
Eormellement, supposons a g 91, et definissons : 


M, ={x;f(x)>a} 


10. Dans cette section, nous nous inspirons des documents suivants : essential supremum, <PlanetMath. 
org> ; ScienceDaily, <sciencedaily.com/encyclopedia> ; WolframResearch, <mathworld. wolfram. 
com>. 

11. On utilise cette definition, par exemple, dans le livre de R. Cont et R Tankov (2004), Financial 
Modelling with Jump Processes, Chapmam & Hall/CRC, Toronto. Ce concept fait reference au 
concept d’infimum (inf). Par exemple, Glasserman (2003), Monte Carlo Methods in Financial 
Engineering, Springer, New York, utilise le concept de supremum (sup) et d’infimum (inf) pour 
definir I’exercice anticipe (optimal) dans le cadre d’options americaines. 

12. En analyse mathematique, la definition formelle de la limite couramment utilisee est la suivante. 
Une fonction f qui approche la limite 1 pres de a s’ecrit : V E > 0, il y a un 6 > 0 tel que, V x, si 
0 < |x — a| < 5 . alors 0<|f(x) — l|<e - Pour plus de details a ce sujet, on consultera M. Spivak 
(1980), Calculus, 2° edition. Publish or Perish Inc., Wilmington. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


Les options perpetuelles 97 


soil un sous-ensemble de X oil f(x) est plus grand que a. Alors posons 

A„ = {aG91:p(Mj = 0} 

soil I’ensemble des nombres reels pour lequel a une mesure 0. Si Aq = 0, 1’ensemble 
vide, alors I’ess sup est defini comme etant Autrement, I’ess sup de f est 

ess supf ;= inf A^ 

En d’autres termes, quand I’ensemble de reference L est non denombrable, il est 
necessaire de remplacer la notion de supremum d’une famille (x,,l g L) de variables 
aleatoires par celle d' essential supremum. Cette variable aleatoire, notee ess supjXj, 
est une variable aleatoire unique x telle que deux conditions : 

a) X > X, VI G L et 

b) X < y pour toute variable y telle que : y > x VI g L . 

Maintenant, discutons du concept d’infimum puisqu’il est requis pour comprendre 
celui d’ess sup. L’infimum (inf) se definit comme etant la plus grande borne inferieure 
d’un ensemble, par exemple S, defini par une quantite m telle qu’aucun membre de 
cet ensemble n’est plus petit que m. Soit e une quantite positive, si petite soit-elle. 
II y a alors toujours un membre de S qui est plus petit que m + e. En supposant que 
cette quantite existe'"*, I’infimum de S s’ecrit inf S ou inf^^^gX. Plus formellement, inf 
S pour S^un sous-ensemble non vide, de I’ensemble des nombres reels affinement 
etendus 91 = 91 u {±°°} est la plus grande valeur y g 91 telle que V x g S , x > y. De 
fa 9 on parcimonieuse, Spivak (1980) definit I’infimum de S comme etant le nombre 
X respectant les deux conditions suivantes. Un nombre x est la plus grande borne 
inferieure d’un ensemble S si : 1) x est une borne inferieure'^ de S et 2) y une borne 
inferieure de S, alors x > y. En utilisant cette definition, on a que inf S existe toujours, 
et en particulier on a que inf 91 = — OO^ 

Afin de clarifier ce concept, voici quelques exemples numeriques simples. 

Exemple 1 

inf{xG9l|0<x<l} = 0 

puisque y = 0 est en effet plus petit ou egal a x. 


13. L’ ensemble vide est un cas ou un tel nombre n’existe pas. Un autre cas du genre est celui ou f(x) = 
1/x sur (0,1), I’ess sup est alors egalement o°. 

14. Cette definition ne suppose pas necessaire I'existence de celle-ci. En effet, inf 91 n'existe pas. 

15. Un ensemble S de nombres reels est borne inferieurement s’il existe un nombre x tel que x < a, 
V a dans S. Un nombre tel que x est qualifie de borne inferieure. 
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Exemple 2 

inf jx £ ^ 2} “ 

puisque y = =2 est inferieur ou egal a x. 

Exemple 3 

inf|(-l)" + l/n|n = 1, 2, 3,..j = -l 

puisqu’on obtient, par exemple, pour n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, la serie suivante : 0, 1 1/2, 
-2/3, 1 1/4, -4/5, 1 1/6, -6/7. On constate que la limite inferieure de cette serie est de 
-1, soit son infimum. 

La notion de supremum, notee sup, est egalement utilisee en finance. Par 
exemple, Baxter et Rennie (1996) utilisent ce concept dans le cadre du pricing d’une 
option americaine. Plus precisement, ils definissent la valeur d’une option d’achat 
americaine comme etant la valeur maximale de toutes les strategies d’ arret (stopping 
strategies) : 

V„ = supEQ(e-"(S,-X)") 

oil (.)^ designe le maximum et x , la variable aleatoire designant le temps d’arret. 
En effet, I’acbeteur d’une option americaine a le cboix du moment d’arret (exercer 
son option) et ce cboix n’utilise que I’information sur le prix disponible jusqu’a ce 
moment. On utilise le concept de sup pour signifier qu’il faut maximiser sur I’ensemble 
possible des strategies d’arret. 

Spivak (1980) definit le supremum (sup) comme suit. Un nombre x est la plus 
petite borne superieure de S si : 1) x est une borne superieure*® de S et 2) y une borne 
superieure de S, alors x < y . 


16. Une borne superieure se definit comme suit. Soit S un ensemble de nombres reels. S est borne supe- 
rieurement s’il existe un nombre x tel que : x > a pour tout a dans S. Un tel nombre x est qualifie 
de borne superieure. L’ ensemble des nombres reel 9t ou des nombres naturels N sont des exemples 
d’ensembles non bornes superieurement. Un exemple d’ensemble borne superieurement est donne 
par : S = {x : 0 < X < 1 j. La borne superieure dans ce cas est tout nombre superieur ou egal a 1 , 
p. ex., 138, 2, 1,5 ou 1. 1 est egalement le sup de cet ensemble. 
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ANNEXE 3B4 

QUELQUES NOTES 
SUR LES INTEGRALES EN FINANCE'^ 


Notes de lecture sur le manuel de : N. Piskounov (1976), Calcul dijferentiel et integral, 
tome 1, 7® edition, Moscou, Editions MIR'®. 


1. L'integrale indefiimie 

Soit une fonction : F(x) et sa derivee : f(x) = F'(x) 

On pent envisager le probleme inverse. Etant donne une fonction f(x), on veut 
trouver une fonction F(x) telle que sa derivee soit egale a f(x) : 

F'(x) = f(x) 


1.1. Definition de la primitive 

F(x) est une primitive de la fonction f(x) sur le segment (a,b) si en tout point de ce 
segment : F'(x) = f(x). 

Si la fonction f(x) admet une primitive, celle-ci n’est pas unique. D’oii le 
tbeoreme suivant: 

Theoreme 

Si Fj(x) et FjCx) sont deux primitives de la fonction f(x) sur le segment (a,b), leur 
difference est une constante. 


17. Pour rediger cette section, nous nous sommes inspires de livres suivants : A.C. Chiang (1984), 
Fundamental Methods of Mathematical Economics, 3' ed., McGraw-Hill, New York ; T. Copeland et 
F. Weston (1988), Financial Theory and Coporate Policy, 3‘ ed., Addison Wesley, New York, F. Quit- 
tard-Pinon (2002), Mathematiques financieres, Editions EMS, management et societe, Paris. 

18. Dans cette annexe, nous fournissons en effet nos notes de leeture sur les ehapitres 10 et 1 1 du tome 1 
du Traite de Piskounov. Notre selection est adaptee a la finance. 
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Si nous connaissons une primitive quelconque F(x) de f(x), toute autre primitive 
de cette fonction sera de la forme : F(x) + C, oil C est une constante. 


1.2. Definition de I'integrale indefinie 

On appelle integrate indefinie de la fonction f(x), que I’on note | f(x)dx , toute expres- 
sion de la forme : F(x) + C, on F(x) est la primitive de f(x). Par definition : 

jf(x)dx = F(x)-i-C 

F'(x) = f(x) 

f(x) est appelee fonction sous le signe somme ou fonction a integrer; f(x)dx est F ex- 
pression sous le signe somme et le signe J est le signe d’ integration ou le signe 
somme. 

Toute fonction f(x) ne possede pas une primitive, done une integrate indefinie. 
Mais toute fonction f(x) continue sur le segment (a,b) possede une primitive. 


La derivee d’une integrale indefinie est egale a la fonction a integrer: si 
F' (x) = f(x), alors : 

(Jf(x)dx)' = {F(x) + C)'=f(x) 

La differentielle d’une integrale indefinie est egale a Texpression sous le 
signe somme : 

d(jf(x)dx)= f(x)dx 


1.3. L'integrale indefinie de la differentielle d'une fonction 

L’integrale indefinie de la differentielle d’une certaine fonction est egale a la somme 
de cette fonction et d’une constante arbitraire : 

jdF(x) = F(x)-i-C 


Theoreme 

L’integrale indefinie de la somme algebrique de deux ou plusieurs fonctions est egale 
a la somme algebrique de leurs integrates : 

|[fj(x)-l- fjlx)] dx = J fj(x)dx -l-J fj(x)dx 
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Theoreme 

On pent sortir un facteur constant de sous le signe somme : 

I af(x)dx = a| f(x)dx 


1.4. 


Quelques regies 


- Si jf(x)dx = F(x)+ C , alors 

- Si jf(x)dx = F(x)+ C , alors 

- Si jf(x)dx = F(x)+ C , alors 


f f(ax)dx = — F(ax) + C 
a 

jf(x + b)dx = F(x + b) + C 
|f(ax + b)dx = — F(ax + b) + C 


Integration par changement de variable 
On veut calculer | f(x)dx . 

On effectue dans cette integrale le changement de variable suivant : 

x = (p(t) 


Alors : 


dx = (p'(t)dt 


L’egalite suivante est alors satisfaite: 

jf(x)dx= jf[(p(t)]tp'(t)dt 

La fonction x = (p(t) doit etre choisie de maniere que Ton puisse calculer I’integrale 
indefinie figurant a droite de cette equation. 

II est parfois preferable de choisir le changement de variable sous la forme 
t = \|/(x). 


Exemple 

^ , , r¥'(x)dx 

On veut calculer — — . 

•' ¥(x) 

On effectue le changement de variable suivant : ¥(^) = ^ • 
Alors: \)/'(x)dx=dt 

j = j — = log |t| + C = log |\|/(x)| + C 
•' ¥(xj t 
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Exemple 

On vent calculer : f 

J 1 + x" 

Changement de variable : 


t = 1 + 


dt = 2xdx 


r xdx 

J 1 + x" 


2-f ^ " 2 " 2 ^ 


La methode d’integration par changement de variable est I’une des plus 
importantes du calcul des integrales indefinies. Le succes de I’integration depend 
frequemment de notre capacite de choisir le changement de variable approprie qui 
simplifiera les calculs. L’ etude des methodes d’integration se ramene a la determination 
du changement de variable a effectuer pour integrer une fonction donnee. 


Integration par parties 

Soient u et v deux functions derivables de x. La differentielle du produit uv est : 

d(uv) = udv + vdu 

En integrant cette expression : 

uv = I udv+ I vdu 

ou encore : 

I udv = uv - I vdu 

C’est la formule de I’integration par parties. 

On utilise cette formule pour integrer des expressions pouvant etre mises sous 
la forme d’un produit de deux facteurs, u et dv, quand le calcul de f vdu est plus facile 
que J udv . L’habilete requise pour effectuer un choix judicieux de u et dv necessite 
une certaine experience que Ton acquiert par la resolution d’exercices. 

Exemple 

On veut calculer: | x^e^dx . 

Soil u = x^ et dv = e’‘dx. Alors du = 2xdx et v = e*". On a : 

I x^e’‘dx = x^e’‘ - 2j xe’‘dx 
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On applique de nouveau a cette derniere integrale la methode d’integration par 
parties : 


On a : 


Uj = x; duj = dx; dVj = eMx, V[ = e’' 
J xe’‘dx = xe* - | e’‘dx = xe”* - e”* + C 


On a en definitive : 

I x^e^'dx = - 2(xe’‘ -e’‘) + C = (x^-2x + 2)e’‘+C 


1.5. Regies d'integration 

a) Integration de x" 

f x"dx = — — x"^' + c 
J n + 1 


Exemple 


b) Integration de 


fx‘°dx = — 

J 10 + 1 

f'(x) 


10+1 , 1 11 , 

X + c = — X + c 
11 


[ — dx = In X + c on plus generalement f dx = In f(x) + c pour f(x) > 0. 
X •' f(x) 


f(x) 


•f'(x) 


Exemple 


r3x^ , 3 ^ 

— ^dx = lnx +( 

J Y 


c) Integration de f 

|e’‘dx = e’'+c on, plus generalement, |f '(x)e^*’‘^dx = 


+ c. 
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Exemple 

1 2xe’‘ dx = e’' + c 

d) Integration de kf(x) 

j kf(x)dx = k j f(x)dx on k est une constante. 

Exemple 

j 3x^dx = 3 j x^'dx 

e) Integration de f(x) 

j [f(x) + g(x)]dx = j f(x)dx + j g(x)dx 


Exemple 


j[3x" + 4x"]dx= J3x"dx+ |4x^dx 

f) Integration de a’‘ 

[ a^dx = a* + c 

Exemple 

f2Mx = — 2’‘ + c 

J ln2 

g) Methode de substitution (contrepartie de la regie de chaine) : 

jf(u)^dx = jf(u)du 


Exemples 1 


r 3x^ + 2x , 
^dx 


3 2 

X +x 


Posons u = x^ + x^ ; alors du = (3x^ + 2x)dx. Done 


1 


3x"+2x 

3 2 

X + X 


fidu 

^ 11 


dx = — du = Inu + c = ln(x + x ) + c 
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Exemples 2 




/x" + l dx 

Posons u = + 1 ; alors du = 3x^dx ou dx = du / 3x^. 


[ x^ Vx^ + 1 dx = fx^Vu — f — ^Ai du 
•’ 3x^ 3 

1 r . 11 




3 3/2 


3/2 , 

-U + C 


Z, 3 x3/2 

= — X +1) + C 

g\ / 


2. Integrales definies et exemples financiers 

L’integrale definie d’une fonction peut se representer comme la surface sous cette 
courbe. En effet, il suffit d’examiner la definition suivante pour realiser ce fait. 


n 

j f(x)dx = lim ^ f(x^)Ax, = A 


Cette integrate est appelee integrate de Riemann ou somme de Riemann. 
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Theoreme 

Posons F(x) comme etant I’integrale indefinie de f(x), alors 

b 

jf(x)dx = F(b)-F(a) 

a 

Ce theoreme nous montre comment une integrale definie peut etre evaluee par deux 
integrales indefinies. En effet, on n’a qu’a evaluer Fintegrale indefinie de I’integrand 
et substituer les homes superieure et inferieure, ensuite effectuer la difference. On 
appelle cette relation entre, d’une part, Fintegrale et, d’autre part, F(a) et F(b), la 
formule de Newton-Leibniz. 

Exemple 

4 

f eMx = eH" = e" - e° = 54,60 - 1 = 53,60 
J lo 

0 


2.1. Proprietes de Fintegrale definie 

a 

1. jf(x)dx = 0 

a 

b a 

2. |f(x)dx = -|f(x)dx 

a b 

bed 

3. Si a < c < b, alors j f(x)dx = j f(x)dx + j f(x)dx 

a a c 

b b 

4. |cf(x)dx = c|f(x)dx 

a a 

b b b 

5. j [f(x) + g(x)]dx = j f(x)dx + j g(x)dx 

a a a 

Exemples financiers 

Supposons qu’un flux de revenus de 12 000 $/an vous soil offer! continuellement pour 
les dix prochaines annees. Quelle est sa valeur presente si le taux d’actualisation est 
de4%? 

T 

La formule generale pour resoudre ce probleme est donnee par : PV = | CFe “dt 

oil CF est le cash-flow par unite de temps, T, le temps oil les cash-flows se terminent 
et r, le taux d’interet. On peut done ecrire notre probleme comme suit: 

10 

VP= jl2 OOOe °“‘‘'dt 
0 
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En utilisant la regie de substitution, on a: u = -0,04t; du/dt = -0,04 ou bien 
dt = -du/0,04. En substituant ces valeurs dans VP, on obtient : 


10 

12 000je^“-“^'dt = 
0 


12 

12 000je“ 

0 


du 

X 

0,04 


= 12 000x-- 


= 12 000 X 


0,04 


0,04 


1 

— feMu 

04 j 


(e“ + c) 


12 000 X [ 3— 1 = 98 904 

I 0,04 J 


2.2. Integrales impropres 

Quelquefois, les bornes d’ integration sont de I’ordre de ou de . Une telle 
integrale est qualifiee d’impropre. 

Quelques relations : 

~ b 

jf(x)dx = lim jf(x)dx 

a a 

a b 

j f(x)dx = limjf(x)dx 

-oo a 

CO b 

j f(x)dx = lim j f(x)dx 

b^~ a 


Exemple financier 1 : Le delta d’une option ( ou les grecs) 

Ee calcul du delta d’une option (ou de tout autre grec) requiert 1’ evaluation d’une 
integrale impropre du type : 

d, 

N(d,)= jf(z)dz 

ou z est une variable aleatoire distribuee normalement. 
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Exemple financier 2 

Supposons que le flux de revenus de Texemple precedent soil perpetuel. La VP peut 
done se reecrire comme suit : 

b 

VP = jl2 000e^“'“dt = lim j 12 000e"“°^'dt 
0 ~0 

= lim 12 000 f 

I 0,04 

= 12 000x(-25)[0-l] 

puisque e ^ 0 lorsque b — > °o . La VP est done de 300 000$. 


2.3. Integrales multiples 

L’integrale double d’une fonction f(x,y) a deux variables, x et y, s’ecrit: 

b d 

jjf(x,y)dydx 

a c 

On evalue cette fonction en integrant, premierement, par rapport a y, en maintenant 
X fixe e’est-a-dire, 

d 

jf(x,y)dy 


Ensuite, on integre la fonction resultante par rapport a x. 

Prenons un exemple numerique. Soita = 0;b = 2;c = 0etd = 3et posons 
f(x,y) = x^y^, on obtient : 


2 


JJxVdydx = J xqy*/3)[ 

0 0 0 ^ 

= Jx’[(3>/3)-(0’/3)]dx 


dx 


0 

/' 4 

— x9 
v4 


= 9 


4 4 


Lorsque f(x,y) est continue, I’ordre d’ integration peut etre inverse : 




2 ^ 3 ^ 


Jjxydxdy = j-dy = --=36 
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3. Precisions supplementaires sur l'integrale definie 

Suite des notes de lecture sur le manuel de N. Piskounov (1976), Calcul differentiel 
et integral, tome 1, 7*= edition, Moscou, Editions MIR'® 


3.1. Theoreme de la continuite 

Si la fonction f(x) est continue sur le segment (a,b), elle est integrable sur ce 
segment. 

L’integrale definie depend seulement de la fonction y = f(x) et des bornes 
d’ integration, mais non de la variable d’ integration, qu’on pent designer par n’importe 
quelle lettre : 

b b b 

|f(x)dx = |f(t)dt=...= |f(z)dz 

a a a 

On a : 

b a 

jf(x)dx = -jf(x)dx 

a b 

Si a = b, on pose par definition, pour toute fonction f(x) : 

a 

jf(x)dx = 0 

a 

Le calcul des integrales definies en tant que limites de sommes integrales fait I’objet 
de difficultes considerables. II est done naturel de cbercber une methode pratique du 
calcul des integrales definies. Cette methode, due a Newton et a Leibniz, utilise le 
lien entre 1’ integration et la derivation. 

Propriete 

On pent sortir un facteur constant de sous le signe somme : 

b b 

|Af(x)dx = Ajf(x)dx 


19. Dans cette annexe, nous fournissons en effet nos notes de lecture sur les chapitres 10 et 1 1 du tome 1 
du Traite de Piskounov. Notre selection est adaptee a la finance. 
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L’integrale definie de la somme algebrique de plusieurs fonctions est egale a la somme 
algebrique des integrales des fonctions. 


b 


b 


|[f( (x)+ fj (x)] dx = I f|(x) dx+ Jfj (x) dx 


3.2. Theoreme de la moyenne 

La fonction f(x) etant continue sur le segment (a,b), il existe sur ce segment un point 
^ tel que Ton a: 

b 

jf(x)dx = (b-a)f(^) 

a 

Propriete 

Soit a, b et c, trois nombres arbitraires. On a : 

b C b 

j f (x) dx = j f (x) dx + j f (x) dx 

a a c 

pourvu que ces trois integrales existent. 


3.3. Formule de Newton-Leibniz 

Soit X la borne superieure et t, la variable d’ integration. On a: 

jf(t)dt 

a 

a etant une constante, cede integrate est fonction de sa borne superieure x. Soit 0(x) 
cette fonction : 

X 

0(x)= jf(t)dt 

a 

La derivee de F(x) par rapport a x, c’est-a-dire la derivee de I’integrale par rapport 
a sa borne superieure, est la suivante : 

0'(x)=f(x) 
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La derivee d’une integrale definie par rapport a sa borne superieure est egale a la 
fonction sous le signe somme dans laquelle la variable d’ integration a ete remplacee 
par la valeur de la borne superieure. 



Interpretation geometrique de la derivee d^une integrale (figure) 

L’accroissement AO = f(^) Ax est egal a I’aire (integrale) du trapeze curviligne de 
base Ax et la derivee 0'(x) = f(x) est egale a la longueur du segment xX. 

Toute fonction continue admet une primitive. 

Theoreme 

F(x) etant une primitive de la fonction continue f(x), on a : 

b 

|f(x) dx = F(b)- F(a) 

a 

Cette formule est appelee la formule de Newton-Leibniz^®. On pent introduire la 
notation : 

b 

Jf(x)dx = F(x)|: 

a 

La formule de Newton-Leibniz fournit un moyen de calcul pratique quand on connait 
une primitive de la fonction a integrer. 


20. Selon Piskounov, cette appellation est conventionnelle, car ni Newton ni Leibniz n’ont donne expli- 
citement cette formule. Mais il est important de souligner que ce sont precisement Leibniz et Newton 
qui, les premiers, ont etabli le lien entre I’integration et la derivation ayant permis d’enoncer une 
regie de calcul des integrales definies. 
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3.4. Changement de variable dans une integrate definie 

Soil: 

b 

Jf(x)dx 

a 

Introduisons la nouvelle variable t par la formule : 

X = cp(t) 

Si: 

1. cp(a) = a; j(p) =b 

2. cp(t) et <p'(t) sont continues sur le segment (a, (3) 

3. f(<p(t)) est continue sur le segment (a,(3) 

alors : 

b p 

jf(x)dx= Jf[(p(t)](p'(t)dt 

a a 

Par exemple, si on vent calculer I’integrale : 

J Vr^ - xMx 
0 

par le cbangement de variable : x = r sin(t) ; dx = r cos(t)dt 

On determine les nouvelles bornes : x = 0 pour t = 0 et x = r pour t = irU 
On a, suite an cbangement de variable : 

7C 

I x/r^ - x^ dx = I x/r^ - r^ sin^ tr cos t dt 

0 0 

que Ton pent des lors solutionner plus facilement. 

3.5. Integrate impropre 

Lorsque la limite suivante : 

b 

lim f f(x) dx 

b^+co J 
a 
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existe, cette limite etant appelee integrale impropre de la fonction f(x) sur I’intervalle 
(a, + °o ), on la represente par : 

+CO 

j f(x)dx 

a 

Si la limite existe, on dit que I’integrale converge. Sinon, elle diverge. 


3.6. Integrales dependant d'un parametre: formula de Leibniz 


Soit I’integrale d’une f(x) dependant du parametre a : 

b 

l(a) = jf(x,a) dx 

a 

Si le parametre varie, la valeur de I’integrale variera aussi. La derivee de cette inte- 
grate par rapport a a est la suivante : 

b 

!'(«) = a) dx 

a 

C’est la formule de Leibniz. 


On suppose main tenant que les bornes d’ integration a et b sont egalement 
fonction du parametre a. 


b(a) 

l(a) = <l>[a,a(a),b(a)] = j f(x,a)dx 

a(a) 


On obtient la derivee suivante : 


b(a) 


!’(«)= j f;(x,a)dx-tf[b(a),a]^ 


a(a) 


da 


f[a(a),a] 


da 

da 
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CHAPITRE 


4 

LE MODELE DE BLACK ET SCHOLES 

ET SES APPLICATIONS 


Le modele de Black et Scholes a veritablement revolutionne la finance moderne. 
Publie en 1973, 11 correspond an lancement des options sur les bourses americaines. 
Le marche des options devait connaitre par la suite un essor tres considerable. 

Contrairement a Black et Scholes, les auteurs anterieurs n’avaient pu trouver 
une solution analytique au prix d’un call europeen qui soit operationnelle. Avant 1973, 
les chercheurs s’interessaient surtout a la valorisation des warrants, les autres formes 
d’options n’etant pas negociees sur des marches boursiers organises et faisant done 
I’objet de contrats de gre a gre. Les warrants sont des options d’achat a long terme 
qui se traduisent par une emission d’ actions lors de leur exercice. Or, les options 
d’achat classiques ne donnent pas lieu a une emission d’ actions, mais seulement a 
un simple transfer! entre les parties de la transaction. Les warrants se traduisent done 
par un effet de dilution du capital des actionnaires existants, ce qui n’est pas le cas 
pour les options classiques. Comme davantage d’actions sont emises lors de I’exer- 
cice des warrants, il y a en effet lieu de craindre un effet de dilution, e’est-a-dire une 
diminution du prix de Paction sous-jacente. 

Or, les chercheurs n’avaient pas jusque-la su trouver une solution analytique 
operationnelle au prix du warrant. Cette solution integrait toujours le prix du risque 
et, ipso facto, le degre d’aversion au risque des investisseurs. Ces deux variables 
etant tres difficiles a estimer, force etait de trouver une solution analytique qui en 
fasse abstraction. Black et Scholes ont su eliminer le prix du risque du calcul du prix 
d’un call europeen en exploitant la correlation entre le prix de I’option et celui de 
son sous-jacent. En combinant I’option avec son sous-jacent, ils ont ainsi pu former 
un portefeuille exempt de risque. Le prix du risque etait alors nul. Ils ont pu de la 
sorte trouver une solution exacte au prix d’un call europeen ecrit sur une action ne 
versant pas de dividende. 
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A I’interieur de ce chapitre, nous fournirons dans un premier temps une preuve 
de I’equation de Black et Scholes. En effet, il existe plusieurs fagons de prouver 
I’equation de Black et Scholes. On pent en effet solutionner directement I’equation 
differentielle de Black et Scholes en recourant a 1’ equation de la chaleur, dont la 
solution est connue depuis longtemps. Black et Scholes ont d’ailleurs procede de 
la sorte pour calculer I’equation du prix d’une option d’achat europeenne ecrite sur 
une action ne versant pas de dividende. On pent par ailleurs invoquer le theoreme 
de representation de Feynman-Kac pour etahlir le prix de ladite option. En effet, en 
vertu de ce theoreme, 1’ equation differentielle de Black et Scholes a comme pendant 
une esperance dans I’univers neutre au risque. En fait, le prix de I’option d’achat est 
la valeur actualisee de I’esperance du final de I’option, definie dans I’univers 

neutre au risque. C’est de cede fagon que nous ferons la preuve de I’equation de 
Black et Scholes, cede solution etant heaucoup plus simple que celle de I’equation 
differentielle de Black et Scholes. 

Puis nous deriverons les «grecques » des options, c’est-a-dire les sensihilites du 
prix de I’option a ses divers parametres. Comme nous serons a meme de le constater, 
ceux-ci sont des ingredients essentiels a la couverture delta-neutre et a la couverture 
delta-gamma. Puis nous examinerons I’impact d’un dividende fixe et d’un dividende 
proportionnel sur la formule de Black et Scholes. Nous pourrons alors introduire 
r equation de Black et Scholes generalisee, qui permet de valoriser un grand nomhre 
de produits derives. Font partie de ceux-la les options sur contrats a terme et les 
options sur devises. 


1. Un aperqu de l'equation de Black et Scholes 

Comme nous I’avons mentionne dans 1’ introduction de ce chapitre. Black et Scholes 
(1973) furent les premiers a deriver une solution analytique pour le prix d’un call 
europeen qui fasse ahstraction du prix du risque. Eeur solution se veut exacte, car elle 
repose sur le principe de 1’ absence d’ arbitrage. Cette solution, que nous prouverons 
dans la section suivante, s’ecrit: 

C = SoN(d|)-Xe"’'^N(d2) 

oil C est le prix d’un call ecrit sur une action ne versant pas de dividende, Sq, le prix 
actuel de Paction, X, le prix d’exercice de I’option, rp le taux sans risque et T, la 
duree de I’option. N(d) est la probabilite cumulative d’une variable normale unitaire, 
soil: 

N(d) = | f(z)dz 
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oil 


d, 


ln(|] + r,T 


aVr 


+ -aVf 
2 


dj = dj - aVr 


CT designant I’ecart -type du rendement de I’action. C’est a la preuve de cette equation 
que nous nous attaquons maintenant. 


2. Preuve de l'equation de Black et Scholes 

Supposons qu’un investisseur vende un contrat a terme de gre a gre' (forward contract) 
ecrit sur une action dont le flux monetaire final est de une variable aleatoire. S 
designe le prix de Taction et T, Techeance du contrat. A Techeance, le prix de ce 
contrat est de E(S.p), oil E(.) est Toperateur d’esperance. Ee vendeur du contrat s’en- 
gage a vendre Taction au prix predetermine X. Ea valeur non actualisee (V) de ce 
contrat est : 


V = E(St)-X (1) 

Ea valeur V de ce contrat est nulle au depart. En effet, ce contrat constitue une 
obligation pour le vendeur de livrer Taction et, pour Tacbeteur, de prendre livraison 
de Taction. II n’y a aucune autre possibilite pour les deux parties. E’acbeteur n’a pas 
T option d’exercer ou non le contrat. II doit obligatoirement Texercer a Techeance au 
prix X. II en paie done le juste prix sans Tadditionner d’une prime. 

Comment se determine E(S.p), le prix du contrat a terme ? Puisque est une 
variable aleatoire, on pourrait penser que Ton doit recourir au calcul probabiliste 
pour determiner cette esperance, en Toccurrence au tbeoreme central limite. II n’en 
est rien. En fait, pour calculer cette esperance, nous pouvons nous camper dans un 
univers deterministe, soit T uni vers neutre au risque. En effet, le vendeur du contrat 
a terme a le loisir d’acbeter aujourd’bui le sous-jacent dudit contrat, soit Taction, 
au prix Sq. Pour flnancer cet aebat, il emprunte au taux sans risque r^ taux compose 
de fa 9 on continue. A Techeance du contrat, il pourra livrer Taction qu’il detient et 
rembourser le montant de son emprunt, soit Ee prix a terme du contrat est 

done Sge'*’^. C’est ce que devra payer Tacbeteur du contrat a terme a son echeance. 
C’est le prix qu’impose Tarbitrage sur les marches financiers. Tout autre prix donne 
lieu a une situation d’ arbitrage^. 


1. Qui doit etre distingue du contrat a terme boursier (futures contract). 

2. Nous recourons done a Tarbitrage pour valorise!' Toption en supposant comme donnes le prix du 
sous-jacent (S„) et, comme nous le verrons plus loin, le prix d’une obligation a coupon zero (Bg). 
C’est done le couplet (B„,S„) qui sert de point de depart a nos calculs. Une autre fa9on de valorise!' 
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Le prix que nous venous de determiner s’obtient en recourant a la mesure de 
probabilite risque neutre, c’est-a-dire : 

E«(S,) = e^'^So (2) 

oil E‘3(.) est Foperateur d’esperance dans un univers neutre an risque. Dans cet univers, 
la valeur presente de S.j. est une martingale. Cboisissons un bon comme numeraire de 
maniere a normaliser le prix de Taction. Nous avons : 

E'^(e-^'X)=So (3) 

Ea valeur presente de est done bien une martingale^. A remarquer que E‘2(.) est une 
esperance conditionnelle, meme si nous avons simplifie la notation. Cette esperance 
est conditionnelle a Tinformation disponible au temps 0, ici Sq. Or, comme nous le 
verrons ulterieurement, martingale et absence d’ arbitrage sont des concepts qui vont 
de pair. 

En substituant Tequation (2) dans Tequation (1), cette derniere etant actualisee 
au taux r^, on a : 

= Sg - (4) 

Comparons cette equation a celle du call europeen derivee par Black et 

Scboles : 

c = SgN(d,)-e-^'^XN(d2) (5) 

En comparant les equations (4) et (5), on voit qu’elles sont identiques si N(dj) = N(d,) 
= 1 . Par consequent, un contrat a terme est une forme particuliere de call. Pour un tel 
call, la probabilite d’exercice est en effet de 1 en ce sens que Tacbeteur a T obligation, 
et non Toption, d’acbeter le sous-jacent du contraT. II ne peut done speculer sur sa 
valeur, qui est etablie a Tavance. 

Pour etablir la preuve de Tequation de Black et Scboles, nous devons nous 
familiariser avec la distribution lognormale, puisque Ton suppose que le prix de 
Taction designe par S obtempere a une telle distribution dans le modele de Black et 
Scboles. Pour approeber cette distribution, nous avons, dans un premier temps, tire 
10 000 nombres aleatoires de moyenne 5 et d’ecart-type 2 dont la distribution est 


I’option serait de recourir a la technique de I’equilibre general. On ne pourrait plus alors considerer 
les prix de Taction et de Tobligation comme donnes. Ils seraient determines concomitamment avec 
le prix de Toption. 

3. Dans Tunivers des probabilites reelles (P), une martingale se definit comme ceci: E(Sj|S(,) = S„. 
C’est-a-dire que la meilleure prevision de Sj, conditionnellement a Tinformation disponible au temps 
0, est S(j, soit Tobservation actuelle sur le prix de Taction. 

4. A noter que N(d 2 ) represente la probabilite d’exercice du call. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, bout Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


Le modele de Black et Scholes et ses applications 119 


lognormale en utilisant I’interface PopTools d' Excel. Nous avons ensuite construit 
le graphique de la fonction de densite de cette distribution a I’aide de la fonction 
Frequency d" Excel, graphique qui apparait a la figure 4.1. 

Figure 4.1 Distribution lognormale d’une variable X 
d’esperance 5 et d’ecart-type 2 



On voit que la distribution lognormale se situe exclusivement dans I’intervalle des 
reels positifs. File presente egalement une forte asymetrie positive. 

Dans un second temps, nous avons calcule le logarithme des nombres alea- 
toires generes a la premiere passe et nous avons une fois de plus trace la distribution 
correspondante, qui apparait a la figure 4.2. 

Figure 4.2 Distribution de ln(X), X etant une variable lognormale 
d’esperance 5 et d’ecart-type 2 
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On se rend compte que la distribution de ln(X) est normale. D’oii un premier 
resultat : si la distribution de la variable aleatoire X est lognormale, la distribution du 
logaritbme de X est normale. La relation matbematique entre les distributions lognor- 
male et normale s’etablit comme suit. La distribution de la variable lognormale 
z s’ecrit: 

li (lnz-nf i 

= ■■ * 
zsv27t 

oil Inz designe le logaritbme neperien de z et p, et s sont les deux premiers moments 
de la distribution normale de Inz. Pour passer a cette derniere distribution, il suffit 
d’effectuer la transformation jacobienne^ suivante : 


D, = D 

Inz z 


dz ^ 1 ^ 1 ^ 

= D, — = D — = zD 

dlnz dlogz 1 


ce qui implique : 



if (lnz-|jf 

If 


dz z 

de telle sorte que Inz ~ N(p,s^). La 


difference entre les distributions normale et lognormale en est tout simplement une 
d’ecbelle, mais il faut remarquer que le passage de la distribution normale a lognor- 
male se traduit par 1’ apparition d’une asymetrie positive®. 


Si nous calculons les deux premiers moments de la distribution de ln(X) a 
partir de Lechantillon des 10 000 variables aleatoires, nous trouvons que la moyenne, 
designee par p, est egale a 1,534 8 et que I’ecart-type, designe par s, est de 0,380 8. 
On rappelle que les deux premiers moments de la distribution de la variable lognor- 
male X etaient respectivement de 5 et de 2. 


5. Pour la transformation jacobienne, voir: F.-E. Racicot et R. Theoret (2001), Traite d’econometrie 
financiere. Presses de FUniversite du Quebec, Quebec, chapitre 1. 

1 

6. Notons que si z ~ N(p.,s0, alors : f (z) = — ou f^(z) est la fonction de densite 

sv2ti ^ 

marginale de z. Sa fonction de probabilite cumulative est: J f (u)du = F^(z). Transformons 

la fonction de densite de z de telle sorte qu’elle suive une loi normale d’esperance 0 et de variance 

z - p 

unitaire. Soit y cette nouvelle variable. La transformation requise est la suivante : y = . 

s 

dz 

La transformation jacobienne des deux functions de densite est la suivante: f (y) = f (z) — . 

’ ^ dy 

dz 1 _i ! 

Comme z = sy + p=> — = s. On a done :f (y) = — ^ , ce qui est la fonction de densite 
dy " ylln 

d’une normale d’esperance 0 et de variance 1. La probabilite cumulative de y, designee par N(y), 

y 

est: Jf^(u)du. 
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On pent etablir le lien entre les moments de la distribution lognormale de 
la variable X et ceux de la distribution normale de la variable ln(X) en recourant a 
la fonction generatrice des moments de la distribution lognormale. Cette fonction 

A|I+ 

s’ecrit comme suit: 9 (A) = e ^ , oil pt et s sont les deux premiers moments de la 
distribution normale correspondante. Cette fonction regurgite les moments non centres 
de la distribution lognormale a partir de ceux de la distribution normale. Si A. = 1, 
on obtient I’esperance de la variable X qui suit une distribution lognormale. Elle 

est done egale a: E(X) = e Dans I’exemple precedent, p. =1,534 8 et s = 0,380 8 . 

On a done : E(X) = e ^ = 4,99 s 5. On rappelle que I’esperance qui nous a 

servi a generer la figure 4.1 est de 5. E’erreur minime que nous faisons en utilisant la 
fonction generatrice de moments en est strictement une d’ecbantillonnage. 


Pour etablir la variance non centree de la distribution lognormale a partir des 
moments de la distribution normale, nous fixons p, a 2 dans la fonction generatrice 
des moments de la lognormale. Nous obtenons: E(X) = . Pour calculer la 

variance de X, nous nous servons du resultat: VAR(X) = E(X^)- [E(X)] , E(X) 

ayant deja ete calcule. Nous obtenons : VAR(X) = _ ^^n+s _ 


E’ecart-type de X est done de: s = e ^ - ll ElXlj^e" • En utilisant 

la moyenne et I’ecart-type calcules a partir de la distribution de ln(X), on obtient: 


^(0,380Sf 


1,97 s 2 . On rappelle que I’ecart-type qui nous a servi a 
distribution de X (figure 4.1) est de 2. E’erreur que nous commettons ici en 


-1 


s = 4,99 
etablir la' 

est, encore une fois, strictement une d’ecbantillonnage. 


Notons que si la densite lognormale de la variable X est la fonction f(x), alors 
I’esperance E(X) de cette distribution se calcule matbematiquement comme suit: 
E(X) = I xf(x)dx , les bornes de I’integrale correspondant a I’intervalle de fluctuation 
de la lognormale. En representant par u le logarithme de x, on pent aussi calculer cette 
esperance de la fagon suivante : E(X) = J e“g(u)du , oil g(u) est la densite normale 
et les bornes de I’integrale correspondent a I’intervalle de fluctuation de la normale. 
C’est en recourant a cette transformation que nous calculerons les integrales conte- 
nant des variables lognormales dans la preuve qui suit, la distribution normale etant 
plus malleable que la lognormale. Notons egalement que si X suit une distribution 
lognormale et que les deux premiers moments de la distribution de ln(X) sont de p. 

et s, alors la variable centree reduite ^ ~ N(0,1). Nous ferons egalement appel 

a ce resultat dans la preuve qui suit^. ® 


7. Le manuel de De la Granville renferme deux excellents chapitres sur les proprietes de la loi lognor- 
male et sur ses rapports avec le mouvement brownien geometrique, soil les chapitres 13 et 16. Voir 
O. De la Granville, (2001), Bond Pricing and Portfolio Analysis, The MIT Press, Cambridge. 
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Nous supposons done que S obeit a une distribution lognormale et que I’es- 
perance et I’ecart-type de ln(S) sont representes respectivement par p, et s, comme 
dans le cas precedent. Nous avons alors pour un call europeen* : 


E(S-X)+ =E(S)N(dj)-XN(d2) 


( 6 ) 


In 


^ r? 


Els) 

V X y 


oil (S - X)"^ est le flux monetaire final (payojf) du call, avec d, = 


+ - 


In 


d,= 


E(S) 

X 


s 

2 


= dj-s et E(.) est I’operateur d’esperance. Nous voulons 


prouver cette formule. 


Deflnissons f(S) comme etant la fonction de densite de S. Par definition, I’es- 
perance de (S - X)"^ est donnee par : 

E(S - X)"" = f“(S - X) f(S)dS (7) 

V X 

oil X est la borne infer! eure de I’integrale puisque 1’ option europeenne sera exercee a 
I’echeance si et seulement si (S > X), e’est-a-dire que | (S - X) f(S)dS < 0 . C’est la 
le risque asymetrique que comporte un call. Son detenteur n’est pas force d’exercer, 
comme c’est le cas dans le contrat a terme anterieur. II exercera son option a I’echeance 
si et seulement si (S > X). L’ option ne saurait done rapporter des flux monetaires 
negatifs comme dans le cas d’un contrat a terme. C’est pourquoi la distribution de (S 
- X)"^ est tronquee et comporte X comme borne inferieure. Avant cette borne, (S < X) 
et le detenteur de I’option n’exerce pas. 


Du fait des proprietes de la loi lognormale examinees anterieurement, nous savons 
que: 


E(S) 




( 8 ) 


Nous pouvons done ecrire : 


ce qui implique que : 


ln[E(S)] = p + y 


p = ln[E(S)]-y 


( 9 ) 


(10) 


8. Notre approche s’inspire de Hull. Mais nous y avons apporte plusieurs nuances. Voir J.C. Hull 
(2003), Options, Futures and Other Derivatives, 5‘ edition, Prentice Hall, Upper Saddle River. 
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De fagon a obtenir une variable centree reduite, nous pouvons appliquer la transfor- 
mation suivante a ln(S) : z = Cette transformation implique que zs + p = ln(S) , 

s 

c’est-a-dire S = e“^^. La variable z est normalement distribuee, d’esperance nulle et 
d’ecart-type unitaire. Sa fonction de densite, c.-a-d. la distribution normale standard, 

1 

est donnee par: f(z) = , — e ^ . En recourant a cette transformation, nous pouvons 


^/27t 

reecrire I’esperance ci-dessus comme suit: 

E(S - X)" = - X)f(z)dz 


( 11 ) 


oil la borne inferieure provient de la transformation de S en variable centree reduite. 
Par symetrie, nous devons en effet appliquer la meme transformation a X. On pent 
reecrire cette integrate comme suit : 


E(S - xr = [iI(X)-,e^^""f(z)dz - xf,;x)-,f(z)dz 


( 12 ) 


Developpons I’integrand de la premiere integrate de I’equation (12) : 


e“""f(z) = e“" 


Par consequent : 


1 


1 


1 








e 2g 2 _g 2 f (^2 - s) (13)^ 


E(S - X)" = e 2 f (z - s)dz - Xf”xmf(z)dz 


(14) 


En definissant N(x) comme etant la probabilite qu’une variable normale stan- 
dard soit plus petite que x, alors la premiere integrate pent etre representee par 


1 - N(f(z - s)) = 1 - N 


ln(X)-p 


■ - s 


Ouvrons ici une parentbese. Nous savons que la loi normale est symetrique. Par 
definition : N(x) = | f(z)dz. Par symetrie, nous avons alors : 1 - N(x) = J f(z)dz, ce 
qui justifie la transformation de la premiere integrate impropre. Nous savons egalement 
que N(-x) = 1 - N(x). 


9. 


Puisque 




— 2zs + 
2 



z s z 

hzs = U + ZS . 

2 2 2 


On s’est 


egalement servi du resultat : f (z - s) = . — e ^ . 

yj'lK 
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D’ou, 


Puisque q = ln[E(S)]- — , on trouve que : 


N 


In 


E(S) 

X 


- + s 


2 \ 


= N(d,) 


(15) 


La deuxieme integrale s’elabore de la meme maniere et Ton obtient NCdj). 

On trouve done que : 

E(S-Xf = e"^^N(d,)-XN(d2) (16) 




on e ^ = E(S). II est a remarquer que |x, soit I’esperance de ln(S), est toujours 
present dans I’equation (16). On salt qu’une variable tres rapprochee de cette espe- 


rance, soit E 



( s, 1 


In 




J 



, est le rendement espere du prix de Paction, une variable 


difficile a estimer puisqu’elle incorpore une prime de risque et, par consequent, le prix 
du risque. Un deplacement dans Punivers neutre au risque nous permettra d’effacer 
ces variables genantes. 


Pour completer la preuve, situons-nous done dans un univers neutre au risque 
et supposons un call (c) ecrit sur une action qui ne paie pas de dividende et qui 
echoit a T. Le taux sans risque est designe par r^ et la volatilite du rendement de 
Paction, par ct. 


Dans un tel univers, on a : 


c = (St - X)^ = [e'^ (ST)N(di)- XNCd^)] (17) 

Comme S^- est une martingale dans un univers neutre au risque, on pent ecrire, en 
vertu de Pequation (3)'*’: 


10. Dubois et Girerd-Potin (2001) fournissent une preuve de cette equation. Nous en presentons ici une 
version detaillee. Comme le prix de Faction obeit a un processus brownien geometrique, il admet, 

Tf-— At+aVAte, 

comme nous le savons, la solution exacte suivante : S = Se ou e, ~N(0,1). On 

veut evaluer I’integrale suivante: = J Sf(S) dS. Pour evaluer cette integrale, il suffit 

d’effectuer le changement de variable qui suit. Comme Findique la formule de S, le logarithme de 
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E'5(ST) = e''^So 

On a finalement : 

c = e^'’’[Soe^'^N(d,)- XN(d2)]= SoN(di)- Xe^'''^N(d2) 


(18) 


(19) 


S suit une loi normale: N((r- 1 /2ct^) t;ct"tj . Definissons la variable centree reduite suivante: 

s' 


In 


y = - 


At 


■ . En fait, cette variable, qui nous sert ici a transformer I’integrale, est 


cVai 

la variable aleatoire e de la fonction S. Puisque e ~ N(0,1), sa fonction de densite est done: 

1 --y’ 

f(y) = — ^ . Pour exprimer la distribution de S en fonction de cette variable, il suffit 
d’exprimer la transformation jacobienne suivante: f(S) = — f(y)= ^ 


rappelons que nous voulons calculer Pesperance neutre au risque de S en changeant la variable 
S par la variable y. Nous venons d’exprimer f(S) en fonction de y. L’ expression de S en 
fonction de y est immediate puisque c’est le terme e de cette fonction. Pour exprimer dS en 


termes de dy, on isole y dans I’equation de S. On obtient: y = E=- 


ln(S/S„)-| r-ylAt 


oVai 


dy = — ^ dS = Os/AtSdy . On a done toutes les donnees requises pour resoudre I’integrale 

ovAtS 

en cause en rempla 5 ant la variable S par la variable y. 

.» oVSy+l r-)o' I ai 1 

variable y, egale a e, fluctue dans I’intervalle; [ — OO^ +CX3 [ Ce qui se ramene a : 


X oVAtSdy . A remarquer que la 


E'2 = f“ S,e 'x' >^dy. On a: E'^ = S,e^ 

V 2tc 


aV^y+|r-^a 


---O' At - y2+(j^y 


I 


ViT 


dy. En completant le 


carre dans I'exposant de I'integrale, on trouve : gQ _ § , 


|r--0-)At . 1 -f(y-oVAty)-+fa-At 


I 




dy. 


n -o' At 

E'3 =S,e'' ' > 


j 1 --,y-AVSyr^^^ E« = S.e" 

i v2tc 


rAl "f 1 




dy. La transformation 


lineaire de I’exposant n’affectant pas la probabilite cumulative, on a, puisque la probabilite cumula- 
tive sous la normale standard est de 1 : E*^ (S,+ai) = Sje”" , ce qui est le resultat recherche. La valeur 
presente du prix de Paction est bien une martingale dans Punivers neutre au risque quand ce prix 
suit un processus lognormal. On trouvera une version abregee de cette preuve dans : M. Dubois, et I. 
Girerd-Potin (2001), Exercices de theorie financiere et de gestion de portefeuille, De Boeck Univer- 
site, Bruxelles. Pour la transformation jacobienne d’une distribution, on consultera: F.-E. Racicot, 
et R. Theoret (2001), Trade d'econometrie financiere. Presses de PUniversite du Quebec, Quebec, 
chapitre 1. Pour une autre preuve de ce resultat, voir Q. De la Granville (2001), Bond Pricing and 
Portfolio Analysis, The MIT Press, Cambridge, chapitre 16. 
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soil r equation de Black et Scholes. 

Selon I’equation (15), sachant que s = aVx : 


In 


d,= 


Ms) 

X 


+ — In 

y 2 


X 


+ -a"T 


a^/f 


ln(e''X)-ln(X) + ^a"T 

o^/f 


1 


(20) 


rfT+ln(So)-ln(X) + -a"T 

aVr 


On a finalement : 


d, 


aVf 


( 21 ) 


qui pent etre aussi reecrit comme : 

Inf^l + rjT 

d, =— + -aVr (22) 

a^/f 2 

Comme on vient de le constater, la preuve de I’equation de Black et Scholes 
exige certaines connaissances en statistique. Elle requiert une bonne comprehension 
des distributions normale et lognormale et des operations qui leur sont associees. 
Elle requiert egalement une maitrise de I’univers neutre au risque et de la notion de 
martingale. Nous avons eu a coeur, dans la preuve qui precede, de n’escamoter aucune 
de ces notions de base en ingenierie financiere. 

II existe d’autres fagons de prouver la formule de Black et Scholes. E’une 
d’elles solutionne directement I’equation differentielle de Black et Scholes plutot que 
de recourir a la notion d’esperance neutre au risque comme pour la preuve que nous 
venons de fournir. A I’aide de changements de variables, on en arrive a transformer 
I’equation differentielle de Black et Scholes en equation de la chaleur, dont la solution 
est connue depuis bien longtemps. 


3. Les grecques 

Ees sensibilites du prix du call a ses divers parametres sont couramment regroupees 
sous le vocable «les grecques » dans la litterature financiere. Ces « grecques » sont de 
toute premiere importance s’agissant de la couverture des portefeuilles. Ees sections 
qui suivent portant sur les principales grecques. 
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3.1. Le delta du call 

Le delta mesure la sensibilite du prix de I’option au prix de son sous-jacent, c’est- 
a-dire une action dans le cas d’une option ecrite sur une action. Le delta d’un call, 
calcule a partir de la formule de Black et Scholes, est egal a : 

|- = N(d,) 

Cette formule est le resultat d’une derivation laborieuse puisque dj et dj sont eux- 
memes fonction de S dans la formule de Black et Scholes. Nous fournissons, au 
tableau 4.1, le calcul detaille de cette derivee pour le lecteur exigeant et feru de 
mathematiques " . 


Tableau 4. 1 Derivation detaillee du delta 


En vertu de la formule de B - S, la valeur d'un call europeen est egale a : 

C(S,t) = SN(d,)-Xe"'*-*’N(d2) 
ou d,=(ln(S/X) + (r + 1/2a'HT-t))/aV(T^, 

d, = (ln(S / X)+ (r - 1 / 2a')(T - 1() / a^/(T^ . Le delta d'un call, qui est la derivee partielle du 
call par rapport au prix de Taction p, est donne par: 


A 

3d 1/S 3d, 

ou — '■ = — , — - 

3S aV(T-t) 3S 

^ = N(d,) + rSN'(d,)-Xe 

oS ^ 


: — = N(d,) + S^'^-Xe 
3S ' 3S 


1/S 


a 

3S 


3S ' 
, 3d, 


: N(d,) + SN'(d,)^- Xe-^'^-‘’N'(d,)^ 


aV(T-t) 

^'^-*’N'(d,)] 


Cela implique 

1 


SaV(T-t) 


Pour completer la preuve, II nous reste a demontrer que : SN'(d^) = Xe **N'(d,) . || nous faut 
done calculer la derivee partielle de N(d,) et de N(d,). Calculons ces derivees. 


11. Nous nous inspirons des documents suivants : F. Black et M. Scholes (1973), «The Pricing of 
Options and Corporate Liabilities », Journal of Political Economy, mai-juin, p. 637-659; D. Galai 
et R. Masulis (1976), «The Option Pricing Model and the Risk Factor of Stock», Journal of 
Financial £co«om;ci, janvier-mars, p. 53-82 ; P. Wilmott et al. (1995), The Mathematics of Financial 
Derivatives, Cambridge University Press, Cambridge, chapitre 5. 
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Nous 


1 ^ 

savons que : N(d ) = [ , — , N(-<») = 0, N(+oo) = l et que la derivee 

i,\l2n 


d'une integrale bornee est la primitive evaluee a ses bornes'l Alors: 

N'(d,) = « = ^e-W'» 

1 

' as 

Pour faciliter les calculs, considerons la representation suivante : 

S^ = Xe-'^-*' 

N'(d^) 

de I'equation dont on doit prouver I'egalite. En remplagant les N(.) par leurs valeurs respectives, 
on obtient: 


=> Se 


^-^^[(ln(S/Xp+(r-l/2o“P(T-t)"+2|r-l/2c')|T-t|ln(S/X|Hln|S/x)"+(r+V2c"l|T-tP+2(r+l/2oq(T-t)ln|S/X)] 


P(T-t)"-rCTqT-tP+l/40*(T-t)"+2rln(S/XHT-t)-CT“)|T-t|ln(S/X|-rqT-tP-l/4o'||T-tp-raqT-tP-2rln(S/XHT-t|] 


xe 


20^ 


^[- 0 ^|T-,)ln(S/x] 


= Se 


r-20qT-t|ln(S/X|-2r0qT-tp] rinK/vUrlT ' 

2a^(T-t)L -I ^ gg [ln|S/X)+r(T _ Yq“>'(T-1 


J = Xe- 


Finalement, en prenant le logaritbme de cbaque membre de cette derniere relation, on a : 

lnS-ln(S/ x)-r(T- 1) = lnX-r(T- 1) InS-InX = ln(S/ X) 

II resulte que : 

— = N(d,) CQFD. 

as ' 


12. Exemple: 


dx 


jydy 


= x parce que Jydy = y^ /2 + c| ^ = x^/2 et done — x^/2 = x. 
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Le delta revet une importance particuliere dans la theorie des produits derives, 
notamment au chapitre de la couverture d’un portefeuille. Pour couvrir un portefeuille, 

si Ton detient une action, il faut en effet vendre a decouvert — calls pour disposer 

d’un portefeuille couvert, c’est-a-dire exempt de risque. Le ratio — est appele ratio 

A 

de couverture. On parle alors de delta-hedging ou couverture par le delta. 

Pour etablir cette relation, supposons que nous detenions une action S et que 
nous ayons vendu a decouvert sC calls. Nous voulons trouver le s qui donne un 
delta-hedging, c’est-a-dire : 


dS - s dC = 0 (23) 

En vertu de la serie de Taylor, T approximation du premier degre de dC est egale a: 

dC = AdS (24) 

En substituant (24) dans (23), on obtient : 

dS - sAdS = 0 ^ s = - 
A 

Done, pour detenir un portefeuille delta-hedged, il faut, si Ton detient une action, avoir 

vendu a decouvert — calls. Autre ment, si Ton a vendu 1 call a decouvert, il faut 
A 

detenir AS actions de fa^on a avoir un portefeuille delta-hedged. 

Certes, pour que le portefeuille ainsi defini demeure couvert, il faut que sa 
composition soit modifiee continuellement, car le delta du call ne cesse de se modifier. 
En Toccurrence, le delta de Toption se modifie a ebaque fois que change le prix de 
Taction. On dit alors qu’il faut effectuer un reequilibrage dynamique du portefeuille 
pour le maintenir couvert. Pour eviter des couts de transactions inutiles, il est appro- 
prie de prendre en compte le gamma du call lorsque Ton couvre un portefeuille, ce 
qui fait Tobjet de la proebaine section. 


3.2. Le gamma du call 

Ee gamma du call est la derivee du delta du call en regard du prix de Taction. C’est 
done la derivee seconde du prix du call en regard du prix de Taction. Ee gamma du 
call est egal a T expression suivante : 

^ 3A N'(d,) 

3S aS^/f 
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Pour juger de Pimportance du gamma, faisons cette fois-ci une expansion du 
second degre du prix du call : 

1 1 

dC = AdS + ^dS" = AdS + -rdS" (25) 

2! as' 2 

Mais comme T = — , on pent reecrire I’equation 25 comme suit: 

as 

dC = AdS + - — dS' =fA + - — dsVs = fA + -dAldS 
2 as l,2asj y 2 j 

En substituant cette equation dans I’equation (24), on obtient: 

dS-s| A + -dA |dS = 0^ s = \ 

2 

C’est ce qu’on appelle la technique de couverture delta-gamma. Le ratio de hedging 
prend alors en compte les cbangements du delta qui surviennent a la suite des 
modifications du prix de Paction. La couverture delta-gamma exige done beaucoup 
moins de reequilibrages que la simple couverture delta, car elle prend en compte les 
cbangements du delta au voisinage du prix actuel de Paction. Quand une action est 
tres en debors de la monnaie ou tres dans la monnaie, son delta ne se modifie que 
tres peu et une couverture delta parait alors appropriee. Mais une couverture delta- 
gamma donnera des resultats beaucoup plus precis dans les autres situations. Elle 
exigera moins de reequilibrages. 

Comment operationnaliser la couverture gamma en pratique? II est certain 
que puisque Pon veut effectuer une couverture en plus de la couverture delta, il faut 
ajouter au portefeuille delta-neutre une autre option qui puisse ramener le gamma 
du portefeuille a 0. Disons qu’une option a un gamma de Pj et que le portefeuille 
delta-neutre a une position gamma egale a P. Le nombre d’ options a acbeter ou a 
vendre pour rendre le portefeuille gamma-neutre, disons nj, doit satisfaire la relation 
suivante : 

n,P, + P = 0^Ui =-:^ 

i 1 

Mais la position delta du portefeuille s’ est modifiee a la suite de cette transaction. 
Ce ebangement est egal a nj x Aj , oil A, est le delta de la nouvelle option introduite 
dans le portefeuille. II faut done acbeter ou vendre un nombre d’ actions egal a ce 
montant pour rendre de nouveau le portefeuille delta-neutre'^. 


13. Pour plus de details sur la couverture gamma, voir Hull (2003), p. 313-315. 
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3.3. Le theta du call 


Le theta du call est la derivee du prix du call par rapport au temps. On veut ici 
mesurer la sensibilite du prix du call a I’ecoulement du temps. Le theta est egal a 
I’expression suivante: 


at 


Sa 

241 


N'(di)+Xe^''rN(d2) 


(26) 


Dans Tangle de cette formule, le theta d’un call est toujours positif. Plus Techeance 
d’un call est eloignee, plus le prix d’un call est important, toutes choses egales 
d’ailleurs. Mais certains auteurs definissent le theta comme la perte de valeur du call 
a mesure que le temps passe, c’est-a-dire au fur et a mesure que le prix du call se 
rapproche de son echeance. Pour eux, le theta du call est alors negatif et ils multiplient 
alors T equation (26) par (-1). 


L’ equation differentielle de Black et Scholes etablit une relation entre les trois 
« grecques » suivants : le delta, le theta et le gamma. Rappelons cette equation : 

ac 1 2^2 a"c , ac ^ „ 

— + -a S — 7 + (r-5)S — -rC = 0 

at 2 as" ^ ^ as 


En remplagant les derivees premiere et seconde par les grecques appropries dans 
cette equation, on obtient : 

e + ^a"s"r + (r-5)SA-rC = 0 

C’est la la relation qui doit tenir entre les trois « grecques » pour eviter la presence 
d’ arbitrage. 


3.4. Le vega d'un call 

La volatilite du rendement de Taction est sans doute le parametre qui influence le 
plus le prix d’une option. II ne saurait y avoir d’options sans volatilite du rendement 
du sous-jacent. Certes, pour les actions classiques, la volatilite est source de risque. 
Les investisseurs exigent un rendement espere superieur pour assumer davantage 
de risque. Mais pour le detenteur d’une option, il en va tout autre ment. L’acheteur 
d’une option est en effet protege puisque son payoff ne saurait etre negatif. Certes, il 
a paye une prime pour s’ assurer cette protection. Mais par la suite, c’est la volatilite 
qui pourra amener le prix de Taction au-dela du prix d’exercice pour un call et en 
de^a du prix d’exercice pour un put. 
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Le vega d’un call est la sensibilite d’un call a la volatilite implicite du rende- 
ment du prix de 1’ action. II se definit comme suit: 

Vega = — = sVT-tN'(dj) 


3.5. Le rho d'un call 

Le rho d’un call represente sa sensibilite au taux d’interet. Plus le taux d’interet est 
important, plus le prix d’exercice actualise du call est faible; par consequent, plus 
le prix du call est alors important. En effet, un call equivaut a une fraction d’ action 
financee par un emprunt, mais le detenteur de I’option n’a pas a emprunter tant qu’il 
n’achete par Paction au prix d’exercice. II s’evite done des couts d’emprunt d’autant 
plus importants que les taux d’interet sont eleves. La valeur du call augmente done 
a la suite d’une remontee du loyer de I’argent. 

La formule du rho d’un call est la suivante : 

Rh6=-^= X(T-t)e^'‘^“‘>N(d2) 


3.6. Les grecques d'un put 


3.6.1. Le delta d'un put 


On pent recourir a la parite put-call pour calculer le delta d’un put europeen ecrit sur 
une action qui ne verse pas de dividendes. On a la relation suivante entre un put et 
un call en vertu de la parite put-call : 

P = C - S + 


Le delta du put est la derivee de cette expression par rapport a S : 


3S 


as 


l = N(d,)-l 


Comme N(dj) < 1, le delta d’un put est toujours negatif. Le prix d’un put est d’autant 
plus eleve que le prix de Paction se situe en dega du prix d’exercice. 
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3.6.2. Le gamma d'un put 

Le gamma est la derivee du delta par rapport au prix de I’action. C’est, si on vent, la 
convexite du put. Le gamma d’un put est egal au gamma d’un call, c’est-a-dire : 

N'(d,) 

as" a sVx-t 


3.6.3. Le theta d'un put 


Le theta d’un put europeen se definit comme suit : 


at 


Sa 

^2Vt 


N'(d,)-XeA-N(d2) 


C’est la meme expression que le theta d’un call europeen, a cette difference pres que 
le second terme est precede d’un signe negatif plutot que d’un signe positif. Tout 
comme pour un call, le temps exerce un effet positif sur le premier terme de I’equa- 
tion de Black et Scholes pour un put europeen. Mais son effet sur le second terme 
est negatif et si ce terme domine, le prix d’un put pent diminuer avec sa duree. En 
effet, lorsqu’un put europeen est tres dans la monnaie, son prix pent etre inferieur a 
sa valeur intrinseque. Or, s’il etait exerce a ce moment-la, son payoff semiX. egal a sa 
valeur intrinseque. Une echeance inferieure serait alors un atout pour ce put. 


3.6.4. Le vega d'un put 

Le vega d’un put est egal au vega d’un call, c’est-a-dire : 

|^ = sVf^N'(d,) 


3.6.5. Le rho d'un put 

La valeur intrinseque d’un put se definit comme suit : 

Valeur intrinseque = - S 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


134 Finance computationnelle et gestion des risques 


Une hausse du taux d’interet se traduit done par une diminution de la valeur intrin- 
seque d’un put. II existe par consequent une relation negative entre le prix d’un put 
et le taux d’interet. La formule du rho d’un put est la suivante : 

^ = -X(T- t)e"'‘^"'>N(-d2) 


3.6.6. Representation graphique des grecques a I'aide d' Excel 

Nous voulons representer le delta et le theta a I’aide d'Excel. Pour ce faire, nous 
faisons appel a un graphique en trois dimensions. Nous aurons done un graphique a 
trois axes : x, y et z. Sur I’axe des x apparaitra le delta, sur I’axe des y, le theta et sur 
I’axe des z, le prix de I’option. La fonction Excel (Visual Basic) utilisee pour effectuer 
ce graphique se retrouve au tableau 4.2. 

Tableau 4.2 Programme Visual Basic de la formule de Black et Scholes 
Function BS(S, X, rf, T, sig) 

d1=((Log(S / X)+(rf*T)) / (sig*Sqr(T)))+0,5*sig*Sqr(T) 
d2=d1-sig*Sqr(T) 

Nd1=Application.NormSDist(d1) 

Nd2=Application.NormSDist(d2) 

BS=S*Nd1-X*Exp(-rf*T)*Nd2 

End Function 


La procedure pour effectuer un graphique 3D dans Excel est la suivante. II faut : 

1) programmer la fonction que Ton desire representer, par exemple la formule de B-S ; 

2) evaluer la fonction pour differentes valeurs sur les axes x et y, d’ou Ton ohtient les 
valeurs de z. Dans Excel, il suffit de choisir dans le menu principal : Donnees/Tahle ; 

3) omhrager ensuite la plage a illustrer. Dans notre cas il s’agit d’une matrice ou d’un 
tableau. Alin de d’illustrer la procedure, considerons le tableau 4.3. 

Dans ce tableau, BS est la fonction Excel (Visual Basic) rapportee a Textre- 
mite de la matrice bordee par les differentes valeurs choisies pour S (45, 50, 55, 60) 
et I’echeance T (0,5, 0,6, 0,7, 0,8, 1). Les chiffres a I’interieur de la matrice ont ete 
obtenus a I’aide de la commande Table du menu Donnees. Il suffit d’ombrager la 
matrice. Le graphique en trois dimensions obtenu a partir de la matrice du tableau 4.3 
se trouve a la figure 4.3. 
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Tableau 4.3 


s 

50 







X 

40 







rf 

0,02 







T 

0,5 





S(delta) 


sig 

0,2 


10,528078 

45 

50 

55 

60 

BS= 

10,528078 


0,5 

5,99276998 

10,5280780 

15,4205802 

20,4012760 




0,6 

6,2102591 

10,6704694 

15,5196519 

20,4852474 



Theta 

0,7 

6,42050151 

10,8177711 

15,6244643 

20,5720265 




0,8 

6,62381612 

10,9678956 

15,7341227 

20,6617957 




1 

7,01162259 

11,2714266 

15,9644793 

20,8499877 


Figure 4.3 Les grecques 



■ 

20-25 

□ 

15-20 

□ 

10-15 

■ 

5-10 

□ 

0-5 


4. L'equation de Black et Scholes generalisee 

La version generalisee de l’equation de Black et Scholes (1973) incorpore un terme 
additionnel qui permet de couvrir une panoplie de modeles. En vertu de cette gene- 
ralisation, elle pourra done s’appliquer a de nombreux cas de pricing d’options. En 
effet, la BS generalisee permet le pricing d’options europeennes sur actions, sur 
actions avec dividendes, sur des contrats a terme de meme que le pricing d’options 
sur devises. Ee resultat analytique de la BS generalisee est donne par: 

CBSG = Se<’’-''"N(d,)-Xe'^N(d,) 
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pour le cas de I’option d’achat (call). L’ option de vente (put) se formule comme 
suit: 

P3,^ = Xe^"N(-d2)-Se'”-'>^N(-d,) 

Ce dernier resultat resulte de 1’ application de la parite put-call, dj et dj ont des formes 
similaires aux resultats classiques de BS et sont donnes par: 

, ln(S/X)+(b + aV2)T 

di = 

a 

dj = dj - a^/T 

oil b est le cout de portage*'*, exprime en pourcentage, associe a la detention du sous- 
jacent. En fait, c’est de ce parametre que la formule de la BS generalisee tire son 
originalite. En effet, selon la valeur qu’il prendra, plusieurs des differents modeles 
utilises dans la pratique apparaitront. En voici quelques exemples. 

Si b = r, on retrouve la formule de Black et Scholes (1973) du prix d’un call 
europeen ecrit sur une action ne versant pas de dividendes. Par ailleurs, si b = r - q, 
on renoue avec la formule de Merton d’une option dont le sous-jacent verse un taux 
de dividende egal a q. Si b = 0, c’est la formule de Black (1976) ayant trait a des 
options ecrites sur contrats a terme qui apparait. Mentionnons ici que cede formule a 
ete ecrite originellement pour des contrats sur matieres premieres, mais qu’elle fut par 
la suite transposee a des options europeennes sur contrats a terme, puis a des options 
europeennes sur obligations. Einalement, si b = r - r^,, r etant le taux d’interet interieur 
et r^,, le taux d’interet etranger, on retrouve la formule de Garman et Kohlhagen (1983) 
ayant trait a des options sur devises. Ee taux d’interet etranger est en effet assimi- 
lable a un dividende paye par le sous-jacent. C’est done une simple transposition de 
la version de la BS generalisee avec dividende. Dans ce dernier modele, on n’a qu’a 
poser q = r^, pour obtenir la BS generalisee avec dividendes. 

II est tres simple d’implanter cede formule dans le langage de programmation 
d’ Excel. Ee tableau 4.4 foumit une fonction ecrite en Visual Basic (Excel) pour calculer 
la formule de la BS generalisee*^. 

II est a remarquer que dans ce programme VBA, on utilise la fonction indi- 
catrice callput_indicateur dans le but de generaliser I’utilisation du programme a la 
fois au pricing d’un call et d’un put, simplement en indiquant au programme la lettre 
C pour un call ou P pour un put dans une cellule Excel. 



14. Cost-of-carry, en anglais. 

15. Cette fonction s’inspire de Haugen. 
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Tableau 4.4 Programme VBA de la formule 
de Black et Scholes generalisee 


Function gBlackScholes(callputJndicateur As String, S, X, T, r, b, v) 

d1=(Log(S / X)+(b+v''2 / 2)*T) / (v*Sqr(T)) 
d2=d1-v*Sqr(T) 

If callput_indicateur="C" Then 

gBlackScholes=S*Exp((b-r)*T)*Application.NormSDist(d1)-X*Exp(-r*T)*Application.NormSDist(d2) 
Elself callputJndicateur="P" Then 

gBlackScholes=X*Exp(-r*T)*Application.NormSDist(-d2)-S*Exp((b-r)*T)*Application. 

NormSDist(-dl) 

End If 

End Function 


Pour illustrer I’utilisation de ce programme, considerons I’exemple suivant. 
Supposons que Ton desire valoriser un call. Dans la cellule Excel du tableau 4.5, 
on entre C. Supposons egalement les donnees suivantes : le prix de Taction S est de 
100; le prix d’exercice X, de 90; Techeance T est fixee a 0,5 an; le taux d’interet 
est de 2% ; b est egal a 0,02 et v = sigma = 0,3. Le resultat du pricing d’un call en 
recourant a la BS generalisee est presente au tableau 4.5. 

Tableau 4.5 Resultat de la formule de Black et Scholes 

generalisee pour le cas d’un call europeen sur action 





Black et Scholes generalisee 


Cou P 

C 



S 

100 



X 

90 



T 

0,5 



r 

0,02 



b 

0,02 



V = sigma 

0,3 







B&S gene. 

14,5814104 







En vertu de la formule de la BS generalisee, le prix du call est done de 
14,58$. 
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5. La couverture delta et la couverture 

DELTA-GAMMA EN ACTION 

Tout portefeuille qui duplique exactement les flux monetaires d’une option devrait 
comporter un cout egal au prix de T option. Ce principe pent sembler evident, mais 
ses implications sont cruciales s’agissant de revaluation des produits derives. L’une 
des conditions a la duplication parfaite des flux monetaires d’une option est que les 
marches financiers doivent etre complets. Selon Rebonato (2004)^®, si les marches 
financiers sont incomplets, il n’existe plus un prix unique pour Tactif contingent et 
c’est alors Toffre et la demande d’ options qui imposeront un prix et non le phenomene 
de T arbitrage. Le prix de Tactif contingent est alors determine simultanement avec le 
prix du risque. II est a noter que dans le modele de Black et Scholes, le jeu de Toffre 
et de la demande ne joue aucun role puisque le prix d’un actif contingent est alors 
determine par arbitrage, c’est-a-dire en recourant au portefeuille dupliquant. 


5.1. Couverture delta 

Nous supposons done que les marches financiers sont complets. Nous voulons dupli- 
quer un call europeen (c) a partir d’un portefeuille compose d’actions (S) et d’emprunt 
B. Ce portefeuille s’ecrit: 

c = hS-B 


oil h est le ratio de couverture. 

On pent reecrire cette equation comme suit 

hS-B-c = 0 (27) 

On veut calculer le ratio de hedging h, qui elimine le risque de ce portefeuille. Une 
expansion de Taylor du premier degre pour c donne : 

Ac = 5AS 
3C 

oil 5 = — est le delta du call, soit la sensibilite du prix call a son sous-jacent qui 
3S 

est egal a N(dj) dans le modele de Black et Scholes. 

On a : 

hAS - AB - Ac = hAS - AB - 5AS 


16. R. Rebonato (2004), Volatility and Correlation, 2' edition, Wiley, New York. 
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En regroupant les termes, on obtient : 

(h-5)AS + AB 

Pour eliminer le risque du portefeuille, soil AS, il faut que : 

h-5 = 0^h = 5 

Le delta-hedging est dynamique. II faut continuellement ajuster le delta du call pour 
avoir un portefeuille convert. 

Reprenons le portefeuille couvert V donne par I’equation (27), portefeuille qui 
replique un call. A I’instant 0, il doit etre egal a: 

Vo = 5„So-Bo-Co = 0 (28) 

Ce portefeuille est autofinance en ce sens que I’ecart entre le portefeuille 
d’actions et I’emprunt provient de la prime touchee lors de la vente du call, soil Cg, 
qui constitue le prix de 1’ option. 

A I’instant 1, le delta du call se sera modifie et le portefeuille couvert devra 
etre modifie comme suit : 

Vj = 5iSi-Bi-Ci =0 

La variation de la dette sera egale a : 

B, - Bg = 5|Sj - 5 qSq - Ac 

Or, en vertu d’une expansion de Taylor du premier degre : 

Ac = 5AS = 5g(S, -Sg) 

On a done : 

B, - Bg = 5,S, - 5gSg ~ 5gS, + 5gSg = (S, ~ 5g)S, 

Autrement dit, la variation de Temprunt est egale au montant qu’il faut investir dans 
Tactif sous-jacent pour demeurer couvert. Et Ton doit repeter cette procedure a chaque 
periode pour demeurer couvert. 

A quoi sera egal le portefeuille de couverture a I’echeance T de I’option. Sa 
valeur sera toujours nulle puisqu’il a ete reequilibre continuellement. On aura: 

V.J. = 5.pS.[, — B.J. — C.J. = 0 

Si Toption est bors-jeu, e’est-a-dire que c.^ est nul, 6.^ sera alors nul et la dette 
accumulee B.p sera nulle. Par contre, si Toption est en jeu, 6.j, sera alors egal a 1 et 
c.p vaudra sa valeur intrinseque : 

C rp S^ 
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oil X est le prix d’exercice de 1’ option. La dette sera alors : 

Bt = St-(St-X)=X 

Celui qui a ecrit le call revolt alors de I’acheteur le prix d’exercice X, ce qui lui 
permet de rembourser sa dette. 

Une fa 9 on de verifier si le delta-hedging reproduit bien la valeur de 1’ option 
d’acbat telle que donnee par I’equation de Black et Scboles est de reecrire I’equation 
(28) comme ceci : 

(29) 

On calcule le terme de gaucbe a partir de celui a droite car on ne connait pas alors Cq. 
Et a cbaque simulation, on ajoute a ce montant I’ajout (ou le retrait) a la dette requis 
pour maintenir la position couverte. Par exemple, a I’instant 1, on aura: 

Bo + Co + S,(5,-5o)” 

A la fin de la simulation, on pourra identifier C,,, car on connaitra alors la dette 
finale. Si I’option est bors-jeu a son ecbeance, alors la dette est nulle, comme on I’a 
vu auparavant, et le montant simule est egal a Cg. Par contre, si P option est en jeu a 
I’ecbeance de I’option, la dette est egale a X et le montant simule est egal a (X+Cg). 
II suffira done de soustraire X du montant simule pour recuperer le prix de 1’ option 
d’acbat. 

Nous voulons reproduire le call europeen, dont les parametres sont les suivants, 
a partir du delta-hedging : 


S = 100 
X = 100 
T = 0,25 
r = 0% 

Sigma = 0,2 

Selon la formule de Black et Scboles, le prix de ce call est de 3,98$. C’est ce prix 
que devra nous permettre de recuperer la simulation. Nous serons alors a meme de 
juger de la precision de la couverture. 


17. On suppose ici pour simplifier que le taux d’interet est nul. 
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Le chiffrier suivant detaille les calculs de nos simulations : 



0 

P 

Q 

R 

S 

T 

4 


T 

S 

N(dl) 

diff. delta 

B-fC 

5 

0 

0,25 

100 

0,51993881 

0,519939 

51,99388 

6 

1 

0,230779 

98,06560526 

0,4380322 

-0,081636 

-8,005643 

7 

2 

0,211538 

99,24486065 

0,48547751 

0,047174 

4,681806 

8 

3 

0,192308 

101,1140627 

0,56756306 

0,082086 

8,300003 

9 

4 

0,173077 

101,9116218 

0,60610537 

0,038542 

3,92791 

10 

5 

0,153846 

98,76369031 

0,45250087 

-0,153604 

-15,17056 

11 

6 

0,134615 

103,3021194 

0,68418106 

0,23168 

23,93305 

12 

7 

0,115385 

104,7232447 

0,61235501 

-0,071826 

-7,306378 

13 

8 

0,096154 

97,6471412 

0,36207687 

-0,250278 

-24,43894 

14 

9 

0,076923 

98,12958262 

0,47610531 

0,114028 

11,34653 

15 

10 

0,057692 

100,44124 

0,35605396 

-0,120051 

-11,78059 

16 

11 

0,038462 

95,75480731 

0,55245198 

0,196398 

19,72646 

17 

12 

0,019231 

96,22661618 

0,06054709 

-0491905 

-47,10226 

18 

13 

0 


0 

-0,060547 

-5,826241 

19 






4,280025 


Nous avons divise la periode de simulation en trimestres. T varie de 0,25 a 0, 
soit la date de la fin de la simulation. Nous avons simule le prix de I’action sur les 
13 semaines a partir du mouvement brownien geometrique suivant, oil le trend est 
nul puisque Ton suppose que le taux d’interet est nul : 

dS = aSdz = aSeVdt 

Le programme de la simulation du prix de 1’ action apparait au tableau 4.6. A noter 
que la volatilite de Taction est de 0,2 selon les donnees du probleme. 

Tableau 4.6 Simulation d’un portefeuille dupliquant un call 

Sub delta1( ) 

s=100 

sigma=0.2 

T=0.25 

N=13 

dt=T/N 

s=100 

Range("StockT').Offset(0, 0)=s 
For i=1 To N 

s=s+s*Application.WorksheetFunction.NormSlnv(Rnd)*sigma*Sgr(dt) 
Range("stockT').Offset(i, 0)=s 
Next i 

End Sub 
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Puis nous calculons les N(dj) correspondant a ces prix dans la colonne R du 
chiffrier en recourant a la formule de Black et Scholes. Pour la cellule R5, T = 0,25. 
Pour la cellule R6, T = 0,23, et ainsi de suite. Dans la colonne S, nous calculons la 
difference des deltas d’une periode a I’autre. 

Dans la colonne T, nous appliquons la formule (29) de maniere a calculer la 
valeur du call. Selon les explications anterieures : 

T5 = S5 * Q5 
T6 = S6 * Q6 

Nous cumulons les resultats de la colonne T et nous obtenons une valeur de 4,28 $ 
pour le call en regard de sa valeur donnee par I’equation de Black et Scholes, soit 
3,98$. 

Nous avons repris I’exercice 50 fois et nous avons reporte les resultats sur 
Phistogramme que Ton retrouve a la figure 4.4. 


Figure 4.4 



Series: N13 
Sample 1 50 
Observations 50 

Mean 

3,981000 

Median 

3,880000 

Maximum 

6,490000 

Minimum 

1,000000 

Std. Dev. 

1,014149 

Skewness 

0,033614 

Kurtosis 

3,638650 

Jarque-Bera 

0,859152 

Probability 

0,650785 


La moyenne des simulations est bien centree sur la vraie valeur du call, soit 
3,98$. Mais nous constatons que I’ecart-type, a hauteur de 1,01, est important. Les 
valeurs estimees s’etirent de 1 $ a 6,49 $. Certes, un reequilibrage a la semaine comme 
sur cette figure est loin d’etre continu, comme I’exige la theorie. 

Au lieu de diviser le trimestre en semaines comme dans la figure precedente, 
nous le scindons en 1 000. Nous refaisons le meme exercice et nous obtenons la 
figure 4.5. 
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Figure 4.5 



Series: N1000 
Sample 1 50 
Observations 50 

Mean 

4,006200 

Median 

3,990000 

Maximum 

4,170000 

Minimum 

3,740000 

Std. Dev. 

0,076556 

Skewness 

-0,172873 

Kurtosis 

4,743904 

Jarque-Bera 

6,584878 

Probability 

0,037163 


La moyenne des simulations est somme toute egale au prix donne par I’equation de 
Black et Scholes et I’ecart-type de la simulation s’est beaucoup reduit. II n’est plus 
que de 0,07. La valeur minimale est de 3,74 et la valeur maximale de 4,17, des valeurs 
somme toute tres rapprochees de la cible de 3,98 $. 


5.2. Couverture delta-gamma 


On introduit une autre option pour couvrir le risque relie a 1’ evolution du gamma. On 
a, pour la valeur du portefeuille : 

-Cj + hS + kcj - B = 0 


On veut calculer h et k, qui eliminent le risque du portefeuille. En termes de variations, 
le portefeuille s’ecrit: 

-Acj + hAS + kACj - AB = 0 
Une expansion de Taylor du second degre donne : 

Ac, = 5,AS + ^r,AS" 

Ac2 = 52AS + ^L2AS" 

En substituant ces valeurs dans le portefeuille et en regroupant les termes, on a : 
(-5, + h + k52)AS + ^(-F, + kF2)ASV AB = 0 
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Pour faire disparaitre les facteurs de risque AS et AS^, il faut que‘*: 

-5( + h + kdj = 0 — > h = 5( - kSj 


-r, +kr, = 0^k = ^ 

r 
^ 2 

On peut effectuer le meme exercice que dans le cas du delta-hedging, c’est-a- 
dire simuler sur la valeur de la dette et le prix du call a couvrir de fagon a recuperer 
en bout de piste le prix du call et verifier la justesse de la simulation. 

A chaque periode, il suffit de ramener a 0 le portefeuille suivant : 

V = hS-Ci+kc2-B = 0 

oil k = — et h = 5, - k5, . 

r 

^ 2 

A la fin de la simulation, soit a I’echeance de I’option Cj, on a : 

rj = 0^k = 0 

h = 5j 

L’option Cj disparait done du portefeuille de couverture. Elle n’a servi qu’a 
rendre plus precise I’operation de couverture. Elle a joue le role de variable de 
controle. 

Si I’option 1 est en jeu a sa date d’ecbeance, on a: 

h = 5i =1 

Vrp = Srp — B.J. — C J = 0 

Et puisque = S^ - X, on retrouve B = X. Si par ailleurs I’option 1 est bors-jeu 
a son ecbeance, 8j = 0 et B = 0. Comme nous allons simuler sur B + Cj(0), nous allons 
recuperer a la fin de la simulation Cj(0) + X si I’option est en jeu et Cj(0) si I’option 
est bors-jeu. Et en comparant la valeur simulee de I’option avec sa valeur decoulant 
de I’equation de Black et Scboles, on pourra juger de la justesse de la couverture. 

Ees deux options qui servent a 1’ operation de couverture apparaissent au 
tableau 4.7. Ees parametres de I’option a couvrir apparaissent a gauche du tableau 
(Cj) et celle qui sert de variable de controle (Cj) apparait a droite. Cj a done une 


18. A noter que 8= N(d[), gamma = 


”(di) 

soVt 


n(di) = 


^2% 
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echeance plus eloignee que Cj : c’est la la seule difference entre les deux options. Le 
programme Visual Basic ay ant trait au calcul du gamma d’une option se retrouve au 
tableau 4.8. 

Tableau 4.7 Les deux options de la couverture delta-gamma 



AB 

AC 

AD 

AE 

AF 

1 

S 

100 


S 

100 

2 

X 

100 


X 

100 

3 

T 

0,25 


T 

0,5 

4 

rf 

0 


rf 

0 

5 

sigma 

0,2 


sigma 

0,2 

6 






7 

Prix call 

3,987761 



5,63719778 

8 

N(d1) 

0,519939 



0,52818599 

9 

d1 

0,05 



0,07071068 

10 

n(d1) 

0,398444 



0,39794617 

11 

gamma 

0,039844 



0,02813904 


Tableau 4.8 Programme Visual Basic du calcul du gamma d’une option 


Function done(s, x, T, rf, sigma) 

Num=Log(s / x)+(rf+0.5*sigma''2)*T 
done=Num / (sigma*Sqr(T)) 

End Function 


Function gamma(s, x, T, rf, sigma) 

nd1=(1 / Sqr(2*Application.Pi))*Exp(-0.5*done(s, x, T, rf, sigma)^2) 
gamma=nd1 / (s*sigma*Sqr(T)) 

End Function 
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Voici une premiere simulation pour laquelle I’option 1 finit en jeu. 



Y 

Z 

AA 

AB 

AC 

AD 

AE 

AF 

AG 

AH 

Al 

14 


T1 

T2 

S 

gammal 

gamma2 

k 

N(dl) 

N(d2) 

h 

c2 

15 

0 

0,25 

0,5 

100 

0,039844 

0,028139 

1,41 5982 

0,51993881 

0,528186 

-0,2279633 

5,637198 

16 

1 

0,230769 

0,480769 

103,0534 

0,03775 

0,026795 

1,408822 

0,6409845 

0,612648 

-0,2221274 

7,270268 

17 

2 

0,211538 

0,461538 

103,6937 

0,037961 

0,026771 

1,417962 

0,67014073 

0,631144 

-0,2247972 

7,558338 

18 

3 

0,192308 

0,442308 

105,6781 

0,034307 

0,025272 

1,357501 

0,74970066 

0,684996 

-0,1801819 

8,754715 

19 

4 

0,173077 

0,423077 

109,958 

0,021672 

0,020337 

1,065649 

0,88149564 

0,786624 

0,0432306 

11,80856 

20 

5 

0,153846 

0,403846 

108,6249 

0,025739 

0,022387 

1,149737 

0,86298722 

0,762532 

-0,0137247 

10,67765 

21 

6 

0,134615 

0,384615 

108,9499 

0,024149 

0,022232 

1,086202 

0,88586417 

0,774303 

0,04481426 

10,82574 

22 

7 

0,115385 

0,365385 

104,7181 

0,043504 

0,028583 

1,522037 

0,76194436 

0,670679 

-0,258854 

7,646751 

23 

8 

0,096154 

0,346154 

105,7156 

0,039587 

0,027851 

1,421417 

0,82310201 

0,702359 

-0,1752422 

8,211329 

24 

9 

0,076923 

0,326923 

105,0487 

0,045018 

0,029483 

1,526909 

0,82008246 

0,687187 

-0,2291898 

7,625531 

25 

10 

0,057692 

0,307692 

110,1638 

0,009429 

0,021222 

0,444305 

0,97927643 

0,823295 

0,61348241 

11,39213 

26 

11 

0,038462 

0,288462 

106,4903 

0,025597 

0,028433 

0,900234 

0,94768721 

0,738628 

0,28274895 

8,403242 

27 

12 

0,019231 

0,269231 

110,7098 

0,000148 

0,020381 

0,007248 

0,99988439 

0,849033 

0,99373053 

11,65313 

28 

13 

0,00001 

0,25 

111,6494 

0 

0,018404 

0 

1 

0,875327 

1 

12,37113 


U evolution correspondante de la valeur de la dette est egale a : 



AL 

14 

Dette + c1(0) 

15 

-14,8141546 

16 

0,547898255 

17 

-0,20814157 

18 

4,179352213 

19 

21,11060946 

20 

-5,28002219 

21 

5,685465756 

22 

-28,4489044 

23 

8,001270268 

24 

-4,85053758 

25 

80,50515746 

26 

-31,3489523 

27 

68,29900567 

28 

0,609714763 

29 

103,9877612 



A 

N 

AC 

AP 

14 

var. c 

hIsl-hOsO 

hIcl-kOcO 

15 




16 

-0,610199 

1,1713048 

-0,3996105 

17 

2,007222 

-0,387572 

3,4376176 

18 

1,294181 

1,1111937 

1,7247544 

19 

0,883071 

3,0513882 

0,890408 

20 

-0,695599 

-0,051438 

-0,2977846 

21 

-0,773009 

-0,199386 

-0,6031967 

22 

-0,085875 

5,1172703 

-0,395684 

23 

-0,651448 

10,755058 

-0,1845609 

24 

-0,110818 

0,0860385 

-0,2298561 

25 

-0,1465 

5,5473621 

-0,7514918 

26 

-0,096793 

12,76552 

-1,1187401 

27 

-0,002005 

0,8283964 

-0,0539844 

28 

-6,6E-07 

0,0011948 

-0,37E-05 


Detaillons les calculs. La cellule AL15 est egale a la dette a laquelle s’ajoute 
le prix du call a couvrir, cl, que nous devons recuperer a la fin de la simulation si 
le portefeuille constitue replique bien ce call. En vertu des equations precedentes, le 
montant qui se trouve dans la cellule AL15 est egal a: (hS + kcj), ce qui en termes 
de notre chiffrier, correspond a : 

AL15 = (AH15 * AB15) + (AE15 * AI15) 

Par la suite, la variation de la dette est egale a : 

Adette = -Acj + A(hS) + A(kc 2 ) 
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Les variations de Cj sont calculees a partir de la formule de Black et Scholes. A titre 
d’exemple, a la cellule AL16, on retrouve la formule suivante : 

AL16 = -AN16 + A016 + AP16 


et ainsi de suite. 


On voit a la cellule AL29 que la valeur finale de la dette et du call est de 103,98. 
En retranchant le prix d’exercice, on retrouve bien son prix donne par I’equation de 
Black et Scholes, soit 3,98$. La couverture s’avere done juste. Un cas pour lequel 
I’option 1 finit hors-jeu se lit an tableau 4.9. 

L’ evolution de la dette et du call est alors la suivante : 



A L 

14 

Dette + C1{0) 

15 

-14,8141546 

16 

-1,36767954 

17 

0,446876645 

18 

4,804632842 

19 

5,091181355 

20 

-18,6602265 

21 

-2,93862763 

22 

-0,9406797 

23 

10,6353058 

24 

-13,8811506 

25 

8,380532123 

26 

25,50434982 

27 

1,718707272 

28 

0,008693941 

29 

3,987761168 


On retrouve alors directement le prix du call donne par I’equation de Black et Scholes, 
soit 3,98$. On en conclut done qu’une couverture delta-gamma est beaucoup plus 
precise qu’une couverture delta. 

Nous pouvons egalement mesurer la performance d’une couverture delta 
et d’une couverture delta-gamma en couvrant 1’ option d’ achat vendue la premiere 
semaine'^ et en examinant la valeur du portefeuille gere passivement apres une semaine 
et apres 13 semaines, puisque 1’ option couverte a ici une echeance de 13 semaines. 
On imagine alors divers prix de Taction et on examine revolution du portefeuille sous 
ces divers prix. Pour effectuer ces calculs, nous nous servons des deux calls qui se 
retrouvent au tableau 4.10. La seule difference entre ces deux calls est Techeance. 


19. On retrouve cette approche chez Jackson et Staunton (2001), p. 190-192. 
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Tableau 4.9 Simulation d’une operation de couverture pour laquelle Toption termine hors-jeu 
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Tableau 4.10 Donnees du probleme de couverture 



Bl 

BJ 

BK 

B 

BM 

1 

S 

100 


S L 

100 

2 

X 

100 


X 

100 

3 

T 

0,25 


T 

0,5 

4 

rf 

0,02 


rf 

0,02 

5 

sigma 

0,2 


sigma 

0,2 

6 






7 

Prix du call (cl) 

4,2321656 


Prix du call {c2) 

6,120657 

8 

N(d1) 

0,5398279 


N(dl) 

0,556231 

9 

dl 

0,1 


dl 

0,141421 

10 

n{d1) 

0,3969525 


n(dl) 

0,394973 

11 

gamma 

0,0396953 


gamma 

0,027929 


Examinons d’abord une couverture delta geree passivement apres une semaine. Au 
moment de la couverture, le portefeuille V vaut : 

V = hS - B - Cj 

Les details de la couverture passive se retrouvent se lisent au tableau 4.11. 

La premiere semaine, on annule V en utilisant le delta du call a ce moment-la, soit 
0,53. On a alors I’equation suivante: 

V = (0,53x100)- 49, 75 -4, 23=0 

Dans cette equation, 4,23 represente la valeur du call lors de son emission et 49,75 
est la dette contractee pour financer la valeur du portefeuille d’actions diminuee de la 
prime encaissee. Puis on maintient ce portefeuille passif jusqu’a I’ecbeance du call. 
La dette s’accumule au rytbme des interets a payer, soit: 


Tableau 4.11 Couverture delta passive d’un call de trois mois 



AQ 

AR 

AS 

AT 

AU 

AV 

AW 

AX 

AY 

15 

S 


T1 

T2 

c 

N(d1) 

B 

h 

V 

16 

100 

0 

0,25 

0,5 

4,232166 

0,539828 

49,7506239 

0,539828 

0 

17 

100 

1 

0,230769 

0,480769 

4,057268 


49,7697625 


0,155759 

18 

100 

2 

0,211538 

0,461538 

3,875664 


49,7889084 


0,318217 

19 

100 

3 

0,192308 

0,442308 

3,686419 


49,8080616 


0,488308 

20 

100 

4 

0,173077 

0,423077 

3,488359 


49,8272223 


0,667209 

21 

100 

5 

0,153846 

0,403846 

3,27997 


49,8463903 


0,856429 

22 

100 

6 

0,134615 

0,384615 

3,059252 


49,8655656 


1,057972 

23 

100 

7 

0,115385 

0,365385 

2,823454 


49,8847484 


1,274587 

24 

100 

8 

0,096154 

0,346154 

2,568618 


49,9039385 


1,510233 

25 

100 

9 

0,076923 

0,326923 

2,28867 


49,923136 


1,770983 

26 

100 

10 

0,057692 

0,307692 

1,973386 


49,9423409 


2,067063 

27 

100 

11 

0,038462 

0,288462 

1,602832 


49,9615532 


2,418404 

28 

100 

12 

0,019231 

0,269231 

1,125557 


49,9807729 


2,87646 

29 

100 

13 

0,00001 

0,25 

0,025241 


50 


3,957548 
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Tableau 4.12 Couverturedelta-^mma pasavecfun call detroismois 
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les intervalles decalculsetant d'unesemaine. Certes, la valeur du call diminueau fur 
et a mesure que I'on se rapproche de I’echeance. Comme le prix de I'action demeure 
a 100 dans cette simulation, la position nette de I 'invest! sseur mesuree par V est de 
3,95$, ce qui correspond grosso modo a la primetouchee par celui-ci au moment de 
la couverture, I'option ayant dans ce cas termine hors-jeu. Certes, les interets payes 
par rinvestisseur se retranchent a la prime touchee lors de la couverture. 

Envisageons maintenant une couverture passive delta-gamma. Le portefeuille 
V est alors egal a: 

V = hS - Cj -r kCj - B 

f 

ou k = — et h = - k 82 . Les details du calcul de la couverture delta-gamma 

^2 

passive se lisent au tableau 4.12. 

Lors de la couverture initiale, le portefeuille V est egal a: 

V = (-0, 25 X 100) - 4, 32 -r (1, 42 x 6,12) - (-20, 60) = 0 

On volt que la couverture delta-gamma du call c^ est bien differente de la couverture 
delta. D'abord, h est negatif, c'est-a-dire qu'on vend a dkouvert des actions pour 
couvrir Cj. Ensuite, on doit effectuer un pret plutot qu'un emprunt pour couvrir ledit 
call. 

A la figure 4.6, on retrouve I e portefeuille V sous une couverture delta et sous 
une couverture delta-gamma apres une semaine, le portefeuille V n'ayant pas ete 
ajuste. On poursuit id en effet une strategie passive plutot qu'une strategie active ou 
dynamique. Sur I'axe des abscisses apparait un intervalle de prix raisonnable pour 
les variations du prix de I'action aprfe une semaine. Comme on peut le constater, la 
couverture delta peut donner lieu a des flux monetaires non negligeables si le prix 
de I'action varie sensiblement d'une semaine a I'autre. Pour sa part, la couverture 
delta-gamma est beaucoup plusfiable. Les flux monetai res sont quasi nuls quelle que 
soit revolution du prix de I'action d'une semaine a I'autre. 

Figure 4.6 Evolution de V pour une couverture delta 

et une couverture delta-gamma apr» une semaine 



Delta 

Delta-gamma 


Prix de I'action 
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Qu’en est-il du portefeuille V s’il est gere passivement apres 13 semaines ? On 
remarque a la figure 4.7 que le portefeuille V couvert initialement par la procedure 
delta peut subir des pertes appreciables si le prix de Faction s’eloigne beaucoup du 
prix initial, et ce, quel que soil le signe de la variation. Par ailleurs, la couverture 
delta-gamma assure une protection beaucoup plus grande. 

L’ evolution de V en fonction du prix de Faction s’assimile a la strategic 
du papillon que nous avons examinee au cbapitre 1. Le second call agit a titre de 
protection lors d’une variation appreciable du prix de Faction, que cette variation soit 
baussiere ou baissiere. Les ailes de la strategic se relevent lorsque la variation du prix 
de Faction est importante, et elles protegent de la sorte le portefeuille V. 


Figure 4.7 Evolution de V pour une couverture delta 

et une couverture delta-gamma apres 13 semaines 



Delta 

— Delta-gamma 


Prix de Taction 


Resume 

Dans ce cbapitre, nous avons presente une formule qui devait revolutionner la finance 
moderne : celle de Black et Scholes. Cette formule a exerce un tel impact sur les 
marches financiers que Fon croit, a tort ou a raison, que les prix du marche des options 
sont etablis en conformite avec la formule de Black et Scholes plutot qu’en vertu du 
jeu fibre de Foffre et de la demande ! C’est done dire a quel point la formule de Black 
et Scholes s’est ancree tres fermement dans les marches financiers. 

Comme nous avons pu le constater, les grecques, qui sont etablis a partir de 
la formule de Black et Scholes et qui servent a mesurer la sensibilite des prix des 
options a ses divers parametres, jouent un tres grand role dans la couverture d’un 
portefeuille contre le risque auquel il est expose. Le delta est particulierement impor- 
tant pour obtenir un portefeuille delta-neutre, e’est-a-dire qui n’est plus sensible aux 
variations a court terme du prix de Faction. Mais, pour demeurer delta-neutre, un 
tel portefeuille doit etre soumis a une strategic dynamique, en ce sens qu’il doit etre 
rajuste constamment, car le delta de F option est en constante evolution. Une telle 
strategic peut donner lieu a des frais de transaction onereux, au point de ne plus etre 
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applicable. Pour pallier a ce probleme, on peut integrer le gamma lors du calcul de 
la couverture, ce grec representant la convexite du prix de I’option. On aura alors 
un portefeuille delta-gamma neutre. Mais cette couverture exige que Ton introduise 
une autre option dans le portefeuille de maniere a ramener la position gamma du 
portefeuille a zero. 

Finalement, nous avons constate que la generalisation de la formule de Black 
et Scboles permettait de valoriser une grande variete d’ options europeennes, autres 
que les plain-vanilla. Cette formule permet en effet de calculer les prix des categories 
suivantes d’options europeennes : options ecrites sur une action qui verse un divi- 
dende, options sur devises, options sur contrats a terme et options sur obligations, 
cette derniere categorie n’etant qu’une simple transposition de la formule des options 
sur contrats a terme. La formule de Black et Scboles fait done montre d’une grande 
flexibilite, mais elle presente egalement des defauts, comme nous serons a meme de 
le constater au cours des proebains ebapitres. D’abord, elle suppose que la volatilite 
du rendement de Paction est constate, ce qui donne lieu a une sous -evaluation des 
actions qui sont sensiblement en debors de la monnaie. On designe ce pbenomene 
sous le vocable smile, bien que le smile concerne davantage les options ecrites sur 
des devises que sur des actions. Ensuite, la formule de Black et Scboles suppose que 
la distribution des rendements de Paction est gaussienne, ce qui ne semble pas se 
verifier pour les rendements joumaliers et intrajournaliers, e’est-a-dire les rendements 
mesures a baute frequence. Incidemment, les deux deficiences du modele de Black et 
Scboles que nous venons de signaler sont en interaction. Le smile que Pon remarque 
du cote des options sur devises serait en effet cause par une distribution leptokurtique 
des rendements des prix des devises. 
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CHAPITRE 


5 

LES OUTILS 
DU CALCUL NUMERIQUE 


Pour bien assimiler les methodes du calcul numerique dans ses rapports avec le 
calcul des prix des produits derives, il faut maitriser un certain nombre de concepts 
et tbeoremes. L’un des ces concepts est celui de I’univers neutre au risque, qui est 
somme toute tres particulier au monde des produits derives. Dans un tel univers, 
on pent en effet evaluer un produit derive en termes de son sous-jacent en faisant 
comme si les investisseurs n’eprouvaient aucune aversion au risque. On pent des lors 
actualiser les flux monetaires d’un produit derive au taux sans risque, ce qui simplifle 
enormement les calculs, car on pent faire abstraction du prix du risque pour evaluer 
un produit derive, le prix du risque etant repute nul dans un univers neutre au risque. 
Jusqu’a Black et Scboles (1973), on evaluait les produits derives en se campant dans 
le monde reel, c’est-a-dire que Ton devait prendre en compte la prime de risque 
du sous-jacent pour actualiser les flux monetaires d’un produit derive de maniere a 
calculer son prix. Samuelson faisait face a ce dilemme lorsqu’il voulut valoriser un 
warrant. Tune des seules categories d’options transigees avant 1973. Des lors, une 
grande part d’arbitraire s’incorporait dans le prix d’une option, car le prix du risque 
est fort difficile a evaluer, n’etant pas observable. 

Black et Scboles ont revolutionne la finance moderne en 1973 en se campant 
d’emblee dans I’univers neutre au risque pour calculer le prix d’une option europeenne 
classique. En effet, ils ont forme, en exploitant la correlation entre le prix de I’option 
et celui de son sous-jacent, un portefeuille sans risque. Pour un call europeen, ce porte- 
feuille est constitue d’un call et de delta' action vendue a decouvert. Ce portefeuille 


1. Rappelons que le delta d’une option est la derivee du prix de I’option par rapport au prix de son 
sous-jacent, une action en I’occurrence. 
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est alors parfaitement couvert {hedged), et par consequent sans risque, et son taux 
de rendement ne pent alors etre que le taux sans risque. Des lors. Ton se situe dans 
I’univers neutre an risque pour valoriser un produit derive. 

Le theoreme de Feynman-Kac nous permet de calculer le prix d’un produit 
derive comme I’esperance de ses cash-flows a recheance {payoffs). En effet, le 
theoreme de representation de Feynman-Kac nous permet de representer (d’oii son 
appellation) sous certaines conditions une equation differentielle du type de celle de 
Black et Scholes comme une esperance. Plutot que d’evaluer le prix d’un produit 
derive en termes de son equation differentielle, ce qui pent s’averer laborieux, on 
pent done, en recourant an theoreme de Feynman-Kac, le calculer en termes de 1’ es- 
perance de ses cash-flows finaux. Dans Funivers neutre an risque, I’actualisation de 
ces cash-flows s’effectue par le biais du taux sans risque de maniere a en arriver au 
prix du produit derive. Ce prix est done egal a 1’ esperance neutre au risque des cash- 
flows finaux de I’option. Certes, si I’option est americaine, done exer^able en tout 
temps, cette regie de calcul se complique quelque peu puisqu’on doit alors prendre 
en compte la date optimale d’exercice^. Mais, meme dans cette situation, le principe 
du calcul demeure le meme. 

Fe theoreme de representation de Feynman-Kac est tres utile puisqu’il nous 
permet de recourir a la simulation de Monte Carlo pour calculer le prix d’un produit 
derive. En effet, la simulation de Monte Carlo est toute designee pour evaluer une 
integrate quelconque, et une esperance est justement une integrate. A partir d’un 
modele stochastique du prix du sous-jacent, la simulation de Monte Carlo permet de 
calculer la distribution des cash-flows d’un produit derive a son echeance et la moyenne 
de ces cash-flows est ensuite actualisee au taux sans risque pour devenir le prix dudit 
produit derive. Fa simulation de Monte Carlo fera I’objet d’un chapitre ulterieur. 

Mais comment passer du monde reel a Funivers neutre au risque ? Ces univers 
sont tres differents, car dans le monde reel, on observe les probabilites objectives et 
dans le monde neutre au risque, les probabilites dites neutres au risque. Fors de la 
transformation des probabilites objectives en probabilites neutres au risque, des primes 
de risque s’ajoutent aux probabilites neutres au risque, mais elles sont oubliees pour 
le reste des calculs. 

C’est le theoreme de Girsanov qui nous permet de transformer les probabilites 
objectives en probabilites neutres au risque. Fa transformation s’effectue au niveau 
du processus stochastique du sous-jacent. Comme nous le verrons dans ce chapitre, 
le theoreme de Girsanov ne modifie que la derive {drift) du processus stochastique 
du sous-jacent et non sa volatilite. Cette transformation corrige la derive du prix 
du risque. Certes, il s’ensuit automatiquement un ajustement au niveau de la partie 
stochastique du sous-jacent. A la suite de cette transformation, le sous-jacent devient 


2. On parle plus precisement d' optimal stopping time. 
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une martingale^. II faut comprendre ici toute 1’ importance du concept de martingale 
dans le domaine du pricing des produits derives. En effet, si le sous-jacent n’evolue 
pas selon une martingale, alors le prix du produit derive ne sera pas juste (fair) en ce 
sens qu’il y aura alors possibilite d’ arbitrage a la suite du calcul du produit derive, 
alors que le pricing vise justement I’absence d’arbitrage. Martingale et univers neutre 
au risque vont done de pair‘d. 

Le passage de I’univers reel a I’univers neutre au risque se traduit veritablement 
par un changement de numeraire. On dit communement que Ton passe de la mesure 
P, soit la mesure donnee par les probabilites objectives, a I’univers Q, soit la mesure 
donnee par les probabilites neutre au risque. C’est la derivee de Radon-Nykodym 
qui nous permet de transformer les probabilites de la mesure P a la mesure Q. Les 
probabilites sous la mesure Q ponderent davantage les evenements defavorables a 
I’investisseur que sous la mesure P, car I’actualisation s’effectue au taux sans risque 
sous la mesure Q alors qu’elle integre la prime de risque sous la mesure P. II y a ici 
un effet de vases communicants. Black et Scboles out cboisi I’actif sans risque comme 
numeraire de leurs calculs. Mais Ton peut tout aussi bien en cboisir un autre s’il faci- 
lite les calculs. A litre d’exemple, on utilise souvent comme numeraire I’obligation a 
coupon zero pour calculer les prix des produits derives sur taux d’interet. 


1. Quelques regies de base en calcul stochastique 

Un modele stoebastique comporte la plupart du temps une equation differentielle. 
Par exemple, si on suppose que la variable x obtempere a un mouvement brownien 
aritbmetique, on ecrira : 

dx = u(x,t)dt + a(x,t)dz (1) 

oil p, est la derive du processus, a, la volatilite de x et dz, un processus de Wiener 
egal a eVdt oil e ~ N(0, 1) . Mais il faut comprendre ici que cette equation n’est qu’un 
raccourci de I’integrale stoebastique qu’elle represente, e’est-a-dire : 

t t 

X, = Xo + jp(x,,s)ds+ ja(x^,s)dz^ 

0 0 

Par consequent, equation differentielle stochastique et integrate stochastique vont de 
pair, la premiere etant une representation schematisee de la seconde. 


3. La variable X,, disons le prix d’une action, est une martingale si E(X,_,|) = X„ e’est-a-dire que 
le meilleur estimateur de Xj^j est sa valeur observee aujourd’hui, soit Xj. La derive (drift) d’une 
martingale est done nulle. 

4. En anglais, on parle communement de risk-neutral pricing ou de martingale pricing. Voir a ce sujet 
C.F. Huang et R.H. Litzenberger (1988), Foundations for Financial Economics, Elsevier, North- 
Holland, chapitre 8. 
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Par ailleurs, les regies de differenciation en calcul stochastique different de 
cedes du calcul differentiel et integral classique, etant donne la place preponderante du 
temps dans le calcul. Nous donnons ci-apres les principales regies de differenciation 
du calcul stochastique^. 

Supposons que x suive le processus donne par I’equation (1) et soit deux 
fonctions : f(x,t) et g(x,t). Envisageons dans un premier temps la derivee de x". En 
calcul differentiel classique, cette differentielle serait de : 

d(x")=nx"-‘dx 

En calcul stochastique, etant donne la dependance de x de t, on doit ajouter un terme 
additionnel : 


d(x") = nx" 'dx H — n(n - l)x" ^a^dt 


En calcul differentiel et integral traditionnel, on aurait : 

d(e’‘) = e’‘dx 

Un terme de variance s’ajoute pour cette differentielle en calcul stochastique : 


d(e^) = 


1 2 

dx H — a dt 
2 


Par ailleurs, une comhinaison lineaire des fonctions f et g a la meme equation diffe- 
rentielle, que Eon soit en calcul differentiel classique ou stochastique, c’est-a-dire : 

d(af + bg) = adf -I- bdg 


Mais la differentielle du produit de ces fonctions ou de leur ratio differe. En calcul 
differentiel classique, la differentielle du produit fg est egale a : 

d(fg) = fdg-i-gdf 


Par ailleurs, en calcul stochastique, cette differentielle est egale a : 

d(fg) = fdg -I- gdf -I- a"4g„dt 


Einalement, en calcul differentiel classique, la differentielle du ratio des deux fonc- 
tions est de : 


d 



gdf -fdg 


5. On retrouvera, entre autres, ces regies chez Quittard-Pinon (2002). 
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En calcul stochastique, la meme differentielle devient : 


d 



gdf-fdg a r . . 1 .. 

^ gx gfx-fgx dt 

g g 


2. Les martingales® 

Nous donnerons d’abord un aper9u intuitif de la notion de martingale puis nous 
passerons a une formulation plus formelle de ce concept. 

On dira qu’un processus stochastique est une martingale relativement a 1’ en- 
semble d’information fi si : 

E(x,^,|Q) = x, 

Autrement dit, la meilleure prevision de Xj^j est Xj, cette derniere variable etant censee 
incorporer toute 1 ’ information disponible jusqu’au temps t. 

Si X, est une martingale, alors son processus peut se representer comme un 
processus autoregressif du premier degre dans lequel le coefficient de x,_j est egal a 
r unite : 

X, =Xj_jH-V, ouE(vJq)=0 

Autrement dit, un tel processus stochastique comprend deux composantes : i) ce qui 
peut etre predit une fois I’ensemble d’information Q connu; ii) ce qui ne peut etre 
predit. On peut aussi ecrire Xj comme suit : 

X, = E(x,|Q)-tv, 

E’ equation de Xj comporte une racine dite unitaire, le coefficient de x^_j etant egal a 
r unite. Ea serie chronologique x, est done non stationnaire. 

E’ intuition du concept de martingale etant donnee, nous en fournissons 
maintenant une version plus formelle. Une martingale est un processus stochastique 
sans derive. Soit une variable P qui represente une martingale. On peut alors la 
definir comme : 


dP = adz 


6. Pour rediger cette section, nous nous inspirons de: J.C. Hull (2003), chapitre 21. On consultera 
egalement I’excellente introduction aux martingales de R. Tavella (2002). 
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ou dz est un processus de Wiener. La variable ct peut etre elle-meme definie par un 
processus stochastique. Elle peut dependre de P ou d’autres variables stocbastiques. 
Une propriete desirable d’une martingale est que son esperance a tout moment futur 
soit egale a sa valeur actuelle (valeur d’aujourd’bui), soit: 

E(Pt)=Po (2) 

oil P|, et P.p sont les valeurs de P au temps 0 et T, respectivement (T > 0). Une diffe- 
rence de martingale est alors definie par : 

E(P^-P„) = E(P,)-P„ 

et elle est egale a 0 dans ce cas. Ea difference de martingale mesure en I’occurrence le 
changement espere. Pour interpreter ce resultat, considerons ce qui suit. En supposant 
que les petits changements de P sont distribues normalement avec une moyenne de 0, 
r esperance de la variation de P sur n’importe quel petit intervalle de temps est done 
nulle. Ea variation de P entre les temps 0 et T est la somme de ses constituantes que 
sont les petites variations de P sur de petits intervalles de temps. Elle est done egale 
a zero. En termes matbematiques, on a done : 

E(dP) = 0 

et nous savons que : 

ap = p,-p„ = Xap. 

pour de petits A;P. II suit : 

e(Pt-Po) = Se(ap.) = o 

Definissons f et g comme etant des prix d’actifs transiges qui ne dependent que 
d’une seule source d’ incertitude (un seul facteur). En supposant que ces actifs ne gene- 
rent aucun flux de revenus durant la periode consideree, definissons egalement : 

^ = - (3) 

g 

soit le prix relatif de f par rapport a g. II mesure le prix de f par unite de g plutot 
qu’en dollars. E’actif g prend le nom de « numeraire », une appellation tres classique 
en sciences economiques. 

Un resultat important connu sous le nom de mesure de martingale equivalente 
montre que, lorsqu’il y a effect! vement absence d’ arbitrage, 4> est une martingale 
en considerant un certain cboix du prix du risque : \ = (p. - r)/a. De plus, pour un 
numeraire donne g, le meme cboix du prix du risque \ fait en sorte que cf) est une 
martingale pour tout actif f. Puisque dans notre cas le drift (derive) est nul, le cboix 
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du prix du risque se limite a la volatilite de g. Done, dans ce cas, lorsque le prix du 
risque est suppose egal a la volatilite de g, le ratio f / g est une martingale pour tout 
actif de prix f. 

Afin de prouver ce resultat et, en I’occurrence, le clarifier, considerons ce 
qui suit. Supposons que les volatilites de f et de g soient respectivement et o^. 
Supposons egalement que les processus stochastiques de f et de g soient donnes par 
des mouvements browniens geometriques classiques : 

df 

y = Pidt + afdz 


g 


Pjdt + Ogdz 


Sachant que X 


p-r 


, alors on a: p = r + \ct. Done on pent definir les derives 


a 

de ces processus sachant que X = par: 


p, = r + aga, 
b2 =r + ctg 

d’ou on obtient les processus de f et de g definis en termes du prix du risque, soit : 

y = (r + )dt + a^dz 


g 


(r + a^)dt + a^dz 


Nous connaissons egalemenf le resultat desormais classique obtenu a partir du lemme 
d’lto que pour un processus, par exemple, G = In f, on obtient le resultat que ce 
processus est donne par: dlnf = (pj-aj /2)dt + Ojdz . En appliquant ce resultat a 
nos deux processus, on obtient : 

dlnf = (r + /2^dt + a^dz 


Le processus de ln(|) = In 


f 


ding = (r + Og /2)dt + Ct^dz 
= Inf- Ing est done : 


g; 


dln(|) = d(lnf-lng)=dlnf-dlng = (ct^af - aj / 2 - /2^dt + - a^jdz 
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Pour determiner le processus de 4> = f / g a partir de In 4>, il suffit d’ appliquer le lemme d’ Ito 
en definissant correctement notre fonction G. Nous rappelons ici le lemme d’lto applique 
sur une fonction G = ln(x) en supposant que x est un mouvement brownien geometrique 


. , . I 3G 3G 1 d^G 

de moyenne a et de variance b , soit : dG = — a H 1 b 

^ ' 3x at 2 3x" 


dG 

dtH bdz . Dans 

dx 


le cas qui nous interesse, definissons G = f/ g, x = f/ g = f*, a = pf* et b = af-a^, 
alors on obtient : 


' 3f* at 2 (df*f 


dG 


dG = (0 + 0 + 0)dt + 1(0, - a )f * dzw 


f if 

g U; 


( 4 ) 


L’ equation (4) demontre que (3) est en fait une martingale. Ceci nous retourne done 
le resultat desire. Un monde oil le prix du risque est est un monde defini comme 
etant neutre au risque a terme {forward risk neutral) par rapport a g. Parce que 
(f /g) est une martingale, en utilisant (2) et en definissant (j)., = f., / gj, (|)q = f^ / gg, 
on a : 


(^t) “ ^0 


( 5 ) 


oil Eg (.) est I’esperance dans un monde qui est neutre au risque a terme par rapport 
a g. Enfin, on pent reecrire (5) comme suit : 




Af A 

lx 


very 


fo = goE, 


Af A 

ij 


v&T y 


( 6 ) 


L’ equation (6) est a la base du pricing des actifs contingents et est done d’une impor- 
tance capitale. Elle nous dit qu’un actif derive peut etre valorise simplement par le 
calcul d’une esperance. 


3. Le MONDE NEUTRE AU RISQUE ET L'EQUATION DE FeYNMAN-Kac’ 

S’introduire dans le monde neutre au risque nous permet de calculer de fagon exacte 
le prix d’un produit derive. Nous avons vu auparavant comment Black et Scboles 
avaient reussi a calculer le prix d’une option d’ achat europeenne en faisant abstraction 


7. Pour cette section, nous nous inspirons de I’excellent texte de Bjork (1998). 
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du rendement espere d’une action. En effet, seul le taux sans risque apparait alors 
dans leur equation differentielle. Dans le monde reel, le prix de Taction obtempere 
au processus stochastique suivant si Ton suppose qu’il evolue selon un mouvement 
brownien geometrique : 

dS = pSdt + aSdz 

oil dz represente un processus de Wiener. Par ailleurs, dans le monde neutre au risque, 
Tequation differentielle du prix de Taction s’ecrit: 

dS = rSdt + aSdz 

La derive de Tequation, p,, a done ete remplacee par r lorsque Ton passe du monde 
reel au monde neutre au risque. Cette transformation simplifie de beaucoup les calculs 
car r est directement observable alors que p ne Test pas. 

Nous avons vu auparavant comment Black et Scboles s’y etaient pris pour 
transiter du monde reel a Tunivers neutre au risque. Ils ont tout simplement exploite 
la correlation qui existe entre le prix d’une option et le prix de son sous-jacent pour 
constituer un portefeuille a Tabri de tout risque. Ce portefeuille, designe par Tl , est 
constitue d’une option d’acbat et de delta action vendue a decouvert. Ce portefeuille 
est done egal a : 

n = C- AS 

oil C est le prix de Toption d’acbat. A, le delta de Toption et S, la valeur du sous- 
jacent de Toption, en Toccurrence une action. Comme ce portefeuille est a Tabri 
de tout risque, son rendement est egal au taux sans risque si Ton veut une absence 
d’arbitrage. On a done : 

= rdt 

n 

On pent alors etablir Tequation differentielle de C sans reference a la prime de risque 
de Taction. On obtient Tequation differentielle de Black et Scboles qui permet d’ex- 
primer C sous une forme analytique, soil la celebre formule de Black et Scboles. 

Tavella (2002) presente de fa^on simple le tbeoreme de Feynman-Kac qui 
est a la base du recours a la simulation de Monte Carlo pour valoriser des produits 
derives. Soil Tequation differentielle suivante: 

dy, =pdt-i-adz 

En vertu du tbeoreme de Feynman-Kac, Tesperance suivante : 

f(y,t) = E^,,[g(y(T))] 
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est la solution de I’equation differentielle : 


3f 3f 1 
■ + |a, — + — a 


2 a'f 


3t dy 2 dy 


= 0 


sous la condition finale : 

f(y,T) = g(y) 


Voyons ce que signifie ce theoreme dans le cadre du modele de Black et 
Scholes. On rappelle que I’equation differentielle de Black et Scholes se formule 
comme suit : 


ac 1 2 o2 3 c ^ „ 

— + -a"s " — 7 + rS — -rC = 0 

at 2 as" as 


oil C est le prix du call europeen recherche. La condition finale de cette equation 
s’ecrit: 

c(s,t) = [s(t)-x7 

c’est-a-dire que le payoff final de I’option est egal a sa valeur intrinseque. Selon 
r equation de Feynman-Kac, la solution de cette equation differentielle est egale a 
I’esperance suivante: 

Co = e-^"E‘5[(S(T)-Xr)] 

oil represente I’operateur d’esperance dans un monde neutre au risque. En recourant 
a cette expression, le prix d’un call europeen devient done facile a calculer sous une 
simulation de Monte Carlo. II suffit de calculer des scenarios de S, et pour chacun de 
ces scenarios, on calcule les payoffs de I’option. On fait alors la moyenne des payoffs 
de tons les scenarios que Eon actualise au temps present. Cette moyenne actualisee 
nous donne le prix du call. 

E’ equation : Cq = e (C,.) , oil C^^ est le payoff fma\ de I’option, est condi- 
tionnee par le choix du numeraire. En effet, son expression generale est de : 



(7) 


oil N est un numeraire quelconque et oil on a ajoute I’indice 0 aux variables du 
memhre de gauche pour hien faire ressortir qu’elles sont mesurees au temps present, 
par opposition aux variables du memhre de droite, qui sont mesurees a I’echeance T 
de r option d’ achat. Si le numeraire est un bon (depot) et que sa valeur au temps 0 
est standardisee a 1 $, c’est-a-dire Nq = 1 $, alors est egal a (1+r)^ si on suppose 
que le taux d’interet est fixe et que la composition des interets est discrete. E’ equation 
(7) pent alors etre reecrite : 
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(l + r) 

Certes, si on suppose que la composition des interets est continue plutot que discrete, 
on aurait plutot : 

Co = e-^"E'^(C,) 

forme que Ton retrouve plus frequemment dans la litterature financiere. Par contre, 
on pent choisir comme numeraire une obligation a coupon zero qui verse 1 $ a son 
echeance, toujours en supposant un taux constant. Nq est alors egal a e""^^ et N.p vaut 

I $. L’ equation (7) s’exprime alors : 

^0 = pdf ^ 
e I 1 

II s’ensuit que : 

Co = e-^"E^(C,) 

II resulte que ces deux numeraires, en supposant un taux d’interet constant, 
se traduisent par une forme equivalente de I’esperance neutre au risque dans ce cas, 
mais cette forme pent varier grandement selon le choix du numeraire et du modele 
stochastique du taux d’interet. 

Le theoreme de Feynman-Kac pent etre generalise a une option qui comporte 
plusieurs sous-jacents. Supposons n sous-jacents yj, chacun d’eux se pliant au 
processus stochastique suivant : 

dy, =p,dt + ajdZj 


Toujours en vertu du theoreme de Feynman-Kac, Tesperance suivante : 
f(y,,y„...,y„,t) = E[g(y,(T),y,(T),...,y„(T))] 
est la solution de Tequation differentielle : 


ou Pi- = 


cov(dZ;,dz.) 
dt 


3f ^ 3f 1 ^ 3f 

— +/ hi + “/ PiiCtiCti = 0 

at ifo ‘dy, 2^^-^ ‘ ^ay.ay^ 


. La condition finale de cette equation est : 
f(ypy2— ^yn’T) = g(y„y2,...,yJ 
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Nous sommes maintenant en mesure de fournir une version plus formelle de 
I’equation de Feynman-Kac. Supposons I’equation differentielle suivante pour F, 
solution au probleme de valeurs des homes {boundary value problem ) : 

3F 3F 1 , a^F 

— (t,x) + p(t,x)— + -a (t,x)^(t,x)-i-F(t,x) = 0 
dt dx 2 dx 

F(T,x) = 0(x) 

Supposons egalement que le processus : 

dF 

a(s,XJ— (s,XJ 
dx 

est dans I’espace ou X est defini ulterieurement. Alors F admet la representation 
suivante sous forme d’esperance : 

F(t,x)=e-^‘^-‘>E,_JO(X,)] 

oil 0(X^)est le payoff final de I’option et X satisfait I’equation differentielle 
stochastique : 

dX^ = p(s, X Jds + a(s, X JdW^ 


X , = X 


Illustrons ce theoreme par I’exemple suivant. On veut trouver la solution de 
r equation differentielle partielle*: 


dt 


(t,x) + -a^ 


d"F 

dx" 


(t,x) = 0 


F(T,x) = x" 


oil a est une constante. 

En vertu du theoreme de Feynman-Kac, nous avons immediatement : 


F(t,x) = EjXfl 


8. Cette equation a la meme tonne que I’equation de la chaleur en physique, qui s’ecrit corame suit: 

— = a'^-v ou a" = - — . Certes, la solution differera en fonction des conditions aux homes. 
3t 3x" 2 

Dans notre probleme, la condition aux homes a trait au payojf final de F, c’est-a-dire : F(T,x) = x^. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, bout Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


Les outils du calcul numerique 1 69 


oil 


dX^ = Ods + a dW, 

X. = x 


La solution de cette equation est donnee par : 

X^ = x + a[WT- W,] 

Alors X^ suit une distribution normale N[x, oVT- t] . On trouve done que la solution 
pour F(t,x) est donnee par : 

F(t,x) = E[x^]= V(X^) + (e[x^])" 

= a"(T-t) + x" 

Nous venons de traiter le cas d’une variable. La generalisation au cas a plusieurs 
variables s’effectue simplement. Essentiellement, on obtient le meme resultat pour la 
representation sous forme d’esperance de Feynman-Kac, e’est-a-dire : 

E(t,x) = e-<^-'>E,,[0(X,)] 

oil F : X R" — > R est la solution d’un probleme aux conditions de bornes et 0(X.j.) 

est le payoff fmdl de I’option. L’ equation differentielle de F pour le cas a plusieurs 
variables s’ecrit: 

3F ^ 3F 1 ^ 3^F 

— (t,x) + ^p,(t,x) — (t,x) + -^Cij(t,x)— — (t,x)-rF(t,x)=0 
dt dx_ 2 i dXjdXj 

Avec, bien sur, comme condition aux bornes le payoff final : 

F(T,x) = 0(x) 


4. Le theoreme de Cameron-Martin-Girsanov 

Le theoreme de Cameron-Martin-Girsanov®, du aux trois auteurs portant ces noms, 
est plus communement appele, par souci de simplification, « theoreme de Girsanov». 
Comme nous le mentionnions precedemment, les probabilites du monde reel diffe- 
rent de celles du monde neutre au risque, ces dernieres comprenant des primes de 
risque. Disons que les probabilites du monde reel sont mesurees sous la mesure P et 
celles du monde neutre au risque, sous la mesure Q. Pour faire transiter une equa- 


9. I.V. Girsanov (1960) et R.H. Cameron et W.T. Martin (1944). On eonsultera egalement les adaptations 
de ee theoreme par Tavella (2002) et par James et Webber (2000). 
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tion stochastique de la mesure P a la mesure Q, on recourt justement an theoreme de 
Girsanov. Comme nous le verrons, cet ajustement a pour effet de modifier la derive 
du processus stochastique suivi par le sous-jacent sans modifier la volatilite de ce 
dernier. 


En termes simples, le theoreme de Girsanov pent s’ exprimer comme suit. 
Supposons qu’une action qui ne verse pas de dividende oheisse au mouvement 
hrownien geometrique suivant: dS = pSdt + aSdz, avec dz = eVdt, oil e~N(0,l). 
Dans cette expression, p. est la derive {drift) reelle du prix de Paction et represente 
Pesperance de son rendement. 

Nous voulons passer de la mesure P, soil la mesure objective correspondant 
au monde reel, a la mesure Q, soil la mesure neutre au risque, dite encore « mesure 
de martingale ». Pour ce faire, nous devons faire suhir la transformation de Girsanov 
suivante au processus de Wiener qui apparait dans Pequation differentielle de S : 

t 

z(t) = z(t)- [ x(s) ds. Pour passer au monde neutre au risque, posons : x(s) = - — 

0 ct 

r — n 

Nous pouvons done ecrire: dz, = dz, H dt et, en suhstituant cette valeur dans 

a 

Pequation differentielle de S, on ohtient: dS = rSdt + aSdz. Cette expression repre- 
sente Pequation differentielle de S dans un monde neutre au risque, e’est-a-dire sous 
la mesure Q et non P. 


On voit que le rendement espere de S, soit p., a disparu de Pequation differen- 
tielle de S a la suite de la transformation de Girsanov. En fait, cette transformation a 
tout simplement retranche le prix du risque du processus de Wiener construit sous la 


mesure P, prix defini comme : 



cela en conformite avec nos developpements 


anterieurs. Ee prix du risque est done le rendement excedentaire de Paction par unite 
de risque. II est assimilable au ratio de Sharpe. Comme il n’y a ici qu’un facteur de 
risque, represente par le prix de Paction, il n’y a qu’un seul prix du risque. 


En fait, Pequation differentielle de S dans un monde neutre au risque peut etre 


LI — r 

egalement ecrite comme : dS = (p - ^a)Sdt -i- aSdz avec X = . Ea transformation 

a 

de Girsanov a done pour effet de retrancher (^a) de p.. Mais cette difference est egale 
au taux sans risque, ce qui fait disparaitre p dans Pequation differentielle de S dans 
un monde neutre au risque, ce qui etait souhaitable car pest une variable qu’il est 
difficile d’esfimer. C’est parce que S est un actif negocie ou transige que Pon peut faire 


disparaitre p de Pequation differentielle de S. Sinon, Pon ne pourrait ecrire : X 


P-r 

a 


et ainsi effacer la variable genante, comme nous le verrons ulterieurement. 
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On aura remarque que la transformation de Girsanov n’a affecte que la derive 
de I’equation differentielle de S. Elle n’a pas modifie la volatilite de S. Cela est du au 
fait que la transformation de Girsanov n’a d’ impact que sur la derive d’une equation 
differentielle. Elle n’influence pas la volatilite de I’actif considere. 

Sous la mesure neutre au risque Q, la valeur actualisee du prix de Taction est 
une martingale. En effet, e "^E*^ (S.f ) = e '^E*^ puisque le rendement espere de 

S est egal au taux sans risque dans un monde neutre au risque. On pent done ecrire : 
e "^E*^ (S.f ) = Sq , ce qui repond bien a la definition d’une martingale. Mesure neutre 
au risque fait done corps avec martingale. 

Ayant compris de fagon intuitive le theoreme de Girsanov, nous sommes main- 
tenant en mesure d’en fournir une version plus formelle. Supposons que soil un 
mouvement brownien defini sous la mesure P et que 7, soil un processus previsible 

I 0,5jY?dt I 

SOUS la filtration 3 qui satisfait a la condition EpVe ” J <°° , qui constitue une 
borne, alors il existe une mesure Q telle que : 


i) Q est equivalent a P 


ii) 

Hi) 


dP 


/ T 


= exp 


-jy.dW, - 0 , 5 jYfdt 


V 0 


0 y 


Wj = Wj -I- est un mouvement brownien sous la mesure Q. 


En d’autres termes, W^est un mouvement brownien sous la mesure Q ayant 
comme derive -7, au temps t. Done, si Ton desire transformer un mouvement brow- 
nien sous la mesure P, soil W,, en un mouvement brownien avec un certain drift 
- 7j , alors il existe une certaine mesure Q qui fera le travail. Plus precisement, par 


t t 

la propriete Hi), Wj = W, -Jy^ds et Jy^ds = y,t- y^O = y,t . On constate done 

0 0 

que le passage d’une mesure a T autre n’ affecte que le drift. Pour clarifier davantage 
le theoreme de Girsanov, considerons Texemple suivant. Supposons que X soit un 
processus defini par : 


dX, =p,dt-i-a,dW, 


10. Cette derivee se nomme derivee de Radon-Nikodym ; elle se definit comme suit : = lim ou 

dP A^»l P(A) 

A = |w' : W, (w') = W, (w), i = l,2,...,n| est le filet (maille) ou grille du temps dont les intervalles 
se reduisent a mesure que A tend vers w. 
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oil W, est un mouvement brownien defini sous la mesure P. Supposons que Ton desire 
trouver une mesure Q qui permet un drift de v,dt au lieu de Pjdt . La premiere etape 
a considerer est que dX peut etre reecrit comme suit : 


dX, = Vjdt + Oj 





dt + dWj 


En posant que = (Pj - v,)/a, et en respectant la condition CMG de croissance 


E 


Q 


exp(0.5 j yfdt 

0 


< oo mentionnee plus haul, alors il existe effectivement une mesure 


Q telle que W, ; W, + 1 (p^ - vj / a^ds est un mouvement brownien sous la mesure 
Q. Mais cela signifie que I’equation differentielle de X sous Q est donnee par: 


dX, = v,dt + a,dWj 


oil W est un mouvement brownien sous la mesure Q, c’est-a-dire que dW, = y,dt + dW,, 
soil la propriete Hi). Cet exemple montre clairement que lorsqu’on passe d’une mesure 
a une autre, seule la derive est affectee. La volatilite demeure inchangee. 


5. L'equation dite forward de Kolmogorov, egalement connue 
sous LE NOM D'EOUATION DE FOKKER-PlANCK” 

L’interet de cede equation repose dans le fait qu’en presence d’un processus de Wiener, 
la solution de l’equation de Fokker-Planck est la densite gaussienne, equation qui est 
assimilable dans ce cas a l’equation de la chaleur, soil l’equation de type parabolique 
la plus simple. 

Supposons que la solution pour X de l’equation : dX, = p(t, X, )dt + a(t, X)dz, 
possede une densite de transition p(s,y ;t,x). Alors p satisfait l’equation forward de 
Kolmogorov donnee par : 

a 

— p(s,y;t,x) = A*xp(s,y;t,x), (t,x) g (0, T)x R 
3t 

p(s,y;t,x) — ^ 5y, quand t 4- s. 

Sous forme multidimensionnelle, l’equation de Fokker-Planck ne change pas d’ allure, 
elle est donnee par : 

a 

— p(s,y;t,x)= A*p(s,y;t,x) 

at 


11. Cette section s’inspire de Bjork (1998). 
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oil A* est un operateur connu sous le nom d’operateur infinitesimal ou operateur de 
Dynkin et prend la forme : 

(A*f)(t,x) = -^^[p,(t,x)f(t,x)] + ^X^^^[c.j(dx)f(t,x)] 

Prenons un exemple. Supposons un processus de Wiener standard avec un coefficient 
de diffusion constant a, c’est-a-dire : 

dX, = a dW, 


L’equation de Fokker-Planck de ce processus est: 

/ s 1 2 3^p , 

— (s,y;t,x) = -a 7 ^(s,y;t,x) 
3t 2 dx 


On pent montrer que la solution de cette demiere est la densite gaussienne : 


p(s, y; t, x) = — , exp 

Cyj2K(t-S) 


1 (x-y)^ 

2 a^(t-s) 


Ce resultat est souvent cite dans les livres recents en finance quantitative. 
Pour ce qui concerne le cas d’un mouvement brownien geometrique a coefficient 
constant‘s, la solution de I’equation de Fokker-Planck est la densite lognormale. En 
effet, supposons le mouvement brownien geometrique habituel pour Faction S : 


— = u dt -I- a dz 
S 


alors I’equation de Fokker-Planck est donnee par: 


at' 


1 a^ 

2 as'" 




P) 




oil p definit la densite de probabilite de transition d’un etat a un autre, t, le temps 
present, t', le temps futur, S le prix de Faction au temps present et S' le prix de Faction 
a une periode future. La solution de cette equation est donnee par: 

p(S,t;S',t') = J- - exp-[log(S/S') + (p-(l/2)a^)(t'-t)f /2a^(t'-t) 

ctS .^27t(t ty 

Cette densite est la celebre PDF lognormale. 


12. Voir: P. Wilmott (2000), Paul Wilmott on Quantitative Finance, John Wiley & Sons, New York. 
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6. Le role DU THEOREME CENTRAL-LIMITE 

DANS LE CALCUL DES PRIX DES PRODUITS DERIVES 


Le theoreme central limite s’enonce comme suit. 




Si Xj, Xj, X„ sont des variables aleatoires IID(|a,,a ) et que X = — 


alors la statistique Z = 


X-E(X) X-q pX-u 


W) ' ^ 

Vn 


= Vn dispose d’une PDF qui s’ap- 


proche de la loi normale centree et reduite N(0,1) a mesure que n tend vers I’infini. 


Selon ce theoreme, la moyenne de n variables independantes qui obeissent a une 
distribution quelconque (en autant que la distribution ait une moyenne et une variance) 
s’approche done d’une N(0,1) apres qu’on I’a centree et reduite sur un echantillon 
suffisamment grand. Plus formellement, ces resultats se formulent comme suit. 


lim P 





dZ 


Ceci implique que : 



ou, en termes equivalents. 


X„~N 



n 


7 


Supposons qu’un investisseur vende un contrat a terme de gre a gre'^ (forward 
contract) ecrit sur une action dont le flux monetaire final est de S.j, une variable 
aleatoire. S designe le prix de Faction et T, I’echeance du contrat. A Fecheance, le 
prix de ce contrat est de E(S.j.), oil E(.) est Foperateur d’esperance. Ee vendeur du 
contrat s’ engage a vendre Faction au prix predetermine X. Ea valeur non actualisee 
(V) de ce contrat est de : 


V = E(St)-X (1) 

Ea valeur V de ce contrat est nulle au depart. En effet, ce contrat constitue une 
obligation pour le vendeur de livrer Faction et pour Facheteur de prendre livraison 


13. Qui doit etre distingue du contrat a terme boursier (futures contract). 
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de I’action. II n’y a aucune autre solution pour les deux parties. L’acheteur n’a pas 
r option d’exercer ou non le contrat. II doit obligatoirement I’exercer a I’echeance au 
prix X. II en paie done le juste prix sans I’additionner d’une prime. 

Comment se determine E(S.p), le prix du contrat a terme ? Puisque est une 
variable aleatoire, on pourrait penser que Ton doit recourir au calcul probabiliste pour 
determiner cette esperance, en 1’ occurrence au theoreme central limite. II n’en est rien. 
En fait, pour calculer cette esperance, nous pouvons nous camper dans un univers 
deterministe, soit I’univers neutre au risque. En effet, le vendeur du contrat a terme 
a le loisir d’acbeter le sous-jacent dudit contrat, soit Paction, au prix Sq aujourd’bui. 
Pour financer cet achat, il emprunte au taux sans risque r^ taux compose de fagon 
continue. A Pecheance du contrat, il pourra livrer Paction qu’il detient et rembourser 
le montant de son emprunt, soit Sqc''^ . Ee prix a terme du contrat est done de . 
C’est ce que devra payer Pacheteur du contrat a terme a son echeance. C’est le prix 
qu’impose Parbitrage sur les marches financiers. Tout autre prix donne lieu a une 
situation d’ arbitrage. 


Resume 

On pent citer Baxter et Rennie (1996) pour resumer ce chapitre. Baxter et Rennie 
qualifient de strong law le theoreme central limite. 

Thus maybe a strong-law price would be appropriate for a call option, 
and until 1973, many people would have agreed. Almost everything 
appeared safe to price via expectation and the strong law, and only 
forwards and close relations seemed to have an arbitrage price. Since 
1973, however, and the infamous Black-Scholes paper, just how wrong 
this is has slowly come out. Nowhere in this book will we use the strong 
law again. Just to muddy the waters, though, expectation will be used 
repeatedly, but it will be as a tool for risk-free construction. All deriva- 
tives can be built from the underlying - arbitrage lurks everywhere^*. 

Huang et Eitzenberger (1988) resument bien la demarche qu’il faut suivre pour 
fixer les prix des produits derives par arbitrage. Disons que nous voulons determiner le 
prix d’un call ecrit sur une action qui ne paie pas de dividende. Il faut d’abord trans- 
former le processus suivi par le prix du sous-jacent en martingale, pour eviter toute 
situation d’ arbitrage. Pour ce faire, on normalise le prix du sous-jacent en recourant a 
un numeraire, un bon dans le monde de Black et Scholes, et Pon obtient la martingale 
recherchee'^ en changeant la mesure de probabilite. Cette mesure de probabilite est 
associee au monde neutre au risque. C’est le theoreme de Girsanov qui nous permet 


14. Baxter et Rennie (1996), p. 9. 

15. On parle alors A' equivalent martingale measure, comme on a pu le voir dans ce chapitre. 
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de transiter des probabilites objectives vers les probabilites neutres au risque. On peut 
alors valoriser le call comme une simple esperance dans le monde neutre au risque 
ainsi defini. L’esperance est ainsi calculee a partir des probabilites neutres au risque 
et I’actualisation des flux monetaires du call peut des lors s’effectuer au taux sans 
risque. C’est le theoreme de representation de Feynman-Kac qui autorise revaluation 
d’une option comme une esperance. 
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CHAPITRE 


6 

LES APPROCHES BINOMIALE 
ETTRINOMIALE A LATHEORIE 

DES OPTIONS 


Cox, Ross et Rubinstein (1979) ont propose une methode numerique tres simple pour 
calculer les prix d’une grande diversite d’ options qui n’admettent pas de solution 
analytique : I’arbre ou treillis binomial. Cette technique suppose qu’a tout instant, le 
prix d’un instrument financier ne pent enregistrer que deux mouvements : un mouve- 
ment de bausse ou un mouvement de baisse. Si Ton diminue suffisamment le pas de 
la variation du prix de I’instrument financier, on en arrive a reproduire le processus 
stocbastique qui commande son mouvement. 

La technique de la construction de I’arbre binomial d’un produit derive 
s’effectue sans difficultes. Elle consiste d’abord a construire I’arbre binomial du sous- 
jacent du produit derive a partir du prix initial connu du sous-jacent. On en arrive 
ainsi a generer tons les prix possibles du sous-jacent a la date d’echeance de I’option. 
On pent alors calculer les payoffs de 1’ option a I’echeance, qui constituent les noeuds 
finaux de I’arbre binomial de cette option. On retrograde ensuite dans I’arbre du prix 
du produit derive en actualisant les payoffs de 1’ option jusqu’ a la date de la valorisation 
de I’option. La valeur actualisee qui s’y trouve constitue le prix de I’option. 

Comme nous serons a meme de le constater plus particulierement au chapitre 11, 
I’arbre binomial est particulierement bien adapte pour prendre en compte I’exercice 
premature d’une option americaine. En effet, a chaque noeud de I’arbre, on calcule le 
maximum de la valeur esperee actualisee des flux monetaires de I’option a ce noeud, 
qui est sa valeur de continuation, et du payoff a ce meme noeud. Ea valeur de I’option a 
ce noeud est le maximum de ces deux valeurs. Comme nous le verrons ulterieurement, 
cette procedure est une simple application de 1’ equation de Bellman, bien connue en 
programmation dynamique. 
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Les extensions de I’arbre binomial sont nombreuses. L’arbre trinomial est la 
premiere modification que les cbercbeurs ont fait subir a I’arbre binomial de maniere 
a le rendre plus flexible'. A tout moment, le prix d’un instrument flnancer pent 
enregistrer trois mouvements dans un arbre trinomial plutot que deux comme dans 
I’arbre binomial. A partir d’un tel arbre, on pent par exemple reproduire le processus 
Ornstein-Ublenbeck ou processus de retour vers la moyenne. A cbaque noeud, le prix 
de r instrument financier pent augmenter, diminuer ou retourner vers sa moyenne de 
long terme. Nous donnerons un exemple d’ arbre trinomial a la fin de ce cbapitre. 

Plus recemment, d’autres variantes de 1’ arbre binomial sont apparues. D’abord, 
I’arbre quadrinomiaP, qui permet d’imprimer quatre mouvements au prix d’un 
instrument financier a cbaque noeud de 1’ arbre. Ce type d’ arbre est particulierement 
populaire dans la tbeorie des options reelles. Ensuite, Rubinstein (1994) a developpe 
recemment un arbre implicite qui prend en compte, lors de sa construction, les prix 
observes des options. Un tel arbre permet d’integrer le pbenomene du smile lors de 
la construction d’arbres binomiaux, comme nous serons a meme de le constater a 
I’interieur de ce cbapitre. 

Finalement, la derniere section de ce cbapitre sera consacree a quelques appli- 
cations de la technique de I’arbre binomial ayant trait aux litres a revenus Axes. On 
examinera comment construire 1’ arbre du prix d’une obligation pour ensuite valo- 
riser un call ecrit sur cette obligation. Puis Ton s’interessera au calcul du prix d’une 
obligation convertible. 


1. Les deux approches a la construction d'un arbre binomial^ 

II existe deux approcbes a la construction d’un arbre binomial: I’approcbe par le 
portefeuille dupliquant et I’approcbe neutre au risque. Toutes deux font appel a la 
notion d’ arbitrage. Comme nous le verrons, le lien entre ces deux approcbes est tres 
etroit. 


1.1. L'approche par le portefeuille dupliquant 

Supposons une option, disons un call, qui ecboit dans une periode. Le sous-jacent du 
call, disons une action dont le prix initial (connu) est represente par Sg, pent enre- 
gistrer deux mouvements au cours de cette periode. Ce prix peut soil augmenter, soil 
diminuer. S’il augmente, il est egal a uSg a la An de la periode, u etant le multiple de 
hausse et done superieur a 1. Si le prix diminue, il est egal a dSg a la An de la periode. 


1. L’ article de base sur I’utilisation des arbres trinomiaux en finance est: Hull et White (1993). 

2. Sur I’arbre quadrinomial, voir, par exemple: Copeland et Antikarov (2001), cbapitre 10. 

3. Pour cette section, nous nous inspirons surtout de Copeland et Antikarov (2001), chapitres 4 et 5. 
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d etant le multiple de baisse et done inferieur a 1 . La representation des mouvements 
de hausse et de baisse du prix de Taction est donnee a la figure 6.1, qui represente 
Tarbre binomial d’une periode du prix de Taction. 


Figure 6.1 Arbre binomial d’une periode du prix de Faction 



L’arbre binomial correspondant du prix du call ecrit sur cette action apparait 
pour sa part a la figure 6.2. 


Figure 6.2 Arbre binomial du prix du call 



Nous voulons calculer soil le prix du call d’une periode. Ayant etabli Tarbre 
de Taction, nous pouvons calculer les payoffs du call a Tecbeance de Toption. Le 
payoff du call dans Tetat de bausse du prix de Taction est egal a : = (uSq - X) , 

X etant le prix d’exercice du call. Par ailleurs, le payoff du call dans Tetat de baisse 
du prix de Taction est de : = (dSg - X) . Nous savons que le prix du call est en 

quelque sorte la valeur esperee actualisee de ses deux payoffs a Tecbeance. Mais 
comment proceder pour calculer cette esperance ? 


Pour arriver a calculer Cq, soil le prix reeberebe du call, on imagine un porte- 
feuille qui duplique les cash-flows du call. II est forme de m unites du sous-jacent 
et d’un montant d’encaisse remunere au taux r^. Si B est negatif, il s’agit d’un 
emprunt. 


C|) = mVg + B 


( 1 ) 


4. Cette encaisse peut etre assimilee a des obligations a coupon zero qui ne comportent aucun risque 
de defaut. 
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Au temps 1, le portefeuille vaut, dans les deux etats de la nature : 

C„ = muSo + (l + p)B (2) 

C, = mdS„ + (l + p)B (3) 


Le portefeuille forme du sous-jacent et d’une encaisse duplique done les payoffs 
du call a son echeance. II y a deux inconnues dans les equations (2) et (3), m et B, 
puisque : 


C„=(uSo-X)" 

C, = (dSo-X)" 

On pent trouver les deux inconnues soil par substitution, soit en recourant a la regie 
de Cramer. Recourons a la regie de Cramer en ecrivant les equations (2) et (3) sous 
forme matricielle. On a : 


"uS„ 

1 + i-f 

m 



.dSo 

1 + i-f 

B 


-a 

u 

1 


Selon la regie de Cramer, la valeur de m est egale a : 



1 -F q 

C, 

1 + i-f 

uSo 

1 + q 

dSo 

1 -F q 


c.-c, 

uSo-dSo 


c,-c, 

So(u-d) 


On pent memoriser rapidement la valeur de m en constatant que C^ au numerateur 
de m est associe a uSq au denominateur et C^, a dSo. On aura egalement constate que 


m est le ratio de hedging du call puisque : m 



AC 
AS ■ 


Pour determiner la valeur de B, on recourt encore une fois a la regie de 
Cramer : 


uSo 


dSo 

Cu 

uSo 

1 + r 

dSo 

1 + r 


uCj - dC 
u-d 

1 + i-f 
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La valeur de B se memorise elle aussi facilement. Examinons le ratio — 

u-d 

qui est actualise au taux sans risque. On reprend an numerateur la soustraction du 
denominateur, soil (u - d), mais en multipliant u par et d par C^. 

A la periode 0, la valeur du portefeuille dupliquant est done de mSQ + B. Sa 
valeur est alors observee. Pour eviter tout arbitrage, il faut done que la valeur du call 
soil egale a la valeur du portefeuille qui replique ses payoffs, e’est-a-dire : 

Cq = mS() + B 

On aura remarque que, pour calculer le prix du call, nous n’avons pas fait appel 
aux probabilites de bausse ou de baisse du prix du sous-jacent. Nous avons ainsi pu 
eviter les notions d’ aversion au risque et de prix du risque, des concepts, il va sans 
dire, difficiles a mesurer. Le raisonnement que nous avons suivi consiste a appliquer la 
notion d’ arbitrage au calcul du prix d’un produit derive lorsque les marches financiers 
sont complets. On pent alors reproduire parfaitement les flux monetaires du produit 
derive a I’aide d’un portefeuille constitue du sous-jacent et d’un montant d’encaisse. 
Pour eviter tout arbitrage, la valeur de ce portefeuille au temps 0 est egale au prix 
du produit derive. 

Le taux d’actualisation des flux monetaires de I’option varie a chaque noeud 
de I’arbre binomial dans I’approcbe au calcul du prix d’une option par le portefeuille 
dupliquant. Montrons-le pour le cas du modele de I’arbre a une periode que nous 
venons de developper. Connaissant la probabilite objective d’une bausse du prix de 
Paction et le prix de I’option, il est possible d’en deduire le taux, majore du risque, 
auquel sont actualises et pour calculer Cq. En effet, on pent ecrire : 

Co=pC„e-^‘+(l-p)C,e-'‘‘ 

oil p est la probabilite objective du mouvement de bausse du prix de Paction et k, 
le taux d’actualisation majore du risque des deux flux monetaires et C^. Or, k 
varie a chaque noeud de Parbre binomial. On voit id qu’on pent se ramener a Pap- 
proche classique qui voit le prix d’un litre financier comme la valeur esperee de ses 
flux monetaires actualises a un taux qui integre la prime de risque dudit litre. Mais 
encore faut-il, pour calculer ce taux, connaitre Cq, soil le prix du produit derive. Or, 
Papproche par le portefeuille dupliquant nous permet de calculer Cq sans qu’il soil 
besoin de connaitre p ou k. Au demeurant, comment pourrait-on calculer Cg a partir 
de Papproche classique alors que k est d’emblee inconnu? On ne pent le calculer 
que si Pon connait Cq et Pon s’engage alors dans un argument circulaire. Qui plus 
est, le calcul de la probabilite objective p est difficile a estimer. L’approche par le 
portefeuille dupliquant nous permet de contourner tous ces problemes. 
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1.2. L'approche neutre au risque 

Nous avons deja examine l’approche neutre au risque au calcul des prix des produits 
derives. En vertu de cette approche, le prix d’une option europeenne est egal a : 

P = (Payoff).,. ] 

oil P est le prix de I’option, E'^(.), I’operateur d’esperance dans un univers neutre au 
risque et T, la duree de 1’ option. Ee prix P d’une option europeenne est done egal a 
I’esperance, dans un univers neutre au risque, de la valeur actualisee du payoff finaP 
de I’option. Cette formule doit etre modifiee comme suit s’il s’agit d’une option 
americaine : 

P= sup E^[e-" (Payoff)^] 

0<x<T 

Ee prix d’une option europeenne est done le supremum de I’esperanee neutre au risque 
du payoff de I’option. Ee but de I’exereiee est de trouver le temps d’arret optimal t* 
qui maximise I’esperanee. 

E’approehe par I’arbre binomial est partieulierement bien adaptee au ealeul de 
telles esperanees. Pour ee faire, nous imaginons un portefeuille parfaitement eouvert 
forme d’une unite du sous-jaeent et a deeouvert a hauteur de m unites dans le call. Ce 
portefeuille rapporte le taux sans risque. A la periode 1, ee portefeuille vaut, puisqu’il 
rapporte le taux sans risque : 

(So - mCo)(l + If) = uSo - mC„ 

Isolons m, le ratio de hedging : 

So(l + r,)-mCo(l + r,) = uSo-mC, 

So(l + r,)-uSo = mCo(l + rf)-mC, 

So(l + rf)-uSo 

m = r 

Co(l + r,)“C^ 

Comme le portefeuille est eouvert, il rapporte le meme flux monetaire dans les deux 
etats de la nature a la periode 1 : 

uSq - mC^ = dSg - mCj 
En substituant m par sa valeur, on a : 


(l + rf)-u 

C =d- 

(l + rf)-u 

Co(l + r,)-C^, 

Co(l + r,)-C„ 



5. Qui est certes une variable aleatoire. 
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(l + rf)-u 

u-d 
C - 

(l + rf)-u 

Co(l + rf)-C^ 

Co(l + r,)-C„ 



c, = 

‘(l + r,)-u" 

c„ + 

‘u-(l + r,)' 


u-d 


u-d 


Co(l + r,) = 


(1 + rf)-^ I ^ 
u-d 


C„ + ... 


Co(l + r,) = 




u-d 


C„+. 


Co = 


(l + rf)-d 
u-d 


C„ + 


u-(l + rf) 

u-d 


1 + r, 


Co = 


qc, + (i-q)c, 

1 + r. 


(4) 


oil q et (1 - q) sont les probabilites neutres au risque. Elies ne sont pas egales aux 
probabilites objectives p et (1 - p). Elies ne sont qu’un subterfuge matbematique pour 
ajuster les flux monetaires du call au risque de telle sorte qu’ils puissent etre escomptes 
au taux sans risque (risk-adjusted probabilities ou hedging probabilities). 

En vertu de 1’ equation (4), le prix d’un call est bien une esperance calculee 
dans un univers neutre au risque. E’arbre binomial est particulierement bien adapte 
pour effectuer un tel calcul. Dans ce qui suit, nous augmentons le nombre de pas de 
I’arbre de maniere a accroitre la precision du calcul du prix. Comme nous le verrons, un 
nombre raisonnable de pas pour que le prix converge vers sa vraie valeur est d’ environ 
100. II faut toutefois souligner que ce nombre varie d’un probleme a 1’ autre. II vaut 
mieux fixer le nombre de pas a un niveau sufflsamment eleve de fa 9 on a converger 
vers le prix veritable de I’option. 

Expliquons maintenant le principe de I’arbre binomial a partir de la figure 
6.3. Dans cet arbre, les intervalles de temps sont denotes par i et cbacun des noeuds 
(etats de la nature), par j. A cbaque noeud. Taction pent enregistrer un mouvement de 
bausse (u) ou un mouvement de baisse (d). Ee prix de Taction se modifle done selon 
le processus suivant : SquM‘ \ j = 0,1,2,.. .,i . 
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Figure 6.3 Representation schematique d’un arbre binomial 



Nous voulons calculer le prix d’une option d’achat europeenne par le biais de 
I’arbre binomial. Nous devons d’abord evaluer les prix de Faction sous-jacente au 
bout de I’arbre, tel que cela apparait a la figure 6.4 : 


Figure 6.4 




u^S 


udS 


d^S 
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ou u est le multiple de hausse de S, soil le prix de 1’ action sous-jacente, et d, le 
multiple de baisse de S. Une fois les prix des actions au bout de I’arbre determines, 
on calcule les cash-flows correspondants du call europeen. A I’etat j, \e payoff ou flux 
monetaire d’un call europeen est egal a: 

CO) = [SO) - x)r 

oil CO) est le payoff du call pour I’etat j ; SO), le prix de Taction sous-jacente pour 
cet etat et X, le prix d’exercice ou de levee. A la figure 6.5, les flux monetaires flnaux 
de Toption d’achat sont representes. 

Figure 6.5 Flux monetaires finaux (payoffs) du call europeen 



Puis on calcule le prix du call en actualisant Tesperance de ses cash-flows dans 
un univers neutre au risque. Pour actualiser Tesperance des cash-flows, on recourt aux 
probabilites neutres au risque pour ponderer les mouvements de bausse et de baisse 
du prix de Taction sous-jacente. 

C = e'-<T-»E'3 [(St - X)0 

oil C est le prix du call europeen et E*^, Tesperance neutre au risque. (T - t) est par 
ailleurs la duree de Toption. 

II reste a determiner les probabilites neutres au risque. Celles-ci sont cboisies de 
fagon telle qu’elles soient compatibles avec le modele de Black et Scboles. En effet, la 
solution de Tarbre binomial doit converger vers le modele de Black et Scboles. Dans 
ce modele, le prix de Taction sous-jacente obtempere a une distribution lognormale. 
Pour qu’il y ait compatibilite, le mouvement de bausse du prix de Taction dans Tarbre 
binomial doit etre deflni comme suit : 
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ou a est la volatilite du rendement de Taction et At, T intervalle de temps dans lequel 
on a divise la duree de Toption (T - t). Par ailleurs, le mouvement de baisse d du 
prix de Taction doit etre egal a: 

d = 

Toujours pour arrimer Tarbre binomial sur la solution analytique de Black et 
Scboles au calcul du prix d’un call europeen, la probabilite neutre au risque de bausse 
du prix de Taction doit etre : 

rxAt j 

e - d 

Certes, la probabilite de baisse est egale a (1 - q). A la figure 6.6, nous comple- 
tons le calcul du prix de Toption d’acbat europeenne enclencbe a la figure 6.5. 


Figure 6.6 Calcul binomial du prix de Toption d’achat europeenne 



Le programme Visual Basic pour determiner le prix du call europeen par le 
biais de Tarbre binomial se retrouve au tableau 6.1. 
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Tableau 6. 1 Programme Visual Basic pour calculer le prix 
d’un call europeen par la binomiale 


Sub CalloptionI ) 

Sheetl .Activate 

Range("G8:L2000").CIearContents 

Dim K, T, S, R, N, u, d 

X=100 

T=0.25 

S=100 

R=0.06 

sigma=0.1 

N=Range("nombre") 

'On definit le pas 
dt=T/N 

'On retient le processus de hausse et de baisse 
compatible avec B&S 
u=Exp(sigma*Sqr(dt)) 

Range("up")=u 

d=Exp(-sigma*Sqr(dt)) 

Range("down")=d 
Dim i As Integer 
Dim j As Integer 
Dim SmatO As Variant 
ReDim Smat(N) 

Dim CasbO As Variant 
ReDim Casb(N) 

'Probabilite de hausse conforme au processus 
B&S 

p=(Exp(R*dt)-d) / (u-d) 

Range("prob")=p 

'La probabilite de baisse est bien sur de (Tp) 
'Taux d'escompte des cash-flows de I'option 
disc=Exp(-R*dt) 


'Prix de depart pour calculer les prix de Taction 
au dernier pas de Tarbre 
Smat(0)=S*(d'^N) 

Range("st02m").0ffset(N, N)=Smat(0) 

'A partir de ce prix, on calcule tous les autres 
prix de Taction 
'a Textremite de Tarbre 
For j=1 To N 

Smat(j)=Smat(j-1)*(u / d) 
Range("st02m").Offset(-2*j+N, N)=Smat(j) 

Next j 

'Puis on calcule les cash-flows de I'option au 
bout de Tarbre 
For j=0 To N 

Cash(j)=Application.Max(0, Smat(j)-X) 
Range("cashf2m").0ffset(-2*j-rN, N)=Casb(j) 

Next j 

'Que Ton actualise par la suite jusqu'au debut de 
Tarbre. A remarquer la notation 
'pourfaire machine arriere 
For i=N-1 To 0 Step -1 
For j=0 To i 

Cash(j)=disc*(p*Cash(j-t1)+(Tp)*Cash(j)) 
Range("cashf2m").0ffset(-2*j-ri, i)=Cash(j) 
Smat(j)=Smat(j) / d 

Range("st02m").0ffset(-2*j-ri, i)=Smat(j) 

Next j 
Next i 

Range("callb")=Cash(0) 

End Sub 


Avec les donnees qui apparaissent dans le tableau 6.1 et pour N = 2, le prix 
du call europeen est egal a 2,58 $ selon Tarbre binomial. A la figure 6.7, on retrouve 
les arbres binomiaux du prix de Taction et du prix du call quand N = 2, cela toujours 
pour les donnees du probleme qui apparaissent au tableau 6.1. 
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Figure 6.7 Arbres binomiaux des prix de Faction et du call (N = 2) 


Action Call 



Pour les donnees du tableau 6.2, le prix du call donne par la formule de Black 
et Scholes se situe a 2,81 $. II faut done augmenter le nombre de pas pour augmenter 
la precision du calcul effectue par I’arbre binomial. A la figure 6.8, on pent suivre 
revolution du prix du call lorsque N augmente de 2 a 100. On voit qu’a partir de 
30 pas, on obtient une assez bonne precision, mais il faut cependant noter que Ton 
peut accroitre davantage la precision du calcul en augmentant davantage le nombre 
de pas. Tout compte fait, il vaut mieux fixer N a un niveau suffisamment imporfant, 
car la precision esf de mise pour le calcul des prix des produits derives. 


Figure 6.8 Evolution du prix du call en function de N 
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2. L'arbre trinomial 

Dans un arbre binomial, le prix de Taction ne peut effectuer que deux mouvements 
a un instant donne : un mouvement de bausse ou un mouvement de baisse. Dans un 
arbre trinomial, on imprime au prix trois mouvements a ebaque noeud de T arbre. Par 
exemple, a un instant donne, en plus de monter ou baisser, le prix d’une action peut 
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rester stable, ou encore retourner vers sa moyenne de long terme, voire enregistrer un 
saut. L’arbre trinomial pent done servir a reproduire des processus stochastiques autres 
que le mouvement brownien geometrique, comme le processus Ornstein-Ublenbeck 
ou le processus de diffusion avec sauts. 

Nous presentons dans cette section une procedure pour construire I’arbre trino- 
mial qui respecte a la lettre le pseudocode propose par Clewlow et Strickland*". La 
configuration de I’arbre qui serf a construire Lalgorithme se retrouve a la figure 6.9. 
Designons, comme a I’accoutumee, par i la sous-periode de I’arbre et par j, les etats 
de la nature pour cette sous-periode. Dans un arbre trinomial, j est compris entre -i 
et -i-i, tel que cela apparait a la figure 6.9. A chaque noeud, il y a done trois branches, 
d’oir la dimension trinomiale de 1’ arbre. 

Figure 6.9 
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A I’instar de I’arbre binomial, on calcule d’abord les u, d et p de maniere a 
assurer la compatibilite avec le modele de Black et Scholes’ .■ 


u = e 


oVsAt 


d 


1 

— = e 

u 




P 



div-2l' 
2 y 


6 


Pm 


2 

3 


6. Clewlow et Strickland (1998), p. 54, figure 3.3. 

7. A ce sujet, on consultera Hull (2000). 
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Pd = 


At 

12a" 


-2 \ 


r, - div 

^ 2 


1 

+ — 

6 


oil div est le taux de paiement du dividende, represente la probabilite neutre an 
risque d’un mouvement de bausse du prix de Faction, p^, la probabilite d’un mouve- 
ment de baisse et p,,,, celle d’un mouvement mitoyen. Quand il y a un dividende, on le 
soustrait du taux d’interet pour construire I’arbre. Le programme de Farbre trinomial 
se retrouve au tableau 6.2. 


Tableau 6.2 Programme Visual Basic de I’arbre trinomial 


Sub ArbretriBS( ) 

SheetlO.Activate 

Range("g6:df2000").CIearContents 

X=100 

T=0.25 

S=100 

sig=0.3 

rf=0.06 

div=0# 

Dim N As Integer 
Dim R As Integer 
Dim j As Integer 
Dim i As Integer 
N=100 
R=2*N+1 

Dim StreeO As Variant 
ReDim Stree(R) 

Dim CtreeO As Variant 
ReDim Ctree(R) 
dt=T/N 

Range("dttF').Offset(0, 0)=dt 
nu=Exp(sig*Sqr(3*dt» 
Range("nutF').Offset(0, 0)=nu 
nd=1 / nu 

ps=Sqr(dt/ (12*sig''2» 
pu=ps*(rf-div-sig''2 / 2)+1 / 6 


Range("puttF').Offset(0, 0)=pu 
pm=2 / 3 

Range("pmtF').Offset(0, 0)=pm 
pd=-ps*(rf-div-sig''2 / 2)+1 / 6 
Range("pdtF').Offset(0, 0)=pd 
disc=Exp(-rf*dt) 

Stree(1)=S*(nd''(N)) 

Range("StreeF').Offset(0, 0)=Stree(1) 

For j=2 To R 
Stree(j)=Stree(j-1 )*(nu) 
Range("StreeF').0ffset(j-1, 0)=Stree(j) 

Next j 

For j=1 To R 

Ctree(j)=Application.Max(0, Stree(j)-X) 
Range("CtreejF').Offset(j, N)=Ctree(j) 

Next j 

For i=N-1 To 0 Step -1 

S=2*i+1 

For j=1 To S 

Ctree(j)=disc*(pu*Ctree(j+2)+pm*Ctree(j+1)+pd* 

Ctree(j)) 

Range("ctreejF').Offset(j, i)=Ctree(j) 

Next j 
Next i 

RangeF'call 6")=Ctree(1 ) 

End Sub 


A la figure 6.10 apparait Farbre trinomial du call lorsque (N = 10). Les donnees ayant 
servi a construire cet arbre sont integrees dans le tableau 6.2 et sont les memes que 
celles du tableau 6.1. 
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Figure 6.10 Arbre trinomial du call europeen 
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Avec 10 pas, le prix calcule du call est de 2,7557 $. Sa valeur donnee par la formule 
de Black et Scholes est de 2,8125$. 11 faut done augmenter le nombre de pas pour 
accroitre la precision du calcul. A la figure 6.11, on pent suivre 1’evolution du prix 
du call en fonction du nombre de pas de F arbre. 


Figure 6.11 Evolution du prix du call en fonction de N 
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On constate a la figure 6.11 que le mecanisme de convergence est different pour les 
modeles binomial et trinomial. Le prix de I’arbre trinomial converge vers la solution 
de Black et Scboles de fa^on continue sans cycles (zigzags). Un tel mecanisme de 
convergence s’avere plus efficace. Nous verrons d’ailleurs dans un autre ebapitre 
que, sous certaines conditions, F arbre trinomial equivaut a la metbode explicite des 
differences finies. 
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3. Programmes Matlab d'arbres® 

Nous passons maintenant a la programmation d’arbres a partir du logiciel Matlab. 
Nous voulons en premier lieu calculer a I’aide d’un arbre binomial le prix d’un call 
europeen aux caracteristiques suivantes : prix initial de I’action (Sq), 30; prix d’exer- 
cice, 25 ; taux d’interet, 0,06 ; duree de 1’ option, 6 mois ; sigma, 0,3 ; nombre de pas 
de r arbre, 30. On retrouve au tableau 6.3 le programme Matlab de 1’ arbre binomial 
apte a calculer le prix de cette option. 

Tableau 6.3 Programme Matlab du calcul du prix d’une option d’achat 
europeenne par la methode de I ’arbre binomial 

function [prix, arbre] = Calleuro(SO,X,r,t,sigma,n) 

% fonction pour le call euro par I'arbre binomial 
deltat=t/n; 

u=exp(sigma*sqrt(deltat)); 

d=1/u; 

p=(exp(r*deltat)-d)/(u-d); 

% initialisation de I'arbre 
arbre=zeros(n+1,n+1); 

% Debut de la boucle 
for j=0:n 

arbre(n+1,j+1)=max(0, S0*(u''j)*(d''(n-j))-X); 
end 

% Calcul des combinaisons. Dans Excel (VB), on utilise I'application Combin 
for i=n-1;-1:0 
for j=0:i 

arbre(i+1,j+1)=exp(-r*deltat)*(p*arbre(i+2,j+2)+(Tp)*arbre(i+2,j+1)); 

end 

end 

prix = arbre(1,1); 


A la difference du langage Excel (Visual Basic), nous n’avons pas le loisir 


d’utliser une fonction pour calculer les combinaisons 


, obtenues par la commande : 


VI 

Application. Comhin(n,i). Nous avons done eu recours a une boucle imbriquee pour 
effectuer ce calcul. 


8. Cette seetion s’ inspire fortement de Brandimarte (2002). 
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Dans Matlab, on effectue le calcul du prix du call europeen ci-devant a partir 
de la fonction du tableau 6.3 de la fagon suivante : 

Calleuro(30,25,0.06,6/12,0.3,30) 

On obtient le resultat suivant : 

ans = 6.2198 

La fonction pour effectuer le calcul du prix d’un put europeen est presentee 
au tableau 6.4. 

Tableau 6.4 Programme Matlab du calcul du prix d’une option de vente 
europeenne par la methode de I’arbre binomial 

function [prix, arbre] = Puteuro(SO,X,r,t,sigma,n) 

% fonction pour le call euro, par I'arbre binomial 
deltat=t/n; 

u=exp(sigma*sqrt(deltat)); 

d=1/u; 

p=(exp(r*deltat)-d)/(u-d); 

% initialisation de I’arbre 
arbre=zeros(n+1,n+1); 

% Debut de la boucle 
for j=0:n 

arbre(n+1,j+1)=max(0, X-S0*(u''j)*(d''(n-j))); 
end 

% Calcul des combinaisons. Dans Excel (V.B.), on utilise I'application Combin 
for i=n-1:-1:0 
for j=0:i 

arbre(i+1,j+1)=exp(-r*deltat)*(p*arbre(i+2,j+2)+(1-p)*arbre(i+2,j+1)); 

end 

end 

prix = arbre(1,1); 


Prenons par exemple le cas oil SO = 30, X = 25, r = 0,08, t = 6/12, sigma = 
0,3 et n = 30. On obtient le resultat suivant : 

Puteuro(30,25,0.08,6/12,0.3,30) 
ans = 0,4374 

Maintenant passons au calcul d’un put americain, oil nous verrons toute 
I’utilite d’utiliser un metbode numerique comme Tarbre binomial. Le code Matlab 
se retrouve au tableau 6.5 : 
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Tableau 6.5 Programme Matlab du calcul du prix d’une option de vente 
americaine par la methode de I’arbre binomial 

function [prix, arbre]=Putamericain(SO,X,r,t,sigma,n) 

% fonction pour le put americain par I'arbre binomial 
deltat=t/n; 

u=exp(sigma*sqrt(deltat)); 

d=1/u; 

p=(exp(r*deltat)-d)/(u-d); 

% initialisation de I'arbre 
arbre=zeros(n+1,n+1); 

% Debut de la boucle 
for j=0:n 

arbre(n+1,j+1)=arbre(n+1,j+1)+max(0, X-S0*(u''j)*(d''(n-j))); 
end 

% On evalue I'exercice a partir de la fin de I'arbre jusqu'au debut 
for i=n-1:-1:0 
for j=0:i 

arbre(i+1,j+1)=max(X-S0*u''j*d''(i-j), 

exp(-r*deltat)*(p*arbre(i+2,j+2)+(Tp)*arbre(i+2,j+1))); 

end 

end 

prix=arbre(1,1); 


tic, Putamericain(30, 25, 0.08, 6/12, 0.3, 10000), toe 
On obtient le resultat suivant. 


ans = 0,4484 

elapsed_time = 1,4752e+003 

Le calcul d’une option americaine pour 10 000 iterations dans Matlab 6.1 a I’aide 
d’un ordinateur Tecra SI avec 1 gigaoctet de RAM consomme 1 475,2 secondes, soil 
environ 25 minutes. Comme nous le verrons, le meme calcul effectue a I’aide de la 
methode des differences finies de Crank-Nicolson ne consomme que 4,3 secondes. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


Les approches binomiale et trinomiale a la theorie des options 1 95 


4. L'arbre trinomial implicite^ 


La methode de l’arbre trinomial implicite recourt a l’arbre trinomial standard afin 
d’effectuer le calcul du prix d’une option tout en considerant les prix d’ Arrow-Debreu. 
Le concept du prix contingent d’ Arrow-Debreu est en effet utilise dans cette methode 
numerique, qui a I’avantage de tenir compte de la volatilite implicite, laquelle est 
ici supposee une fonction lineaire du prix d’exercice, ce qui peut etre considere en 
contrepartie comme un desavantage, comme nous le verrons dans le chapitre ayant 
trait a la volatilite implicite. Dans ce qui suit, nous presentons succinctement les 
fondements de la methode de Derman, Kani et Chriss (1996). 


Avant la contribution de Derman et al. (1993), l’arbre binomial implicite est 
apparu dans la litterature. Mais cette methode a le defaut de generer des probabilites 
de transitions negatives. Non seulement l’arbre trinomial implicite presente-t-il I’avan- 
tage de pallier a ce probleme mais il est egalement plus flexible et il est en mesure 
de reproduire une plus grande classe de structures de volatilites. Dans le modele 
trinomial implicite, I’espace etat'” est choisi independamment des probabilites de 
transitions. Les prix des options sont alors utilises pour solutionner ces probabilites. 
Les probabilites de transitions de hausse et de baisse situees au-dessus du noeud 
central sont donnees par : 

_ j=i+l 


9n,i = 


^n,i Pn,i (^n+l,i+2 ^n+l,i+l) 

S - s 

^n+l,i ^n+l.i+l 


oil C(.) est la valeur du call a ce point, F designe le prix forward donne par : F^, ; = 8,^ 
pour I’etat i et le pas n, et ^ designe le prix Arrow-Debreu actuel d’un actif qui 
donne un revenu de 1 $ a I’etat i de la periode n et 0 autrement. Plus precisement, les 
prix Arrow-Debreu pour le prochain pas (n-i-1) se calculent comme suit: 



Pn.n^^n.n i = n -t 1 

' P„..-A„,.-l + (1 - Pn,. 1 < i < n -b 1 


(l-P„.o)5^„,o i = 0 


9. Fran 9 ois Racicot tient a remercier personnellement M. Eric Dube, economiste financier, membre du 
groupe de Clement Gignac a la Financiere Banque Nationale, pour ses conseils sur le sujet et les 
nombreuses discussions qu’il a entretenues avec lui sur les methodes numeriques en general. Pour 
rediger cette section, nous nous sommes fortement inspires de Haug (1998) et de Derman, Kani et 
Chriss (1996). Pour une presentation recente du sujet, on consultera egalement Rebonato (2004), 
chapitre 11. 

10. L’espace-etat correspond aux etats de la nature suivants : hausse de prix, baisse ou prix stable, cela 
pour une periode donnee. 
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C(.) est calcule en utilisant un arbre trinomial standard, comme cela apparait dans 
notre programme. 


Quant aux probabilites de transitions de hausse et de baisse'*, situees sous on sur le 
noeud central, elles sont donnees par : 


Pn,. = 


^n.i ^n,i (^n+l,i+l ^n+l,i) ^n+l,iH 

S - s 

^n+l,i+2 ^n+l,i+l 


_ j=0 

oil P(.) est la valeur du put a ce point (espace-etat). Elle est obtenue en utilisant un 
arbre trinomial standard, tel que cela est illustre dans notre programme. Ces equa- 
tions, qui peuvent etre solutionnees numeriquement, sont par la suite utilisees pour 
calculer les probabilites de transition, les prix Arrow-Debreu et la volatilite locale 
a chaque noeud. II faut cependant s’assurer que ces probabilites sont situees dans 
I’intervalle [0,1]. 


Les probabilites de transition a chaque pas peuvent etre utilisees pour calculer 
la volatilite locale implicite a ce point. Celle -ci est donnee par : 


= { P„,(Sn+l,M - Fo)" + (l - Pn, “ q„,)(Sn+U+l + qn,i(S„+l, “ )' y(Fo' At) j 


OU Fq = Pn,Sn+l,M + (1 - Pn,. “ qn,i)Sn+U+l + qn,SnO, • 

Prenons un exemple dont les details se retrouvent an tableau 6.6. Soil le calcul 
d’un call note par C, S = 100, X = 90; T = 0,5, rf = 0,05 ; b = 0,02; a = 0,12; asym 
= 0,0004 et n le pas, n = 30. On obtient alors un prix pour le call egal a 11,10$ par 
r arbre trinomial implicite alors qu’avec F arbre trinomial simple, on obtient un prix 
de 11,05 $ pour le call europeen*^. 


11. Pour plus de details a ce sujet, voir: Racicot et Theoret (2004), p. 422-428. 

12. Cet exemple est tire de Haug (1998). 
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Tableau 6.6 Calcul du prix d’un call par I’arbre trinomial simple et 
I’arbre trinomial implicite 


Proq oar : F.-E. Racicot (2004/11/20) 




Arbre trinomial implicite de Derman, Kani et Chriss (1996), 




Journal of Derivatives, vol. 3, n° 4, p. 7-22. 






1 






Indicateur. Selon les besoins, choisir entre les options suivantes : C: Call , P: Put, 


A = Americaine, E=Europeenne. 












Arbre trinomial implicite 


Arbre trinomial simple 



Indicateur : 

c 


A,E 

E 



S : prix de Taction 

100 


CallPut 

C 



X : prix d'exercice 

90 


S 

100 



T : echeance 

0,5 


X 

90 



rf : taux sans risque 

0,05 


T 

0,5 



b 

0,02 


rf 

0,05 



volatilite 

0,12 


b 

0,02 



Asym : asymetrie 

0,0004 


vol. 

0,12 



n 

30 


n 

30 










Valeur de Tactif 

11,10 $ 


Valeur= 

11,05$ 

















Le programme utilise'^ pour effectuer les calculs du tableau 6.6 se retrouve 
au tableau 6.7. 

Tableau 6.7 Programme Visual Basic (Excel) 

de I’arbre trinomial implicite 

Option Base 0 

Public Function ArbretrinomialJmplicite(lndicateur As String, S As Double, X As Double, T As 
Double, rf As Double, b As Double, sig As Double, Asym As Double, n_pas As Integer) 
'Programme inspire de Haug (1998) et adapte par F.E. Racicot 
Dim prixArrowDebreuO As Double, Volatilite_locale() As Double 
Dim hautO As Double, bas() As Double 
Dim ValeurOptionNceudO As Double 
Dim dt As Double, u As Double, d As Double 
Dim df As Double, Pi As Double, qi As Double 
Dim Sil As Double, Si As Double, SI2 As Double 
Dim Sigmal As Double, Fj As Double, Fi As Double, Fo As Double 
Dim somme As Double, valeuroption As Double 
Dim i As Integer, j As Integer, n As Integer, z As Integer 
ReDim Valeur0ptionNoeud(n_pas*2) As Double 
ReDim prixArrowDebreu(n_pas, n_pas*2) As Double 


13. Ce programme est une adaptation tres rapprochee de Haug (1998). 
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ReDim haut(n_pas-1, n_pas*2-2) As Double 

ReDim bas(n_pas-1, n_pas*2-2) As Double 

ReDim Volatilite_locale(n_pas-1, n_pas*2-2) As Double 

dt=T / n_pas 

u=Exp(sig*Sqr(2*dt)) 

d=1 / u 

df=Exp(-rf*dt) 
prixArrowDebreu(0, 0)=1 
For n=0 To n_pas-1 
For 1=0 To n*2 
somme=0 

Si1=S*u''Application.Max(i-n, 0)*d'' Application. Max(n*2-n-i, 0) 

Si=Sird 

Si2=Si1*u 

Fi=Si1*Exp(b*dt) 

Sigmal=sig+(S-Si1)*Asym ' Fonction de smile lineaire 
If i < (n*2)/2+1 Then 
For j=0 To i-1 

Fj=S*u^Application.Max(j-n, 0)*d^Application.Max(n*2-n-j, 0)* 

Exp(b*dt) 

somme=somme+prixArrowDebreu(n, j)*(Si1-Fj) 

Next 

valeuroption=Arbretrinomial("E", "P", S, Sil, (n+1)*dt, rf, b, Sigmal, n+1) 
qi=(Exp(rf*dt)*valeuroption-somme) / (prixArrowDebreu(n, i)*(Si1-Si)) 
Pi=(Fi+qi*(Si1-Si)-Si1)/(Si2-Si1) 

Else 

valeuroption=Arbretrinomial("E", "C", S, Sil, (n+1)*dt, rf, b, Sigmal, 
n+1) 
somme=0 
For j=i+1 To n*2 

Fj=S*u'^Application.Max(j-n, 0)*d^Application.Max 
(n*2-n-j, 0)*Exp(b*dt) 

somme=somme+prixArrowDebreu(n, j)*(Fj-Si1) 

Next 

Pi=(Exp(rf*dt)*valeuroption-somme) / (prixArrowDebreufn, i)* 
(Si2-Si1)) 

qi=(Fi-Pi*(Si2-Si1)-Si1)/(Si-Si1) 

End If 

'Remplacement des probabilites negativement 
If Pi < 0 Or Pi > 1 Or qi < 0 Or qi > 1 Then 
If Fi > Sil And Fi < Si2 Then 
Pi=1 / 2*((Fi-Si1 ) / (Si2-Si1 )+(Fi-Si) / (Si2-Si)) 
qi=1 /2*((Si2-Fi)/(Si2-Si)) 

Elself Fi > Si And Fi < Sil Then 
Pi=0.5*((Fi-Si)/(Si2-Si)) 
qi=0.5*((Si2-Fi) / (Si2-Si)+(Si1-Fi) / (Si1-Si)) 

End If 
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End If 

bas(n, i)=qi 
haut(n, i)=Pi 

'Calcul des prix Arrow-Debreu 
If n=0 Then 

prixArrowDebreu(n+1, i)=qi*prixArrowDebreu(n, i)*df 
prixArrowDebreu(n+1, i+1)=(1-Pi-qi)*prixArrowDebreu(n, i)*df 
prixArrowDebreu(n+1, i+2)=Pi*prixArrowDebreu(n, i)*df 
Elself n > 0 And 1=0 Then 

prixArrowDebreu(n+1, i)=qi*prixArrowDebreu(n, i)*df 
Elself n > 0 And i=n*2 Then 

prixArrowDebreu(n+1, i)=haut(n, i-2)*prixArrowDebreu(n, i-2)*df+ 
(1-baut(n, i-1)-bas(n, i-1))*prixArrowDebreu(n, i-1)*df+qi* 
prixArrowDebreu(n, i)*df 

prixArrowDebreu(n+1, i+1)=haut(n, i-1)*prixArrowDebreu(n, i-1)* 
df+(1-Pi-qi)*prixArrowDebreu(n, i)*df 
prixArrowDebreu(n+1, i+2)=Pi*prixArrowDebreu(n, i)*df 
Elself n > 0 And 1=1 Then 

prixArrowDebreu(n+1, i)=(1-haut(n, i-1)-bas(n, i-1))* 

prixArrowDebreu(n, i-1)*df+qi*prixArrowDebreu(n, i)*df 

Else 

prixArrowDebreu(n+1, i)=haut(n, i-2)*prixArrowDebreu(n, i-2)* 
df+(1-baut(n, i-1)-bas(n, i-1))*prixArrowDebreu(n, i-1)* 
df+qi*prixArrowDebreu(n, i)*df 

End If 

Next 

Next 

'Le programme donne une reponse qui est fonction de: Indicateur 
'Calcul du prix d'une option de d'achat {call) ou de vente {put) a I'aide de I'arbre trino- 
mial implicite: 

If lndicateur="C" Then 
z=1 

Elself lndicateur="P" Then 
z=-1 

End If 

For 1=0 To (2*n_pas) 

ValeurOptionNceud(i)=Application.Max(0, z*(S*u^Application.Max(i-n_pas, 0) 

* d''Application.Max(n_pas-i, 0)-X)) 

Next 

For n=n_pas-1 To 0 Step -1 
For 1=0 To (n*2) 

ValeurOptionNoeud(i)=(haut(n, i)*Valeur0ptionNoeud(i+2)+(1-haut(n, i)-bas(n, i))*Val 
eur0ptionNoeud(i+1)+bas(n, l)*ValeurOptionNoeud(i))*df 
Next 

Next 

Arbretrinomial_implicite=ValeurOptionNoeud(0) 

End Function 
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Public Function Arbretrinomial(lndicateurameeuro As String, Indicateurcallput As String, S As 
Double, X As Double, T As Double, rf As Double, b As Double, sig As Double, n As Integer) As 
Double 

'Cette function calcule I'arbre trinomial. Prog, inspire de Haug (1998) et adapte par RE. Racicot 

Dim valeuroptionO As Double 

Dim dt As Double, u As Double, d As Double 

Dim pup As Double, pdown As Double, pmilieu As Double 

Dim i As Integer, j As Integer, z As Integer 

Dim df As Double 

ReDim valeuroption(n*2+1) 

If lndicateurc3//puf="C" Then 
z=1 

Elself lndicateurca//puf="P" Then 

z=-1 

End If 

dt=T/n 

u=Exp(sig*Sqr(2*dt)) 

d=Exp(-sig*Sqr(2*dt)) 

pup=((Exp(b*dt / 2)-Exp(-sig*Sqr(dt / 2))) / (Exp(sig*Sqr(dt / 2))-Exp(-sig*Sqr(dt / 2))))'^2 
pdown=((Exp(sig*Sqr(dt / 2))-Exp(b*dt / 2)) / (Exp(sig*Sqr(dt / 2))-Exp(-sig*Sqr(dt / 2))))'^2 
pmilieu=1-pup-pdown 
df=Exp(-rf*dt) 

For i=0 To (2*n) 

valeuroption(i)=Application.Max(0, z*(S*u''Application.Max(i-n, 0)*d''Application.Max(n*2-n-i, 
0)-X)) 

Next 

For j=n-1 To 0 Step -1 
For i=0 To (j*2) 

If lndicateurameeuro="E" Then 

valeuroption(i)=(pup*valeuroption(i+2)+pmilieu*valeuroption(i+1)+pdown* 
valeuroption(i))*df 
Elself lndicateurameeuro="A" Then 

valeuroption(i)=Application.Max((z*(S*u''Application.Max(i-j, 0)*d''Application.Max(j*2-j-i, 0)-X)), 
(pup*valeuroption(i+2)+pmilieu*valeuroption(i+1)+pdown*valeuroption(i))*df) 

End If 

Next 

Next 

Arbretrinomial=valeuroption(0) 

End Function 
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5. Quelques applications de la technique de l'arbre binomial 

A LA FINANCE COMPUTATIONNELLE DES TITRES A REVENUS 
FIXES : OPTIONS AMERICAINES SUR OBLIGATIONS AVEC COUPONS 
ET OBLIGATIONS CONVERTIBLES 

5.1. Option americaine sur une obligation avec coupons 

La premiere etape pour determiner le prix d’une option sur obligation consiste a 
tracer l’arbre binomial du taux d’interet sur la duree de vie de I’obligation. II existe 
plusieurs metbodes pour tracer cet arbre ; nous recourons a la technique proposee par 
Black, Derman et Toy (1990). Cette technique vise a reproduire les prix observes des 
obligations a coupon zero selon les diverses echeances de meme que leur volatilite 
respective par echeance. Supposons que Tobligation sur laquelle est ecrite Toption que 
nous voulons evaluer comporte une echeance de 3 ans. Le modele de Black, Derman 
et Toy nous a permis d’etablir Tarbre de taux d’interet qui apparait a la figure 6.12. 

Figure 6.12 



La deuxieme etape consiste a calculer Tarbre binomial du prix de Tobligation 
avec coupons qui constitue le sous-jacent de Toption. Supposons que Tobligation ait 
une echeance de 3 ans et qu’elle verse un coupon annuel de 10 %. Sa valeur nominale 
est de 100$. II y a deux famous de tracer cet arbre. Black, Derman et Toy suggerent 
de considerer chaque cash-flow annuel de Tobligation comme une obligation a 
coupon zero. Tuckman^"* suggere pour sa part d’additionner les coupons aux noeuds 
oil ils sont verses et de poursuivre Tactualisation dans Tarbre. Examinons ces deux 
metbodes tour a tour. 


14. B. Tuckman (2002), Fixed Income Securities, John Wiley & Sons, New York. 
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5.2. Technique de Black, Derman etToy (BDT) 

La methode de BDT consiste a demembrer Tobligation avec coupons en autant de 
parties qu’elle comporte de cash-flows. Dans le cas qui nous interesse, Tobligation 
avec coupons de 3 ans correspond a 3 obligations a coupon zero. Le premier coupon 
de 10$ est une obligation a coupon zero de 1 an. Le deuxieme coupon de 10$ est 
une obligation a coupon zero de 2 ans. La valeur nominate et le troisieme coupon, 
soil 110$, constituent une obligation a coupon zero de 3 ans. On construit les arbres 
de ces trois obligations a coupon zero, puis on les additionne. 

Considerons d’abord Tarbre du premier coupon de 10$ (figure 6.13). 

Figure 6.13 



Comme la probabilite de bausse des taux d’interet est id egale a la probabilite de 
baisse, soil 50%, ce prix se calcule comme suit a partir de Tarbre de taux de la 
figure 6.12. 

[0,5(l0) + 0,5(l0)]e^'° = 9,048 

Puis on passe a Tarbre de la deuxieme obligation a coupon zero (figure 6.14). 
Figure 6.14 
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A litre d’exemple, le cash-flow qui apparait a la periode 1 dans I’etat 1 est calcule 
comme suit, toujours a partir de I’arbre de taux de la figure 6.12 : 

[0,5(l0) + 0,5(l0)]e^‘''"* = 8,669 

On construit finalement I’arbre constitue de la somme du troisieme coupon et de la 
valeur nominale (figure 6.15). 

Figure 6.15 


76,744 




110 

110 

110 

110 


Puis on additionne les arbres donnes par les figures 6.13, 6.14 et 6.15 (figure 6.16) : 


Figure 6.16 


93,817 


99,451 

107,918 




110 

110 

110 

110 


Tous les noeuds de cet arbre comportent un interet couru de 10$, sauf le premier. En 
retranchant cet interet couru, on obtient F arbre binomial du prix de 1’ obligation de 
3 ans (figure 6.17). 
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Figure 6.17 



100 


89,451 


100 


93,817 


97,918 


100 


100 


5.3. Technique deTuckman 

Tuckman suggere une methode plus rapide que celle de BDT pour construire I’arbre 
binomial de I’obligation avec coupons. La technique est simple. File consiste a actua- 
liser les cash-flows de I’obligation en retrogradant dans I’arbre et en prenant soin 
d’ajouter les coupons aux noeuds oil ils sont verses. Cela n’exige que la construction 
d’un seul arbre, ce qui simplifie de beaucoup la metbode de BDT. 

Commen^ons par la fin de T arbre, qui apparait a la figure 6.18. 

Figure 6.18 


Nous sommes a la periode 3. Pour inserer les cash-flows de la periode 2, nous ajoutons 
le coupon de 10$ a cbacun de ces noeuds et nous actualisons ces cash-flows a partir 
des taux de la figure 6.12. Nous obtenons la figure 6.19. 
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Figure 6.19 


90,421 

95,945 


99,991 


< 


100 

100 

100 

100 


Par exemple, le cash-flow de la periode 2 a Petal 2 est egal a: 

[0,5(100 + 10)+0,5(100 + I0)]e^“‘'’“ = 90,421 

Pour etablir les cash- flows de la periode 1, on ajoute le coupon de 10$ a chacun des 
noeuds de la periode 2 et on poursuit Pactualisation. On obtient la figure 6.20. 


Figure 6.20 




100 

100 

100 

100 


Par exemple, le cash-flow de la periode 1 a Petal 1 est egal a: 

[0,5(90, 421 + 10)+0,5(95,945 + 10)]e^°‘''"*' = 89,452 

Finalement, pour obtenir le prix de P obligation, on ajoute le coupon de 10 $ aux deux 
noeuds de la periode 1 et on precede a Pactualisation. On en arrive a la figure 6.21. 


Figure 6.21 


93,818 


< 




100 

100 

100 

100 
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Ce prix est egal a : 

[0, 5(89, 452 + 10) + 0, 5(97, 918 + 10)]e^°‘° = 93,818 

Cet arbre du prix de I’obligation de 3 ans n’inclut pas I’interet couru. II est 
identique a celui de la figure 6.17 mais a ete obtenu beaucoup plus rapidement. On 
est egalement a meme de constater qu’a 1’ instar des dividendes pour les actions, les 
coupons relevent le prix d’une obligation a coupon zero. 


5.4. Calcul du prix d'un ca// americain de 2 ans 
ecrit sur I'obligation de 3 ans 

Nous voulons maintenant calculer le prix d’un call de 2 ans sur I’obligation prece- 
dente de 3 ans dont le prix d’exercice est de 95 $. Comme ce call est americain, nous 
devrons verifier a chaque noeud s’il n’y a pas lieu d’exercer I’option. Sa valeur a un 
noeud sera done egale a : 

MAX(Vo,Ve) 

oil Vq represente la valeur de detention de 1’ option, soit les cash-flows actualises de 
I’option a un noeud de I’arbre, et Vg, la valeur intrinseque ou d’exercice de I’option 
au meme noeud. Comme a I’accoutumee, a la figure 6.22, nous debutons le calcul du 
prix du call en commen 9 ant par la fin de I’arbre. Dans la case superieure d’un noeud, 
nous indiquons le prix de I’obligation a ce noeud tel que calcule a la figure 6.21 et 
dans la case inferieure apparait le cash-flow final (payoff) de I’option, soit sa valeur 
intrinseque. 

Figure 6.22 


90,421 

0 

95,945 

0,945 

99,991 

4,991 


Puis nous reculons dans I’arbre en actualisant les cash-flows de I’option. Situons- 
nous a I’etat 0 de la periode 1. La valeur actualisee des cash-flows de I’option a ce 
noeud est de : 

[0, 5 (0, 945 ) + 0, 5 (4, 99 = 2, 692 
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Mais comme le prix de I’obligation a ce noeud est de 97,918, la valeur d’exercice du 
call a ce noeud est de : 


97,918 -95 = 2,918 

Comme la valeur d’exercice est plus elevee a ce noeud que la valeur de detention de 
I’option, c’est la valeur d’exercice qui apparaitra a ce noeud, soil 2,918. La figure 6.23 
donne I’arbre binomial global du call. Son prix est de 1,505 $. Le lecteur pourra verifier 
que si cette option etait europeenne, son prix serait de 1,402$. 


Figure 6.23 
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5.5. Obligation convertible 

Une obligation convertible est une obligation qui peut etre convertie en actions a un 
taux predetermine appele « ratio de conversion ». Par exemple, I’obligation peut etre 
convertie en deux actions de la societe emettrice. L’emetteur peut egalement forcer 
la conversion a un prix specifie a I’avance. La valeur de I’obligation convertible est 
done egale a : 

max[min(Q,,Q2),Q3] 

oil Qj est la valeur de I’obligation en I’absence d’exercice, Qj, sa valeur lors du 
remboursement anticipe et Qj, sa valeur si elle est convertie. 

A quel taux operer I’actualisation des cash-flows de I’arbre binomial? Si on 
est certain que I’obligation est convertie, on actualise au taux sans risque. Si elle 
n’est pas convertie, il faut alors actualiser a un taux qui inclut la prime de risque de 
I’emetteur. C’est pourquoi, dans I’arbre, on distinguera deux composantes : la valeur 
de I’obligation convertible comme actions et la valeur de I’obligation convertible 
comme obligation. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirade: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


208 Finance computationnelle et gestion des risques 


Les obligations convertibles sont habituellement emises par de jeunes entre- 
prises relativement risquees qui veulent abaisser le coupon de leurs emissions d’ obli- 
gations en emettant des obligations convertibles. Elies evitent aussi une trap grande 
dilution de leur capital-actions en emettant des obligations convertibles plutot que 
des actions. Les actions seront emises lors de la conversion, c’est-a-dire lorsque le 
prix de Taction aura suffisamment augmente. 

Pour illustrer comment on valorise une obligation convertible, examinons 
Texemple suivant de HulT^. Une societe emet une obligation convertible a coupon 
zero qui versera 100$ a son ecbeance. L’ecbeance est de 9 mois. L’ obligation est 
remboursable par anticipation au prix de 115 $. 

L’ action de la societe cote presentement 50$. Sa volatilite est de 30%. La 
courbe du taux sans risque est borizontale a 10 % et celle des obligations de la societe 
est elle-meme borizontale a 15 %. Le ratio de conversion est de 2. On determine comme 
a Taccoutumee les parametres de Tarbre binomial, que Ton divise en trimestres : 

u = = 1,161 8 

d = - = — — = 0,860 7 
u 1,1618 

— d 

p = = 0,546 7 

u - d 


L’exercice debute par la construction de Tarbre du prix de Taction. 


50 




i = 0 1 


67,49 

50 

37,04 

2 



3 

2 

1 

j = 0 


Commengons a construire Tarbre binomial de T obligation convertible a la 
fin de Tarbre, la oil ses flux monetaires sont connus. Si Tobligation est exercee, sa 
valeur comme obligation est alors nulle. Si elle ne Test pas, elle n’a aucune valeur 
comme actions et Ton retient sa valeur comme obligation. On actualise ensuite ces 
cash-flows selon la procedure speciflee. 


15. J. Hull (2004), Options, futures et autres actifs derives, Pearson Education, Londres. 
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Dans la premiere case d’un noeud, nous entrons le prix de Taction a ce noeud. 
Dans la deuxieme case apparait sa valeur comme actions ; dans la troisieme, sa valeur 
comme obligation et dans la quatrieme, nous entrons la somme des deux cases prece- 
dentes, soil la valeur globale de Tobligation convertible. Ces calculs pour la fin de 
Tarbre sont les suivants : 


78,42 

156,84 

0 

156,84 

58,09 

116,18 

0 

116,18 

43,04 

0 

100 

100 

31,88 

0 

100 

100 

Examinons le noeud (3,3)- La valeur de conversion de Tobligation est alors de 
(78,42 X 2) = 156,84. La concession est necessairement exercee et sa valeur comme 
obligation est nulle. La valeur globale de Tobligation est done de 156,84. II en est de 
meme au noeud (3,2). Au noeud (3,1), sa valeur de conversion est de 86,04 et celle-ci 
n’est done pas exercee, car sa valeur comme obligation est de 100. Le flux monetaire 
decoulant de la conversion est done nul et la valeur globale de Tobligation est de 100. 
II en va de meme au noeud (3,0). 

Nous retrogradons maintenant dans Tarbre en actualisant les cash-flows 

flnaux. 
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78,42 

156,84 


0 

67,49 

156,84 

134,98 


0 

58,09 

134,98 

116,18 


0 

50 

116,18 

61,95 


43,66 

43,04 

105,61 

0 


100 

37,04 

100 

0 


96,32 

31,88 

96,32 

0 


100 


100 


Situons-nous d’abord au noeud (2,2). Nous n’avons que deux flux monetaires 
decoulant de la conversion a actualiser. L’actualisation se fait done au taux sans 
risque : 

[(156,84 X 0,546 ?) + (l 16,18 x 0,453 = 134,98 

Au noeud (2,1), la composante actions et la composante obligation sont posi- 
tives. La composante actions, qui se situe dans I’etat de hausse, est actualisee au taux 
sans risque. La composante obligation, qui se situe dans I’etat de baisse, est actualisee 
au taux risque. On a, pour la composante actions : 

(0,546 7 xll6,18)e^‘°’^“'"" =61,95 
Et, pour la composante obligation : 

(0,453 3x100) = 43,66 

La valeur de I’obligation convertible au noeud (2,0) est done de: 61,95 -1- 43,66 = 
105,61. 

Au noeud (2,0), il n’y a que deux composantes obligations a actualiser : 

[(100 X 0,546 7)h - (100 X 0,453 = 96, 32 
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Nous retrogradons maintenant a la periode 1. 




78,42 

156,84 



0 


67,49 

156,84 


134,98 



0 \ 

58,09 

58,09 

// 134,98 ^ 

\ 116,18 

116,18 


\ 0 

0 \ 

50 

116,18 

116,18 ^ 

\ 61,95 / 



\ 43,66 \ 

43,04 

43,04 

105,61 ^ 


33,03 


\ 100 

65,05 \ 

37,04 

100 

98,08 ^ 

\ ° 



\ 96,32 

31,88 


96,32 ^ 

\ ° 



\ 100 



100 


A la periode (1,1), la valeur actions de Tobligation convertible est egale a: 

[(134,98 X 0,546 7) + (61,95 x 0,453 = 99,35 

Et sa valeur comme obligation est de : 

[(0 X 0,546 7) + (43,66 x 0,453 = 19,79 

La valeur globale de I’obligation convertible est done de: 99,35 + 19,06 = 
118,41. Comme cede valeur excede 115, I’emetteur exerce son option de rembour- 
sement anticipe. Mais comme le detenteur a le loisir de la convertir en deux actions, 
il se prevaut de son droit, ce qui lui rapporte 116,18 (2 x 58,09), soil un montant 
superieur a celui du remboursement anticipe. 

En poursuivant ces calculs, on obtient 104,95 comme prix de I’obligation 
convertible. Si elle n’etait pas convertible, elle vaudrait 100 x = 89,36. 

L’ option de conversion est done de : 104,95 - 89,36 = 15,59. 
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78,42 

156,84 




0 



67,49 

156,84 



134,98 




0 \ 

58,09 


58,09 

134,98 ^ 

\ 116,18 


116,18 


\ 0 

50 

0 \ 

50 

116,18 

76,55 

116,18 \ 

V 61,95 / 


28,4 


\ 43,66 

43,04 

104,95 

43,04 

105,61 \ 

\ 0 


33,03 


100 


65,05 \ 

37,04 

100 


98,08 A 





\ 96,32 \ 

31,88 



96,32 A 





100 




100 


On a suppose ici que I’obligation ne comporte pas de coupons. Si elle comporte 
des coupons, on suppose d’abord a cbaque noeud que 1’ obligation convertible est une 
obligation et on inclut dans la composante obligataire la valeur actuelle des coupons 
payables a I’etape suivante. 

Damodaran'® propose une autre procedure pour evaluer les options convertibles. 
L’avantage de sa metbode en regard de la precedente est qu’elle prend en compte la 
dilution du capital-actions de I’entreprise qui se produira lorsque les obligations de 
I’entreprise seront converties. Toutes cboses egales d’ailleurs, il s’ensuivra alors une 
baisse du prix de Faction de la societe qui a emis les obligations convertibles. Par 
ailleurs, pour calculer la prime de conversion, Damodaran recourt a la formule de 
Black et Scboles. II suppose done que Foption de conversion est europeenne alors 
qu’elle est a tout le moins bermudeenne'’. De plus, on ne suppose pas de rembour- 
sement anticipe lors de cet exercice. 

Une societe emet 100 000 obligations convertibles dont Fecbeance est de 
7,5 ans. Leur valeur nominale est de 1 000$ et cbacune peut etre convertie en 
25,32 actions de la societe. Le taux du coupon de Fobligation est de 5,75 %. Les 
obligations non convertibles de la societe ont un rendement de 9%. Au moment de 
Femission, le prix de Faction est de 32,5 $ et la volatilite de leur taux de rendement est 
de 50%. Toujours au moment de Femission, le capital-actions de la societe comptait 


16. A. Damodai'an (1996), Investment Valuation, John Wiley & Sons, New York. 

17. C’est-a-dire qu’elle ne peut etre exercee qu’a des moments bien precis. 
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47,35 millions d’actions. L’exercice des obligations convertibles se traduira par un 
ajout de 2,532 millions d’actions (100 000 x 25,32 actions). Le taux de rendement 
du dividende de Taction est de 3 %. 


Si T obligation convertible ne T avail pas ete {straight bond) et qu’elle avail 
eu un coupon de 5,75 % assortie d’un rendement de 9 %, sa valeur comme obligation 
aurait alors ete de : 


^ 28,75 

X- — 


1000 


^= 825,48 


tr (1,045)' (1,045)*^ 

Les versements des coupons sont en effet semestriels. Cbaque coupon vaut: 


X 1 000 = 28, 75 $ . II s’agit ici d’une annuite de 15 semestres. 

2 

Pour calculer Toption de conversion, on fait appel a la formule du prix d’un 
call europeen de Black et Scboles. Identifions les arguments de ce call. Le prix de 


Taction est de 32,50$. Le prix d’exercice de Toption est de: = 39,49$. La 

25,32 

volatilite du rendement de Taction est de 0,5. L’ecbeance de Toption est de 7,5 ans 
et le taux sans risque est de 7,75 %. Le taux de rendement du dividende est de 3 %. 
En substituant ces valeurs dans Tequation de Black et Scboles, on obtient une valeur 
de 14,17 $ pour le call. Pour corriger Teffet de dilution, on se sert du facteur de dilu- 
tion, qui est egal au rapport du nombre d’actions en circulation avant la conversion 


et du nombre de ces actions apres la conversion, soil: ^ = 0,949. 

47,35-1-2,532 

Apres correction de Teffet de dilution, le prix du call est done de : 14,17 x 0,949 = 13,45. 
La prime globale de conversion par obligation convertible est done de : 13,45 x 25,32 = 
340,55. Par consequent, la valeur de T obligation convertible est de : 


825,48 -t 340,55 = 1 166,03 


Determinons la valeur de Toption de conversion dans le cadre de Texemple 
precedent de Hull en recourant a la metbode de Damodaran. Le prix de Taction etait 
de 50$. Le prix d’exercice se situait a 100 / 2 = 50$. La volatilite du rendement de 
Taction s’etablissait a 30%. L’ecbeance de Toption etait de 9 mois et le taux sans 
risque cotait 10%. En substituant ces donnees dans Tequation de Black et Scboles, 
le prix du call est de 6,99$. Ea prime de conversion est alors de 13,98$, sans tenir 
compte de Teffet de dilution, contre 15,59$ en recourant a la metbode de Hull. 
Certes, le calcul de Hull suppose que Toption de conversion est americaine, ce qui 
lui assure une plus-value en regard de Toption europeenne. Par contre, Hull suppose 
un remboursement anticipe prevu par Temetteur, ce qui plafonne la valeur de Tobli- 
gation convertible. 
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Wilmott** recourt directement a une equation differentielle stochastique pour 
fixer le prix d’une obligation convertible. Supposons que celle-ci soil a coupon zero. 
La valeur de I’obligation convertible (V) depend alors du prix de Taction (S) et du 
temps (t), c’est-a-dire : 

V = v(s,t) 


Reprenons T analyse de Black et Scholes en constituant un portefeuille (H) compose 
d’une obligation convertible et d’une position a decouvert de A actions. On recourt 
au lemme d’lto pour determiner Tequation differentielle de ce portefeuille : 


3 v , av 1 2^2 a"v 

dfl — dt + dS + G S ^ 

at as 2 as" 


dt - AdS 


Pour eliminer le risque de ce portefeuille, on fixe comme a Taccoutumee le 
delta au niveau suivant : 


A = 


as 


Comme Toption est americaine, on obtient Tinegalite suivante qui dit que le 
rendement du portefeuille est au plus celui du taux sans risque : 


av , 1 2o2a"v, ^av „ 

— dt + — a"s" — ^dt + rS — -rV < 0 

at 2 as" as 


En supposant que la valeur nominale de Tobligation soil de 1 $, la valeur finale de 
T obligation est de : 

V(S,t) = l 


Puisque Tobligation pent etre convertie en n actions, on a la contrainte : 

V>nS 

En Tabsence de risque de credit, on a les conditions aux homes suivantes : 
V(S,t)»nS S^oo 

V(0,t)»e’‘^"‘> 

c’est-a-dire que lorsque le prix de Taction est important, Tobligation convertible 
se comporte comme le sous-jacent et lorsque le prix de Taction est faible, Tobliga- 
tion convertible se comporte comme une obligation ordinaire, comme Tillustre la 
figure 6.24. 


18. P. Wilmott (1998), Derivatives, John Wiley & Sons, New York. 
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Figure 6.24 Evolution du prix de I’obligation convertible 
en function du prix de Faction 

Prix obligation 



Dans le raisonnement precedent, on supposait que Faction ne verse pas de 
coupons et que Faction ne comporte pas de dividendes. A ce moment-la, Fobligation 
convertible ne sera jamais exercee avant Fecbeance de Fobligation, a Finstar d’un 
call ecrit sur une action ne versant pas de dividendes. Mais si Faction sous-jacente a 
Fobligation convertible verse des dividendes, alors la valeur de Fobligation conver- 
tible finira pas atterrir en douceur sur la ligne de la valeur intrinseque et il y aura 
alors conversion. 

Le fait que la valeur de Fobligation convertible ne reagit pas au prix de 
Faction en dega d’un certain seuil pent etre contestable. En effet, la baisse du prix 
de Faction pent signaler une probabilite de plus en plus importante de faillite pour 
Fentreprise. On introduit alors le risque de credit dans Fanalyse. La valeur de Fobli- 
gation convertible s’amenuiserait done de plus en plus au fur et a mesure que Faction 
se devaloriserait. 
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Resume 

Dans ce chapitre, nous avons pu constater que I’arbre binomial est une metbode 
numerique tres simple pour calculer les prix de produits derives. En fait, I’arbre 
binomial donne une approximation de I’esperance des flux monetaires actualises de 
I’option dans un univers neutre au risque. Nous savons que cette esperance constitue 
le prix d’un produit derive. Dans le chapitre ayant trait a I’exercice premature d’une 
option americaine, nous verrons comment on pent modifier le programme de I’arbre 
binomial pour y integrer I’option d’exercice premature de meme que les dividendes 
verses par le sous-jacent. Nous serons en mesure de constater que I’arbre binomial 
s’ajuste tres bien a ces nouvelles donnes. Par ailleurs, ce chapitre a egalement presente 
I’arbre trinomial, qui est de nature a reproduire des processus stochastiques plus 
complexes que le mouvement brownien geometrique. II peut en effet dupliquer des 
processus Omstein-Uhlenbeck et des processus de diffusion avec sauts. Qui plus est, 
le processus de convergence semble plus efflcace du cote de I’arbre trinomial que de 
celui de I’arbre binomial. 
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CHAPITRE 


7 

LA SIMULATION DE MONTE CARLO 


Depuis son incorporation par Boyle (1977) dans la panoplie des outils de la finance 
computationnelle, la simulation de Monte Carlo n’a cesse de gagner en popularite 
comme methode de calcul de prix d’ options de plus en plus perfectionnee et comme 
instrument de gestion des risques. Elle se caracterise par sa tres grande souplesse et 
par sa capacite de traiter un probleme en plusieurs dimensions. 

Le calcul du prix d’une option revient a la solution d’une equation differentielle. 
Mais comme le stipule le theoreme de Feynman-Kac, une equation differentielle pent 
etre representee par une esperance mathematique. Or, qui dit esperance mathematique 
dit integrate. Et c’est justement I’une des principaux objectifs de la simulation de 
Monte Carlo que d’estimer une integrate. On comprend des lors le lien tres etroit qui 
existe entre les prix des produits derives et la simulation de Monte Carlo. 

Ee but du present cbapitre est d’ examiner de fagon detaillee les principaux 
aspects de I’utilisation de la simulation de Monte Carlo en finance computation- 
nelle et de foumir des programmes ecrits en Matlab et en Visual Basic con^us de 
maniere a maitriser ces aspects. Nous introduirons d’abord ces methodes en suivant 
la demarche adoptee par Boyle dans son article de 1977. Puis nous verrons comment 
la performance de la simulation de Monte Carlo pent etre amelioree en recourant a 
plusieurs techniques : variables antithetiques, variables de controle et sequences de 
nombres pseudo-aleatoires. 


1. Les aspects generaux de la simulation de Monte Carlo 


Nous savons que la solution de Black et Scholes au calcul du prix d’une option d’achat 
europeenne passe par la solution de 1’ equation differentielle suivante: 


ac 1 2^2 a"c ^ ac ^ „ 

— -I- - ^ + rS — - rC = 0 

at 2 as" as 
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avec comme condition terminale : 

C(T,S) = (S(T)-Kf 

Selon le theoreme de representation de Feynman-Kac, qui etablit 1’ equivalence 
entre une equation differentielle et une esperance mathematique, si C est une solution 
a ce systeme d’equations, on pent alors exprimer cette solution comme une esperance 
du payoff fmdl de I’option, c’est-a-dire : 

C = e^<^"‘>E‘5[C(T,S)] 

oil est I’operateur d’esperance dans un univers neutre an risque. C(T,S), le payoff^ 
de I’option d’achat, est une variable aleatoire. Ce sont Cox et Ross (1976) qui furent 
les premiers a faire le lien entre le tbeoreme de representation de Feynman-Kac et le 
prix d’un call vu comme une esperance. 

Or, une esperance est une integrale. Pour une variable aleatoire X, son espe- 
rance se calcule comme suit : 

E(X)= j xf(x)dx 

Par ailleurs, on calcule 1’ esperance d’une fonction g(y) comme suit: 
E(g(y))= j g(y)f(y)dy 


on j f(y)dy= 1. 

Soit E[g(y)] = g . On vent trouver une estimation g de g , ce dernier etant 
inconnu. On recourt pour ce faire a la simulation de Monte Carlo. E’ evaluation d’ in- 
tegrates est la principale utilisation de la simulation de Monte Carlo en finance. En 
effet, on pent representer les prix d’options comme suit : 

Prix d’options = E*^ (.) = | (.) 

En temps continu, une esperance est une integrale. En temps discret, c’est une 
moyenne. C’est cette moyenne que vise a calculer la simulation de Monte Carlo. 
File deviendra un estimateur du prix d’une option. Au tableau 7.1, on identifie les 
principales etapes du calcul de g , soit 1’ estimateur de g , a I’aide de la simulation 
de Monte Carlo. 


1. Rappelons que le terme pa>q/f designe le cash-flow de Foption a Fecheance de celle-ci. Comme 
nous ne connaissons pas le prix de Faction a Fecheance de Foption, le payojf est done une variable 
aleatoire. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, bout Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


La simulation de Monte Carlo 221 


Tableau 7. 1 Calcul de g par la simulation de Monte Carlo 


Etape 1 

Par la simulation de MC, on genere au hasard des realisations de y: y,, yj,. . .,y„. 

Etape 2 

Chacune de ces realisations donne une valeur a g(y). 

Etape 3 

1 " 

L'estimation de I'integrale qui resulte de la simulation est de: g = — ^g(y^ ) 

^ i=i 


Etape 4 On peut evaluer la precision de cette estimation en calculant s (deviation standard): 




n 


s 

g(y.) - g 

i=l 

une iteration ^ iterations 


Asymptotiquement, c’est-a-dire quand n ^ , la distribution suivante tend vers une 

normale : 


g-g 
s/Vn - 1 


aN(0,l) 


L’intervalle de confiance de I’estimateur g est done de : 


g±oc. 


s 


Vn - 1 


oil est la valeur critique. 

En ce qui nous concerne, g est un estimateur du prix d’une option. 

Pour illustrer les developpements precedents, nous allons evaluer le prix d’un 
call europeen asiatique en recourant a la simulation de Monte Carlo. Le payoff d’une 
telle option est de : (S - X) , oil S est la moyenne du prix du sous-jacent calculee sur 
la duree de vie de I’option. L’ option asiatique depend done du sender suivi par Paction 
jusqu’a I’echeance de I’option. On dit en anglais qu’elle est path-dependent. 


Le prix de I’option asiatique est egal a I’esperance risque-neutre suivante: 


C(t,s) = e^‘‘^^‘)E'^ (S-Xf] 


etant une integrale, on I’evalue par la simulation de Monte Carlo. En termes discrets, 
le prix de I’option se ramene a I’expression suivante, qui est directement calculable 
par la simulation de Monte Carlo : 


C = 


CF,(T) 


X e 


-r(T-t) 
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n etant le nombre d’ iterations de la simulation et CF;(T) : [S;(T)- K]^, oil Sj(T) est 
la moyenne des prix de Taction lors de Titeration i, qui est une variable aleatoire. 


Pour effectuer la simulation, on se donne d’abord une representation lognor- 
male du prix de Taction : 




r--o^ lAt+av/^e 

2 J 


( 1 ) 


oil e ~ N(0,1). L’ equation (1) est la solution du mouvement brownien geometrique 
suivant suppose pour le prix de Taction dans Tunivers risque -neutre : 


dS = rSdt+ aSdz 

oil dz = eVdt 

Les etapes du calcul du prix d’un call europeen asiatique par la metbode de 
la simulation de Monte Carlo sont les suivantes : 

T 

1. Diviser la duree T de T option en m pas At = — . At est defini sur une 

m 

base annuelle puisque tons les parametres du call sont exprimes sur une 
base annuelle. 

2. Generer un premier nombre aleatoire 8 et calculer Sj a partir de Sq 
( connu). 

3. Generer de fagon sequentielle d’autres variables aleatoires et les substituer 
dans (1). 

4. On obtient en bout de piste une trajectoire (path) de S. 

On calcule alors sa moyenne sur la trajectoire : 

m 

5. On calcule le cash-flow final de T option asiatique pour cette trajectoire : 

CF, = (S, - K)^ 

On effectue N iterations de la sorte (N doit etre important pour reduire 
s autant que possible) et on obtient un cash-flow respectif pour cbaque 
iteration. 


6. On obtient finalement le prix du call asiatique : 


C = 



N 
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L’ecart-type de cette estimation est le suivant. 

oil Cj = e ‘^CFj , i symbolisant I’iteration. 

Cet ecart-type est inapproprie pour evaluer la performance d’une simulation de 
Monte Carlo orientee vers le calcul du prix d’une option. En effet, les payoffs d’une 
option n’obeissent pas a une distribution normale. Pour pallier a ce probleme, nous 
reprendrons un grand nombre de fois la meme simulation. La distribution des resultats 
devrait tendre vers la normale. Nous calculerons la moyenne des resultats, qui devrait 
etre centree sur le prix effectif de I’option, de meme que I’ecart-type. Nous serons 
alors a meme de juger de la performance de la simulation effectuee. 

Nous voulons valoriser un call asiatique europeen dont les specifications se 
retrouvent au tableau 7.2. Le tableau 7.3 fournit un programme ecrit en Visual Basic 
de nature a evaluer le prix d’une option asiatique {call ou put). Quand il s’agit d’un 
call, comme dans le cas present, la variable iopt prend la valeur 1. Et lorsqu’il s’agit 
d’un put, la valeur (-1) lui est attribuee. Les parametres du call asiatique se retrouvent 
au tableau 7.2. 

Tableau 7.2 


s 

80 

X 

85 

T 

1 an 

Rf 

0,05 

Q 

0 

(T 

0,2 


Nous fixons dans un premier temps le nombre de pas a 100 et le nombre 
d’iterations, egalement a 100. Nous obtenons un prix de 1,47 $ pour le call europeen 
asiatique dont les specifications apparaissent au tableau 7.2. Nous effectuons, a I’aide 
d’une boucle ajoutee au programme du tableau 7.3, 100 simulations additionnelles. 
L’bistogramme des simulations, de meme que les principales statistiques, sont reper- 
tories a la figure 7.1. 
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Tableau 7.3 Simulation de Monte Carlo 

pour calculer le prix d’une option asiatique 

Sub simopti ) 

Range("d4:iv6000")-ClearContents 

Range("option1").CIearContents 

Dim iopti, si, x1, rfl, q1, t1, sigmal, nsimgl, pas 

Dim rnmutg, sigtg, sumg, randnsg, Sig, payoffig, sigsum, sigmoyenne 

Dim i As Integer 

Dim j As Integer 

iopt1=1 

s1=80 

XI =85 

rfl =0.05 

q1=0 

t1=1 

sigma1=0.2 

pas=100 

nsimg1=100 

rnmutg=(rfTqT0.5*sigmaP2)*(t1 / pas) 

sigtg=sigma1*Sqr(t1 / pas) 

sumg=0 

For i=1 To nsimgl 
S1g=s1 
sigsum=0 
For j=1 To pas 
Randomize 

randnsg=Application.NormSlnv(Rnd) 

S1g=S1g*Exp(rnmutg+randnsg*sigtg) 

Range("prix1").0ffset(j-1, i-1)=S1g 

sigsum=sigsum+S1g 

Next j 

sigmoyenne=sigsum / pas 
Range("prix").0ffset(i-1, 0)=sigmoyenne 
payoff1g=Application.Max(iopt1*(sigmoyenne-x1), 0) 
Range("cash").0ffset(i-1, 0)=payoff1g 
sumg=sumg+payoff1 g 
Next i 

option1=Exp(-rf1*t1)*sumg / nsimgl 
Range("option1").Value=option1 

End Sub 
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Figure 7.1 Histogramme des simulations 



Series: ITER100 

Sample 1 100 
Observations 100 

Mean 

2,473247 

Median 

2,476225 

Maximum 

3,626531 

Minimum 

1,385215 

Std. Dev. 

0,456563 

Skewness 

0,066643 

Kurtosis 

2,716794 

Jarque-Bera 

0,408211 

Probability 

0,815376 


Source : EViews. 

Comme on pent le constater a la figure 7.1, la moyenne des simulations est de 
2,47, ce qui est tres rapproche du prix effectif du call asiatique, c’est-a-dire 2,48$. 
La simulation que nous avons effectuee anterieurement et qui lui assignait un prix de 
1,47 $ etait done bien loin de la marque. A hauteur de 0,45, 1’ecart-type des simula- 
tions est important. La statistique Bera-Jarque indiquant que la distribution des prix 
de I’option s’avere normale, I’intervalle pour un niveau de confiance de 95 % du prix 
de r option est de : 

2,47 + (l,96)(0,45) = 2,47 + 0,88 


L’intervalle de confiance du prix de I’option est deraisonnablement eleve puisqu’il 
s’etire de 1,59$ a 3,35$. Le resultat obtenu d’une simulation n’est done pas tiable 
pour un nombre d’ iterations de 100. 

Une fa 9 on de reduire I’intervalle de confiance du prix de I’option est d’ac- 
croitre le nombre d’iterations. Nous avons refait les 100 simulations en augmentant 
le nombre d’iterations de 100 a 1 000. Les resultats des simulations sont compiles a 
la figure 7.2. 

On remarque a la figure 7.2 que la distribution des simulations avec 1 000 
iterations est mieux centree sur le prix theorique du call asiatique, a hauteur de 2,48 $, 
que la distribution qui correspond a 100 iterations (figure 7.1). On note egalement 
a la figure 7.2 que I’ecart-type des simulations s’est beaucoup reduit en augmentant 
le nombre de simulations de 100 a 1 000 puisqu’il est passe de 0,45 a 0,15. Cette 
reduction etait anticipee, car lorsque le nombre d’it erati ons est de 100, la racine carree 
de la somme des erreurs au carre est divisee par VlOO lors du calcul de 1’eca rt-type , 
tandis que lorsque le nombre d’iterations est de 1 000, le diviseur est de ^1 000 . 
Mais encore la, I’intervalle de confiance du prix de I’option se revele trop important. 
Pour le reduire davantage, on pent encore une fois augmenter le nombre d’iterations. 
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mais ces operations finissent par consommer beaucoup de temps. Les sections qui 
suivent envisagent diverses techniques aptes a reduire cet intervalle dans un laps de 
temps raisonnable. 



2.125 2.250 2.375 2.500 2.625 2.750 


Source : EViews. 

Nous pouvons egalement transposer les programmes precedents en langage 
Matlab. Pour ce faire, nous emprunterons nos fonctions a Brandimarte (2002). Ces 
fonctions apparaissent au tableau 7.4. La fonction Asia calcule le prix d’une option 
asiatique. Elle fait appel a la fonction SentierBrownien qui genere les scenarios du 
prix du sous-jacent. 

Calculons la valeur du call asiatique precedent en nous servant des commandes 
Matlab avec, dans un premier temps, 1 000 iterations. Nous ecrivons dans la fenetre 
des commandes du logiciel Matlab : 

tic, P=Asia(80, 85, 0.05, 1,0.2, 100, 1000), toe, 

P= 

2,5260 

elapsed_time= 

0,3010 

La valeur calculee pour le prix du call asiatique est done de 2,52$. Nous 
savons que sa vraie valeur est de 2,48 $. Nous pouvons nous conforter en effectuant 
10 millions d’iterations, ce qui depasse certes les capacites de Visual Basic {Excel). 
Le resultat correspond a nos attentes : 
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tic, P=Asia(80, 85, 0.05, 1,0.2, 100, 10000000), toe, 


P= 

2,4847 


elapsed_time= 

860.1670 


Tableau 7.4 Fonctions Matlab du calcul du prix d’une option asiatique 


function [prix,c]=Asia(SO,X,r,t,sigma,Npas,Niter) 

profit=zeros(Niter,1); 
for i=1:Niter 

Sentier=SentierBrownien(S0,r,t,sigma,Npas,1); 

profit(i)=max(0,mean(Sentier(2:(Npas+1)))-X); 

end 

[prix,a,c]=normfit(exp(-r*t)*profit); 

function Sentier=SentierBrownien(SO,r,t,sigma,Npas,Niter) 

dt=t/Npas; 

rdt=(r-0.5*sigma^2)*dt; 

sidt=sigma*sqrt(dt); 

lncrements=rdt+sidt*randn(Niter,Npas); 

LogSentier=cumsum([log(S0)*ones(Niter,1),lncrements],2); 

Sentier=exp(LogSentier); 


Le resultat s’est affiche apres 14 minutes, ce qui est relativement rapide etant donne 
le nombre d’ iterations demande. 


2. Les variables antithetiques^ 

La technique des variables antithetiques est, parmi la panoplie des techniques de 
reduction de la variance, la plus simple. Definissons des variables aleatoires dites 
antithetiques (opposees) dont la correlation est de -1. C’est-a-dire que pour chaque 
scenario du prix de Taction, on aura les deux equations suivantes : 




2. Cette section s’inspire directement de Racicot et Theoret (2004), chapitre 1. 
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La meme variable aleatoire 8 est d’abord introduite avec un signe positif pour 
calculer S, puis avec un signe negatif. II en resulte une correlation de (-1) entre les 
deux mouvements browniens, ce qui accelere, pour un nombre d’iterations donne, la 
convergence vers le vrai prix de I’option. Le tableau 7.5 fait etat de k simulations de 
Monte Carlo pour un call europeen avec variables antithetiques. 

Tableau 7.5 Programme Visual Basic de k simulations de Monte Carlo 
du prix d’un call asiatique avec variables antithetiques 


Sub simopti ) 

'Simulation de Monte Carlo pour calculer le prix 
d'une option asiatique 
'Range("d4:iv6000").CIearContents 
'Range("optionr').CIearContents 
Dim iopti, si, x1, rfl, q1, t1, sigmal, nsimgl, pas 
Dim rnmutg, sigtg, sumg, randnsg, Sig, payoffig, 
sigsum, sigmoyenne 
Dim i As Integer 
Dim j As Integer 
'Randomize 
iopt1=1 
s1=80 
x1=85 
rfl =0.05 
q1=0 
t1=1 

sigma1=0.2 

pas=100 

nsimg1=100 

rnmutg=(rf1-q1-0.5*sigmaP2)*(t1 / pas) 
sigtg=sigma1*Sqr(t1 / pas) 

For k=1 To 100 
sumg=0 


For i=1 To nsimgl 

S1g=s1 

S2g=s1 

sigsum1=0 

sigsum2=0 

For j=1 To pas 

randnsg=Application.NormSlnv(Rnd) 

S1g=S1g*Exp(rnmutg+randnsg*sigtg) 

'Range("prix1 ").0ffset(j-1, i-1 )=S1 g 

sigsum1=sigsum1+S1g 

S2g=S2g*Exp(rnmutg-randnsg*sigtg) 

sigsum2=sigsum2+S2g 

Next j 

sigmoyenne1=sigsum1 / pas 
'Range("prix").0ffset(i-1, 0)=sigmoyenne 
sigmoyenne2=sigsum2 / pas 
payoffi g=0.5*Application. 

Max(iopt1*(sigmoyenne1-x1), 0)+0.5*Appli- 
cation.Max(iopt1*(sigmoyenne2-x1), 0) 
'Range("cash").0ffset(i-1, 0)=payoff1g 
sumg=sumg+payoff1 g 
Next i 

option1=Exp(-rf1*t1)*sumg / nsimgl 
Range("histo5").0ffset(k, 0)=option1 
Next k 


End Sub 


Comme on le remarque a la lecture du tableau 7.5, a cbaque iteration, on calcule 
la moyenne du prix de Taction des scenarios obtenus a partir des deux variables 
antithetiques. Le payoff Ae Toption d’une iteration est la moyenne des deux payoffs 
obtenus a partir des deux variables antithetiques. Cela accelere la convergence vers 
le vrai prix de Taction. 

La figure 7.3 relate les resultats de 100 simulations du prix du call asia- 
tique lorsque Ton recourt aux variables antithetiques. Cbaque simulation comporte 
100 iterations et 100 pas. 
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Figure 7.3 



Series: ITER100PAS100 

Sample 1 100 


Observations 100 

Mean 

2,471307 

Median 

2,512031 

Maximum 

3,058848 

Minimum 

1,844725 

Std. Dev. 

0,271140 

Skewness 

-0,181771 

Kurtosis 

2,522550 

Jarque-Bera 

1,500508 

Probability 

0,472247 


Source : EViews. 

On constate que, bien que la moyenne soit la meme que celle obtenue sans 
variables antitbetiques, I’ecart-type des simulations s’est abaisse de 0,45 a 0,27 
lorsque Ton passe de simulations sans variables antitbetiques a des simulations avec 
variables antitbetiques pour un meme nombre d’ iterations de 100, ce qui prend acte 
de la performance de la metbode des variables antitbetiques. Mais un nombre d’ite- 
rations de 100 n’est pas encore suffisant, I’intervalle de confiance du prix de I’option 
etant encore trop eleve. 

Nous augmentons done le nombre d’iterations pour ebaque simulation a 1 000. 
La figure 7.4 fait etat des resultats obtenus. 

Comme on le note a la figure 7.4, I’ecart-type des simulations, a bauteur de 
0,08, est pratiquement reduit de moitie en regard des simulations qui ne font pas appel 
aux variables antitbetiques, et ce, pour le meme nombre d’iterations, soit 1 000. Par 
ailleurs, 1’ augmentation du nombre de pas n’ameliore pas les resultats. 

La figure 7.5 montre comment le prix du call asiatique converge vers sa 
valeur tbeorique en fonction du nombre d’iterations dans deux situations : I’une avec 
variables antitbetiques et I’autre, sans variables antitbetiques. La figure revele que 
les fluctuations du prix de I’option en regard de son prix tbeorique sont beaucoup 
plus faibles lorsque I’on recourt a des variables antitbetiques. Mais meme apres 
5 000 iterations, le risque d’erreur n’est pas negligeable meme si on fait appel a des 
variables antitbetiques pour reduire la variance des simulations. 
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Figure 7.4 



Series: ITER100PAS100 

Sample 1 100 


Observations 100 

Mean 

2,483627 

Median 

2,491924 

Maximum 

2,694837 

Minimum 

2,277324 

Std. Dev. 

0,089858 

Skewness 

-0,146602 

Kurtosis 

2,657132 

Jarque-Bera 

1,848030 

Probability 

0,654414 


Source : EViews. 


Figure 7.5 



3. La technique des variables de controle^ 

La technique des variables de controle"^ est une autre methode pour reduire I’ecart type 
d’une simulation de Monte Carlo. Formellement, une variable de controle^, que nous 
designons par cv, doit etre correlee positivement avec V, la valeur de I’actif contin- 
gent que nous voulons estimer. Cependant, E(cv) doit etre egal a zero. Construisons 
le portefeuille suivant V, on V est le prix de I’actif contingent que nous voulons 
evaluer : 


V = V - pcv -t ^ 


3. Cette section s’inspire directement de Racicot et Theoret (2004), chapitre I. 

4. Control variate, en anglais. 

5. A ce sujet, on consultera James et Webber (2000). 
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V est assimilable a un portefeuille couvert au sein duquel cv sert d’ instrument de 
couverture pour V. Mais cette couverture est imparfaite, de telle sorte que I’equation 
incorpore un terme d’erreur Plutot que de simuler directement la valeur de V, nous 
simulons la valeur de V pour calculer la valeur de V. Nous avons : 

E(V') = E(V) 

E(cv) etant egal a 0, par hypothese. Nous pouvons par consequent approcher la valeur 
de V en recourant au portefeuille V. Ea variance de V est de : 

a" = aj - (2) 

Etant donne que I’utilisation de cv est censee reduire la variance de la simu- 
lation, il est approprie de rechercher le P qui minimise . En derivant la derniere 
equation par rapport a P et en egalant le resultant a 0, on obtient : 

P = % (3) 

A I’evidence, ce beta s’assimile a I’estimateur des moindres carres ordinaires (MCO) 
d’une regression de V sur cv. Clewlow et Strickland (1997)® recourent a cette metbode 
d’estimation pour evaluer la sensibilite de V a cv. En substituant 1’ equation (3) dans 
r equation (2) et en ecrivant le resultat en termes de la correlation p entre V et cv, 
on a: 

Ctv=Ctv(l-p') 

En vertu de cette equation, la variance de la simulation est reliee negativement 
a la correlation entre la valeur du bien contingent et la variable de controle. A la 
limite, cette correlation est de 1. Nous sommes alors en presence d’une couverture 
parfaite et I’erreur standard de la simulation est nulle. Une bonne variable de controle 
doit par consequent entretenir une forte correlation avec le bien contingent que nous 
voulons evaluer. 

Ee concept de variable de controle est si important en finance que nous nous 
devons de I’illustrer par quelques exemples’. Ee premier conceme la determination du 
prix d’une option d’acbat asiatique aritbmetique, dont il a ete question dans la section 
precedente. Ee flux monetaire a I’echeance (payoff) de cette option est le suivant: 

payoff = 


6. L. Clewlow et C. Strickland (1997), « Monte Carlo Valuation of Interest Rate Derivatives under 
Stochastic Volatility», Journal of Fixed Income, p. 35-45. 

7. A ce sujet, on consultera: Clewlow et Caverhill (1994), Boyle (1977), James et Webber (2000), 
Clewlow et Strickland (1998; 1997). 
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etant la moyenne arithmetique du sous-jacent calculee sur la duree de vie de 
I’option selon une regie specifique. II n’existe aucune solution analytique pour le 
call asiatique arithmetique, mais il en existe une pour sa version geometrique, dont 
le prix est evidemment tres correle avec celui de I’option arithmetique. Nous pouvons 
exploiter cette relation pour creer une variable de controle. N’ouhlions pas qu’une 
variable de controle est un portefeuille convert en finance. Ce portefeuille est constitue 
d’une position en compte {long) dans le call arithmetique et d’une position a decouvert 
{short) dans le call geometrique. Nous avons : 

A = A - (P X cv) 


oil A est le portefeuille qui sert a calculer le prix du call arithmetique et A, la valeur 
simulee du call arithmetique. La variable de controle choisie cv est de (G - G), ou G 
est la valeur simulee du call geometrique calculee en recourant aux memes variables 
aleatoires que cedes qui sont utilisees dans le cas du calcul du call arithmetique et 
G, la valeur analytique du call geometrique, c’est-a-dire sa «vraie valeur ». En vertu 
de la definition de la variable de controle, I’equation precedente devient: 

A= A-(g-g) 

Cette variable de controle satisfait aux deux exigences d’une bonne variable de 
controle. Premierement, la correlation entre A et (G - G)* est evidemment tres 
elevee, a tel point que nous fixons Pal. Deuxiemement, E(cv) = 0, parce que 
E(G) = G. Nous pouvons reecrire la derniere equation comme suit pour les besoins 
de la simulation : 


A = G + (a-g) (4) 

A I’aide d’une simulation de Monte Carlo, on obtient la valeur du portefeuille (A - G) 
en calculant la moyenne actualisee des flux monetaires a I’echeance {payoffs) de ce 
portefeuille sur I’ensemble des M simulations, c’est-a-dire : 


1 M 

A-G = -X 


(S^T-X)"-(S^,-Xf]x, 


Conformement a I’equation (4), nous ajouterons cette valeur estimee a G a la fin des 
simulations de fagon a obtenir une approximation du prix du call arithmetique. En 
agissant de la sorte, nous aurons grandement reduit I’ecart type de la simulation entre 
raison de la correlation tres elevee des prix des calls arithmetique et geometrique. 


8. N’oublions pas que G est une constante, etant la solution analytique du call geometrique. 
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Une autre fagon de construire des variables de controle est de recourir aux 
«grecques^» pour couvrir un portefeuille. On peut ainsi construire un portefeuille 
qui est couvert par le delta par le delta-gamma", etc. Clewlow et Strickland (1997, 
1998) et Clewlow et Carverhill (1994) donnent plusieurs exemples de ces types de 
couvertures. Leur methode recourt a Teconometrie pour estimer les sensibilites des 
prix des options evaluees aux variables de controle. 

Considerons un cas de couverture avec les grecques. Nous voulons evaluer par 
simulation le prix d’une option d’acbat europeenne standard'^. Pour y arriver, nous 
simulons le portefeuille suivant : 

Portefeuille = C - AS 


c’est-a-dire I’ecriture d’un call qui est couvert par une quantite A du sous-jacent S*^. 
Cette couverture en est une du type dynamique parce que A reagit aux cbangements 
de S qui se produisent durant la duree de vie de I’option. Celui qui ecrit I’option 
deposera la prime resultant de la vente du call dans un compte bancaire et vendra 
ou acbetera le sous-jacent pour rajuster la couverture a la suite du cbangement du 
delta. Cela donne lieu a des mouvements de fonds positifs ou negatifs dans le compte 
bancaire. La contrepartie dynamique de la derniere equation est : 


Coe^'"’- 


yfgC, 3C,_, 

“I as as 


S.e 


■(T-ti) 


= C.j.-)-q 


( 5 ) 


Le premier terme de I’equation (5) est le prix a terme (forward price) de I’option, 
c’est-a-dire CQe'^, oil Cq est la prime ou le prix de P option. Le terme entre crochets, 
qui est la variable de controle cv, represente les reajustements du portefeuille a la suite 

3C 

des cbangements du delta — ^ survenus durant la simulation du sender temporel du 

as 

sous-jacent. Le delta a une solution analytique, soit le N(dj) de I’equation de Black et 
Scboles. Le prix a terme de I’option additionne des reamenagements de portefeuille 
reproduit les flux monetaires de I’option avec une erreur egale a Tq puisque les calculs 
s’effectuent en temps discret. 


En remplagant le terme entre crochets par cv dans I’equation (5), on a : 


c;e’^ - cv^ = Ct^ -I- 


(6) 


9. Rappelons que les « grecques » sent les diverses derivees du prix d’une option par rapport a ses 
variables explicatives. 

10. Un delta-hedged portfolio, en anglais. 

11. Un delta-gamma-hedged portfolio, en anglais. 

12. Plain vanilla, en anglais. 

13. Cette equation est ecrite en termes de flux monetaires. L’encaissement de la prime de I’option donne 
lieu a un flux monetaire positif. L’ achat de Taction donne lieu a un flux monetaire negatif. 
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oil I’indice j designe un resultat de la simulation j parmi M simulations. On notera 
que le beta de cv est de 1 puisqu’il est question d’une couverture par le delta. En 
prenant I’esperance de (6), on obtient: 

C„ = e-^E(C,) 


Par cette equation, on se rend compte que la metbode des variables de controle est 
entierement compatible avec la technique de la determination des prix dans un univers 
neutre au risque. 


E’ equation (6) pent etre reecrite en ignorant t|J : 

Ci = e^^^(c^ + cv^) 


C’est la le resultat d’une simulation pour le prix du call avec variable de controle. 
Apres M simulations, on obtient I’estimation finale du prix du call : 


C 


0 


J_ 

M 


SC; 


Dans le cas de la couverture par le delta, nous avons fixe a 1 le coefficient de cv, soit 
(3. Supposons que nous n’ayons aucune idee a priori sur la valeur de ce coefficient. 
Pour le calculer, nous reecrivons comme suit 1’ equation: 

= Cq - Pcv^e^'^ - n^e^'^ (7) 


Or, avec une notation evidente : 

= Po + PiCv^* + n^* j = l,...,M (8) 


Dans cette equation, C^* et cv^* sont connus. Cbaque variable est un vecteur de M 
observations, resultant des M simulations. Si rf* ~ N(0,1), on pent regresser, par la 
metbode des moindres carres ordinaires, C^* sur cv^* pour obtenir une estimation 
de Pi pour le coefficient de cv, soit la variable de controle'"^. On note, en comparant 
les equations (7) et (8), que Pg est un estime du prix du call, qui fait I’objet de la 
simulation. Get estime pent etre compare avec le resultat de la simulation pour plus 
d’ assurance. 


Apres quelques operations elementaires, le terme entre crochets de I’equation 
(5), qui fait figure de variable de controle, pent etre exprime comme suit'^ : 

Ee terme entre crochets dans cette equation represente evidemment une martingale 
a base delta. 


14. Certes, des techniques de regression plus robustes peuvent etre utilisees, tel le GMM. 

15. Pour cette transformation du terme entre crochets, voir Clewlow et Strickland (1998), p. 93. 
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4. Les nombres quasi aleatoires 

ET LA SIMULATION DE MONTE CaRLO^® 

L’ introduction des nombres quasi aleatoires dans la simulation de Monte Carlo vise 
a eviter que les nombres aleatoires generes ne se presentent en grappes, c’est-a-dire 
en series de nombres rapprocbes les uns des autres, ce qui nuit a refficacite de la 
simulation de Monte Carlo. An lieu de faire appel a la distribution uniforme pour 
generer des variables aleatoires normales, on fait appel a des sequences qui balaient 
plus rapidement I’espace compris entre 0 et 1. On recourt ensuite a une fonction 
cumulative inverse qui nous regurgite des variables normales. Dans ce qui suit, nous 
inverserons la fonction cumulative normale pour y arriver. Mais il existe des techni- 
ques plus sopbistiquees pour generer des variables normales'^. 

Pour introduire les nombres quasi aleatoires, nous faisons appel a la sequence 
de Faure, qui convertit des nombres en base 10 en nombres a base 2'*. Le tableau 7.6, 
emprunte a Jackson et Staunton (2001), fournit un programme en langage Visual Basic 
de nature a generer la sequence de Faure. 

Tableau 7.6 Programme Visual Basic du calcul d’une sequence de Faure 

Dim f As Double, sb As Double 

Dim i As Integer, n1 As Integer, n2 As Integer 

n1=n 

f=0 

sb=1 /2 

Do While n1 > 0 

n2=lnt(n1 /2) 

i=n1-n2*2 

f=f+sb*i 

sb=sb / 2 

n1=n2 

Loop 

FaureBase2=f 

End Function 


16. Nous nous inspirons fortement de Brandimarte (2002) pour cette section. 

17. A litre d’exemple, Jackson et Staunton (2001) utilisent la technique de Moro pour generer des 
variables normales a partir de la sequence de Faure. Par ailleurs, Brandimarte (2002) fait appel a 
Palgorithme de Box-Muller pour generer des variables normales a partir des nombres de Halton. 

18. Sur la notion de base, on consultera par exemple le site de Mathworld xmathworld. wolfram. 
com>. 
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A partir de la fonction FaureBasel, nous generons 100 nombres aleatoires 
compris entre 0 et 1. Le resultat apparait a la figure 7.6. II faut noter que la sequence 
des nombres de Faure, comme celle des autres categories de sequences de nombres 
pseudoaleatoires, est completement deterministe. C’est-a-dire qu’en reprenant le calcul 
precedent pour n variant de 1 a 100, nous obtiendrons exactement les memes nombres. 
Pour un nombre d’iterations donne, la simulation de Monte Carlo du prix d’une option 
qui fait appel aux nombres de Faure donnera done toujours le meme resultat. C’est 
pourquoi Ton parle dans ce cas de simulation « quasi-Monte Carlo » (QMC). 

Figure 7.6 Sequence de Faure 



0 20 40 60 80 100 


Comme on pent le constater a la figure 7.6, la sequence couvre bien la surface 
comprise entre 0 et 1. Nous nous servons de ces nombres pour calculer le prix d’un 
call europeen classique dont les parametres apparaissent au tableau 7.2. Nous faisons 
dans un premier temps appel a la simulation de Monte Carlo classique pour calculer 
ce prix, puis a la QMC basee sur la sequence de Faure. Les programmes Visual Basic 
respectifs apparaissent au tableau 7.7. 

A la figure 7.7, nous etudions les convergences respectives des deux methodes 
de simulation. Comme on pent le constater, la vitesse de convergence de la QMC est 
beaucoup plus rapide que celle de la MC classique. Le prix tbeorique du call tel que 
calcule par la formule de Black et Scboles est ici de 5,98 $. On est a meme de constater 
que la metbode du QMC atteint presque asymptotiquement sa cible tandis que la MC 
classique fluctue beaucoup avec F augmentation du nombre d’iterations et est encore 
loin de sa cible apres 5 000 iterations, tandis que la QMC Fa alors presque atteinte. 

Les nombres quasi aleatoires sont done une autre technique pour accelerer 
la convergence d’une simulation de Monte Carlo. Pour fixer les idees, considerons 
Fexemple suivant, qui represente une application des nombres quasi aleatoires de 
SoboF®. Disons quelques mots sur les nombres de Sobol avant de formuler Fapplication 
qui nous interesse. Les nombres de Sobol sont initialement construits a partir d’un 


19. Sur les nombres de Sobol, on consultera Brandimarte (2002), Jackel (2002) et Glasserman (2003). 
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ensemble d’entiers dans I’intervalle [1,2'’- 1], on b est un parametre representant le 
nombre de bits (binary digits), generalement fixe a 32. Nous designons le n^tirage d’un 
tel nombre entier de Sobol dans la dimension k par La conversion finale a une 
variable uniforme appartenant a I’intervalle (0, 1) est effectuee par I’operation: 

ynt = |ir> y„.e(o,i), ez[i,2^-i] 


Tableau 7.7 Fonctions Visual Basic du calcul du prix d’un call europeen 
classique par la methode de Monte Carlo classique 
et par la QMC faisant appel aux nombres de Faure 


Function MC0ption(iopt, S, X, r, q, t, sigma, nsim) 

Dim i As Integer 
rnmut=(r-q-0.5*sigma''2)*t 
sigt=sigma*Sqr(t) 
sum=0 

For i=1 To nsim 

aleatoire=Application.NormSlnv(Rnd) 
s1=S*Exp(rnmut+aleatoire*sigt) 
sum=sum+Application.Max(iopt*(s1-X), 0) 

Next i 

MCOption=Exp(-r*t)*sum / nsim 


End Function 

Function QMCOptionFaure 
(iopt, S, X, r, q, t, sigma, nsim) 

Dim i As Integer, iskip As Integer 

rnmut=(r-q-0.5*sigma''2)*t 

sigt=sigma*Sqr(t) 

iskip=(2M)-1 

sum=0 

For i=1 To nsim 
aleatoire=Application. 

NormSlnv(FaureBase2(i+iskip)) 
s1=S*Exp(rnmut+aleatoire*sigt) 
sum=sum+Application.Max(iopt*(s1-X), 0) 
Next i 

QMCOptionFaure=Exp(-r*t)*sum / nsim 

End Function 


Figure 7.7 Convergences respectives de la MC et de la QMC 



nombre d'iterations 
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Par construction, la seule variable de Sobol qui pent etre nulle correspond 
an 0*^ tirage et cela, pour toute dimension. Pour chaque dimension d, la base pour 
generer les nombres est donnee par un ensemble nomme «entiers de direction » 
{direction integers). II en existe un pour la representation binaire de cbaque b bits 
de rentier. En effet, la cle pour generer des nombres de Sobol reside dans le calcul 
des entiers de direction. Ce calcul implique des coefficients binaires d’un polynome 
primaire de module 2 pour cbaque dimension. Ce polynome, de degre gj^, prend la 
forme suivante : 

gk 

j=0 

ou les a sont les coefficients en question. Finalement, les nombres de Sobol peuvent 
etre obtenus en effectuant P operation: 

d 

Xnk = Z''kjl 
j=l 

Considerons I’exemple suivant^'’ concernant la generation d’une sequence de Sobol 
en une dimension. Nous voulons integrer la fonction : 

11 11 

jjf(x,y)dxdy=Jje- (sin 6 jix + cos 87iy)dxdy 

0 0 0 0 J 

Nous savons qu’une integrale d’une fonction du type 1= |f(x)dx pent etre 

0 

vue comme une esperance. En effet, il s’agit d’approximer I’esperance E[f(U)], oil 
U represente la loi uniforme sur I’intervalle d’integration (0,1). Plus precisement, 

- A " 

I’integrale I peut etre approximee par : 1^^ = — V f(x ), oil est I’aire (surface) sous 

n 

la courbe dans la region d’integration. En general, la surface ou le volume utilises sont 
unitaires, de sorte que A = 1 . Cette integrale peut etre alors approximee par la moyenne 
de f evaluee aux points Xj en generant ces valeurs a partir de la loi U sur I’intervalle 
(0,1). Done, pour resoudre notre probleme, il suffit simplement de generer des x et des 
y entre 0 et 1, les bornes d’integration, et calculer la valeur moyenne de la fonction a 
ces divers points. Ee code Matlab de la fonction est presente au tableau 7.8. 


20. Cet exemple est une adaptation de Brandimarte (2003). 

21. 11 faut generer des points afin de couvrir I'ensemble de la surface A. Si le probleme a resoudre est 
un volume, alors il faut generer des points afin de couvrir ce volume correctement. 
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Tableau 7.8 Code Matlab de la fonction a integrer 
function f1=f(x,y) 

f1=exp(-x.*y).*(sin(5*pi*x)+cos(10*pi*y)); 


Pour tracer le graphique de f(x,y), on utilise la commande Matlab: 
surf(x,y,z), oil z=fl(x,y) et les x et y sont generes par la commande [x,y]=meshgrid 
(-0,5 :0,01 :0,5,-0,5 :0,01 :0,5). Cette fonction est representee a la figure 7.8. 

Figure 7.8 Representation graphique de la fonction 

z=fl(x,y)=exp(x.*y).*(sin(5*pi*x)+cos(10*pi*y)) ; 



II suffit maintenant de generer les x et les y, que nous nommerons SI et S2. II faut 
egalement definir le polynome p, donner des valeurs de depart mO et identifier le 
nombre n de nombres de direction pour enclencher Falgorithme utilise lors de cet 
exercice. 


P=[1 0 111111111]; 
m0=[ 1 3 5 9 11 13 15 17 19 21]; 
[v,m]=nombredirection(p,m0,500) ; 
S1=Sobol1(v, 0,10000); 
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p=[1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1]; 

m0=[ 1 3 5 9 11 13 15]; 

[v,m]=nombredirection(p,m0,500) ; 

S2=Sobol1(v, 0.233, 10000); 
plot(S1,S2,'o') 

A la figure 7.9 se retrouve une representation bidimensionnelle de nombres 
de Sobol. On voit que la surface comprise entre 0 et 1 est assez bien couverte. Les 
figures 7.10 et 7.11 montrent une moins bonne couverture. 

Figure 7.9 Nombre quasi aleatoire de Sobol pour 10 points 
de depart initial et un polynome d’ordre 11 



S1=Sobol1(v, 0,10000): 


Dans Matlab, on ecrit la fonction suivante, suivie de la touche Entree. 

Mean(f1(S1,S2)) 

ans= 

0,0234 

Cette valeur est rapprochee de celle obtenue pour une quadrature habituelle, qui est de 
0,0199. Les figures 7.10, 7.11 et 7.12 illustrent un mauvais remplissage de I’espace a 
couvrir. En effet, nous pourrions calculer I’integrale precedente et nous serions a meme 
de constater que la valeur obtenue est eloignee du resultat recherche. Par cet exemple, 
on comprend I’importance des conditions initiates sur I’echantillonnage des nombres 
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quasi aleatoires a I’aide de la methode de Sobol. On prend ainsi acte de la faiblesse 
de ladite metbode. En effet, une simple modification des vecteurs initiaux donne lieu 
a un resultat errone. Nous allons refaire le meme exercice avec les nombres de Halton 
afin de bien illustrer le sujet moderne des simulations quasi-Monte Carlo. 

Figure 7.10 Echantillon quasi aleatoire bidimensionnel de Sobol 
pour n = 10 : plat(Sl,Sl,o) 



Figure 7.11 Echantillon quasi aleatoire bidimensionnel de Sobol 
pour n = 1 000 
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Figure 7.12 Nombre quasi aleatoire de Sobol 
pour differents points de depart 



Tableau 7.9 Function Matlab pour generer des nombres de Halton 

function Halton=Halton1(n,b) 

Halton=zeros(n,1); 
nbits=1+ceil(log(n)/log(b)); 
vb=b.'^(-(1 mbits)); 
wv=zeros(1,nbits); 
for i=1:n 

% incrementation du dernier 'bit: binary digit' 

i=i; 

ok=0; 

while ok==0; 

wv(j)=wv(j)+1; 

if wv(j)<b 

ok=1; 

else 

wv(j)=0; 

i=j+i; 

end 

end 

Halton(i)=dot(wv,vb); 

End 
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Au tableau 7.9, on retrouve une fonction Matlab empmntee a Brandimarte 
(2002) pour generer des nombres de Halton et a la figure 7.13, une representation 
grapbique de ces nombres. II est a remarquer que la base doit correspondre a un 
nombre premier^^. 

Nous appliquons maintenant la technique des nombres de Halton au calcul du 
prix d’une option asiatique. Le tableau 7.10 fournit des programmes ecrits en langage 
Matlab pour calculer le prix d’une option asiatique a partir de la methode de la quasi- 
Monte Carlo qui integre des senders de prix generes par des nombres de Halton. Ces 
fonctions sont egalement empruntees a Brandimarte (2003). Nous avons cependant 
modifie sa fonction pour generer des senders de Halton du prix du sous-jacent. Nous 
avons eu recours a 1’ inversion de la fonction normale cumulative pour generer des 
variables aleatoires normales a partir des nombres de Halton et non a Talgorithme de 
Box-Muller comme c’est le cas cbez Brandimarte. Nous avons egalement combine la 
technique des variables antithetiques a cede des nombres de Halton comme techniques 
de reduction de la variance. 

Figure 7.13 Nombre de Halton a I’aide du programme Halton 1 : 
plat(x,y,‘o’) 



Nous avons repris done le meme calcul que precedemment a partir des fonc- 
tions du tableau 7.10, e’est-a-dire calculer le prix d’un call europeen asiatique dont 
les parametres sont compiles au tableau 7.2. Nous savons que le prix effectif de ce 


22. Un nombre premier est un entier superieur a 1 qui n’est divisible que par 1 et par lui-meme. 
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call est de 2,48 $. La figure 7.14 montre comment s’effectue la convergence lorsque le 
nombre de pas est fixe a 50. Comme on peut le constater, la convergence est somme 
toute reguliere. 

Tableau 7.10 Fonctions Matlab du calcul du prix d’une option asiatique 
par la methode de la QMS et des nombres de Halton 


function P=AsianHalton3(S0,X,r,T,sigma,Npas 
.Niter); 

Payoff=zeros(Niter,1);% Calcul du 'Payoff' 
Path=HaltonPaths3(S0,r,sigma,T,Npas, Niter); 
Payoff=max(0,mean(Path(:,2 ©Npas+1 )),2)-X); 

% Calcul du 'Payoff 
P=mean(exp(-r*T)*Payoff); 


function Spatfis=HaltonPatfis3(S0,r,sigma,T,Np 
as.Niter) 

dt=T/Npas; 

nudt=(r-0.5*sigma''2)*dt; 

sidt=sigma*sqrt(dt); 

Niter=2*ceil(Niter/2); 

RandMat=zeros(Niter,Npas); 

seeds=myprimes(2*Npas); 

Base1=seeds(1:Npas); 

Base2=seeds((Npas+1) ©2*Npas)); 
for i=1:Npas 

H1=GetHalton(Niter/2,Base1(i)); 

Norm1=norminv(H1); 

Norm2=-norminv(H1); 

RandMat(:,i)=[Norm1;Norm2]; 

end 

lncrements=nudt+sidt*Randl\/lat; 

LogPaths=cumsum([log(S0)*ones(Niter,1),lncre 

ments],2); 

Spaths=exp(LogPaths); 


function Seq=GetHalton1(HowMany,Base) 

Seq=zeros(HowMany,1 ); 


NumBits=1+ceil(log(HowMany)/log(Base)); 
VetBase=Base.'^(-(1:NumBits)); 
WorkVet=zeros(1,NumBits); 
for i=1:HowMany 

% incrementation du dernier 'bit: binary digit 

i=i; 

ok=0; 

while ok==0; 

WorkVet(j)=WorkVet(j)+1; 
if WorkVet(j)<Base 
ok=1; 
else 

WorkVet(j)=0; 

H+1; 

end 

end 

Seq(i)=dot(WorkVet,VetBase); 

end 


function p=myprimes(N) 

found=0; 

trynumber=2; 

P=[]; 

while (found<N) 
if isprime(trynumber) 
p=[p,trynumber]; 
found=found+1; 
end 

trynumber=trynumber+1; 

end 
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Figure 7.14 Convergence du prix d’un call asiatique 
calcule a partir des nombres de Halton 



0 10 000 20 000 30 000 40 000 


Resume 

Une simulation de Monte Carlo se revele tres utile lorsque le probleme a solutionner 
comporte plusieurs dimensions. Par exemple, 1’ option asiatique comporte une dimen- 
sion de plus que I’option classique de Black et Scholes puisqu’elle depend du sender 
suivi par son sous-jacent {path-dependent). L’ equation differentielle d’une option 
asiatique comporte done un terme additionnel en regard de 1’ option classique, terme 
qui est relie a sa dependance du sender suivi par le sous-jacent. Comme nous I’avons 
vu dans ce chapitre, la simulation de Monte Carlo est en mesure de s’attaquer a cette 
nouvelle dimension de 1’ option. 

Toutefois, une simulation de Monte Carlo qui n’est pas soumise a une tech- 
nique de reduction de la variance pent donner des resultats insatisfaisants meme si le 
nombre d’iterations est pousse jusqu’au million. Nous avons examine dans ce chapitre 
comment diverses techniques de reduction de la variance permettaient de converger 
beaucoup plus rapidement vers le prix de I’opdon asiatique etudiee. Nous avons alors 
distingue la simulation de Monte Carlo proprement dite, dont les resultats se modi- 
dent d’une simulation a I’autre, et la quasi-Monte Carlo, qui fait appel aux nombres 
pseudoaleatoires et qui donne toujours le meme resultat pour un nombre d’iterations 
donne. Nous avons constate que les nombres pseudoaleatoires comportaient des forces 
et des faiblesses. Leur objectif est de couvrir plus rapidement la surface d’ integration, 
objectif qu’ils ne realisent pas toujours. Ces nombres doivent done etre utilises avec 
doigte et les bases utilisees pour concocter ces nombres doivent se plier egalement 
a certaines regies. 
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CHAPITRE 


8 

LES METHODES 
DES DIFFERENCES FINIES 


Nous avons etudie jusqu’ici trois grands oudls du calcul numerique : I’arbre binomial, 
I’arbre trinomial et la simulation de Monte Carlo. Or, il est possible de raffiner davan- 
tage les calculs en recourant a la methode des differences finies. On pent demontrer 
que la methode de I’arbre trinomial equivaut a la methode explicite des differences 
finies que nous etudierons dans un premier temps dans ce chapitre. Puis nous passerons 
a la methode des differences finies implicite pour ensuite aborder une synthese de 
ces deux methodes, soit la methode des differences finies de Crank-Nicolson. Cette 
methode represente en effet la moyenne des deux autres. 

Les diverses methodes de differences finies sont maintenant tres utilisees 
pour determiner les prix des options dites exotiques, c’est-a-dire les options autres 
que les options classiques' d’achat et de vente {calls et puts). Dans ce chapitre, nous 
expliquerons ces diverses methodes et nous verrons comment elles peuvent etre trans- 
posees en langage Visual Basic, puis en langage Matlab. Mais comme nous allons 
recourir a I’equation differentielle de Black et Scholes pour illustrer ces methodes, 
nous rappelons dans un premier temps comment est derivee cede equation^. 


1. Plain vanilla options, en anglais. 

2. Pour composer ce chapitre, nous sommes tres redevables a Clewlow et Strickland (1998). Nous nous 
sommes entre autres inspires du pseudocode de leurs programmes de puts americains pour ecrire 
nos programmes en Visual Basic. Nous remercions egalement notre collegue Pierre Rostan de nous 
avoir fourni une version preliminaire des programmes de puts americains en Visual Basic. Mais Ton 
ne doit pas negliger les autres references qui apparaissent dans la bibliographic et qui constituent 
les fondements de nos propos. 
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1. L'equation differentielle de Black et Scholes 


Soil une fonction G(.) qui depend de deux variables : x, une variable aleatoire qui 
suit un mouvement brownien et t, qui represente ici le temps. L’ expression de x est 
la suivante : 

dx = adt + bz = adt + beVdt (1) 


ou dz est un processus de Wiener qui est le produit de la variable aleatoire E, qui 
obtempere a une distribution normale standard, et de ^/dt , oil dt est une petite variation 
du temps. En vertu du lemme d’lto, l’equation differentielle de G est la suivante : 


3G 3G 1 3 G 2 , 

dG = dx H dt H ^ b^dt 

dx dt 2 dx 


( 2 ) 


Un cas particulier est celui oil G ne depend que de x et oil x suit le mouvement 
brownien donne par l’equation (1). En vertu du lemme d’lto, l’equation differentielle 
de G s’ecrit alors : 


dG 


dG = dx + — b 

dx 


1 , 2 d G 


dx" 


dt 


(3) 


Supposons maintenant que G soit une fonction simple de S, qui designe le prix 
d’une action. Par exemple, G pent etre une option ecrite sur S. Ee prix de Paction S 
obeit au mouvement brownien geometrique suivant : 

dS = pSdt + aSdz (4) 

Si le mouvement brownien etait aritbmetique, il s’ecrirait plutot comme suit: 

dS = pdt + adz (5) 


Supposons que : 


E = ln(S) 


( 6 ) 


On transforme en effet souvent le prix de Paction sous forme logaritbmique 
avant de le simuler, car l’equation differentielle qui en resulte admet alors une discre- 
tisation^ exacte, ce qui ne serait pas le cas si Pon simulait le prix de Paction en faisant 
appel a l’equation (4). En appliquant le lemme d’lto a E, en obtient: 


dF 1,2 

dF = — dS-i--a"s" 
dS 2 


d"F 

dS" 


-dt 


(7) 


3. Rappelons que discretiser un processus signifie le faire passer du temps continu au temps discret. 
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b etant ici egal a cS. Puisque F est egal a ln(S), ses derivees premiere et seconde 
sont: 


dF 1 d"F 1 
— = - et — r = — T 

dS S dS" S" 


(8) 


En substituant ces expressions dans I’equation de dF, on obtient: 

dF = — (pSdt+ aSdz)-— a^dt 
S 2 

= ( jdt + adz 


( 9 ) 


Cette equation admet une discretisation exacte pour le prix de Faction, qui est de : 

jAt+aVAte j 


8t+At “8(6 


( 10 ) 


Par consequent, lorsqu’on vent simuler le mouvement lognormal du prix d’une 
action, il vaut mieux simuler sur F equation differentielle du logaritbme du prix de 
Faction que sur son niveau. Repetons-le, cette equation admet alors une discretisation 
exacte. Cela signifie que lorsque Foption n’est pas path- dependent, cbaque scenario 
du prix de Faction pent ne comporter qu’un seul pas. II n’en va pas de meme si on 
simule directement le prix de Faction a partir de son equation differentielle, soil: 

dS = pSdt + aSdz (11) 

La discretisation du premier degre de ce processus, dite encore discretisation d’ Euler, 
est la suivante : 

= S( + pS,At + oSjCA/At 

= S,(l + pAt + aeVAt) (12) 

Si on simule le prix de Faction a Faide de F equation (12), les scenarios devront 
alors comporter un nombre important de pas, sinon Ferreur de simulation sera elevee, 
puisque la discretisation du mouvement brownien en est une du premier ordre. Tel 
n’est pas le cas si on simule a partir de Fequation differentielle du logaritbme du 
prix de Faction, puisque cette equation admet une discretisation exacte. Certes, si on 
simule Fequation (12) en faisant tendre At vers 0, cette simulation donnera le meme 
resultat que la simulation de Fequation (10)". 


4. On pent certes obtenir une plus grande precision en recourant a une discretisation du second degre, 
dite encore discretisation de Milstein, pour discretiser le mouvement brownien du prix de Taction. 
Mais ce type de discretisation est plutot complexe. Pour plus de details sur T impact de la discreti- 
sation sur la performance d’une simulation, voir Wilmott (2001), chap. 26. 
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Fermons cette parenthese et revenons au probleme plus specifique qui nous 
interesse, soil I’equation differentielle de Black et Scholes. Soit C le prix d’un call 
qui depend de deux variables : S et t. La variable S, soit le prix de Faction, obeit a 
un mouvement geometrique brownien. Selon le lemme d’lto, I’equation differentielle 
de C s’ecrit: 

dC = ^d,+^dS + -!-a’s^^d, (13) 

at as 2 as" 

Nous formons un portefeuille compose d’une position en compte (Jong) dans le call 
et d’une position a decouvert {short) dans Faction sous-jacente egale a AS (A < 1). 
La valeur Ft de ce portefeuille est done de : 

n = C(S,t)-AS (14) 

Le changement subi par la valeur du portefeuille de t a t + dt est de : 

dn = dC-AdS (15) 


En rempla^ant dC par sa valeur (equation 13), on a: 

dn = — dt+ — dS + — a"s" ^-^dt- AdS (16) 

at as 2 as" 


Nous voulons eliminer le risque de ce portefeuille. II y a deux variables dans 
cette equation : S et t. C’est ici la variable S qui fait figure de facteur de risque, S etant 
une variable aleatoire. Les termes qui incluent dt sont connus puisqu’ils n’integrent 
que les parametres de Fequation, censes etre connus. Pour supprimer le risque, nous 
devons done eliminer les termes qui incorporent dS. Pour ce faire, nous fixons le delta 
de F option au niveau suivant: 


A 


as 


(17) 


En substituant cette valeur dans Fequation (16), on trouve : 


dn 


1 — a S 

at 2 


a"c 

as" 


dt 


(18) 


Ce portefeuille est maintenant sans risque puisque les termes comprenant dS 
ont ete supprimes. Nous avons reussi cette manoeuvre en fixant le delta au niveau 
donne par Fequation (17), qui represente la derivee du prix du call par rapport au 
prix de Faction. Une telle operation de couverture, qui eponge tout risque, est appelee 
delta-hedging en anglais. Certes, pour que le portefeuille demeure couvert, il faut 
constamment ajuster le delta puisque les elements de Fequation differentielle (16) se 
modifient constamment. On parle alors de reequilibrage dynamique. 
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Notre portefeuille etant maintenant sans risque, son taux de rendement doit 
etre egal an taux sans risque. On fait ici appel au principe bien connu de 1’ absence 
d’arbitrage en finance. Si le taux de rendement dudit portefeuille differe du taux sans 
risque, il y a alors un arbitrage possible qui ramenera son rendement au taux sans 
risque. Soit r le taux sans risque, dll est done egal a : 

dn = rHdt (19) 


En remplagant les variables de cette equation par leurs expressions respectives, on 
obtient : 


1 — a S 

3t 2 


d^C 

as' 


dt = r(C-AS)dt=r| C-S^jdt 


En divisant par dt et en rearrangeant, on obtient : 


ac 1 2e2 3 "c „ ac 


— + -a"S" 

at 2 


, +rS — -rC = 0 

as' as 


( 20 ) 


( 21 ) 


C’est la la fameuse equation differentielle de Black et Scboles. Si on suppose que 
Taction verse un dividende continu (q), Tequation (21) devient: 

^ + t,r"S=^+(r-q)S^-,C = 0 (22) 

at 2 as' ^ as 


Pour des fins de solution numerique, nous reecrivons Tequation (22) comme suit: 


at 


1 , ,a'c 

= -<^S'^ + (r-q)S — -rC 


as 


(23) 


Pour ces raisons invoquees auparavant, nous exprimons le prix de Taction en termes 
logarithmiques, e’est-a-dire : 


X = ln(S) 

A la suite de ce changement de variable, Tequation (23) devienP : 

ac 1 2 3 "c ac ^ 

- — = -a — 7 + v — -rC 
at 2 dx dx 


(24) 


(25) 


(26) 


5. En effet, nous avons vu aupai'avant que dx est egal a: dx = vdt + udz. Le reste n’est qu’une affaire 
de substitution. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


252 Finance computationnelle et gestion des risques 


Nous voulons maintenant solutionner I’equation (25) de fa 9 on numerique. 
Pour ce faire, nous devons la discretiser, c’est-a-dire trouver des equivalents nume- 
riques aux derivees qui apparaissent dans cette equation, ce qui constitue I’objet de 
la section suivante. 


2. La transposition de l'eouation differentielle 
DE Black et Scholes au plan numerique 

Les methodes des differences finies sont une simple extension des arbres binomiaux 
et trinomiaux. Nous verrons meme ulterieurement que la metbode explicite des diffe- 
rences finies equivaut en fait a celle de I’arbre trinomial. Au lieu de se situer dans 
un arbre, on se situe dans une grille complete. L’abscisse de la grille represente la 
division du temps et I’ordonnee, les variations du prix de Paction. Une telle grille 
apparait a la figure 8.1. 

Figure 8.1 



At ► 


Pour des fins de convergence, Ax ne doit pas etre choisi independamment de At. Sans 
le prouver, voici un bon cboix de Ax : 

Ax = aV3At (27) 

Nous voulons solutionner Pequation differentielle (25) dans cette grille. Pour ce faire, 
nous devons d’abord evaluer les derivees qui y apparaissent de fagon numerique. II 
y a plusieurs famous de proceder qui sont reliees a la metbode numerique retenue : 
explicite, implicite ou de Crank-Nicolson. Nous donnons la version explicite de ces 
derivees dans cette section. Les autres versions suivront. 
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La methode explicite des differences finies calcule une difference /orvrard pour 
evaluer la derivee premiere. Introduisons le prix du call an temps i et dans I’etat j sur 
la grille, soil C^, que nous voulons calculer a partir des trois noeuds indiques de la 
periode suivante. La representation de ces noeuds apparait a la figure 8.2 : 

Figure 8.2 



La methode explicite des differences finies recourt a une difference forward pour 
calculer la derivee de C par rapport a t et a des differences centrales pour calculer 
les autres derivees de 1’ equation differentielle. On a done: 


dC _ j - Cj j 

dt At 

d^C _ j^i — 2C^^, j + 

dx^ Ax^ 


(28) 

(29) 


dC _ Cj+i.j+i ^i+i.j-i 
dx 2 Ax 

En substituant ces derivees dans I’equation (25), on obtient: 

C -C 1 C -2C +C C -C 

^i+l,j ^i,j _ _^2 ^i+lJ+1 ^i+l.j ^i+l.j-1 y ^i+l.j+l ^i+l.j-1 


At 2 Ax" 

On pent reecrire cette equation comme suit : 


2 Ax 


(30) 


(31) 


C.. = At| 

2 Ax" 2Ax ‘■"‘'J 


+ (32) 


On pent regrouper les termes comme suit : 


c,= 


At 


^1 a" V ^ 
+ 


2 Ax" 2Ax 


^i+i.j+i + 


At - 


la" V ^ 


2 Ax" 2Ax 


C.+i,j-i + - 


(33) 


1 - At — ^ - rAt 
Ax" 


'i+i.i 
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Comme les expressions entre crochets sont connues, nous pouvons simplifier davan- 
tage en ecrivant : 


P, 



1 V ' 

7 H 

2 Ax 2Ax ^ 


(34) 


Pm 


a 

1- At — r-rAt 
Ax" 


(35) 


Pd = 



2Ax 


L’ equation differentielle s’ecrit finalement: 


(36) 


6-ij Pu6^i+l,j+l Pm^-i+lJ + Pd^-i+l.j-l 


(37) 


L’equation (37) constitue la clef de voute de la methode explicite des differences 
finies. C’est elle qui servira a calculer le prix du call. II suffira de commencer les 
calculs a la fin de la grille, la ou les cash-flows de I’option son! connus, puis de reculer 
dans la grille jusqu’au noeud oil se sifue le prix de I’opfion, soil a C(0,0). Mais avanl 
de detainer cette procedure, nous devons examiner de plus pres I’equation (37). 

A premiere vue, cette equation ressemble beaucoup a I’equation de base de 
I’arbre trinomial. II y a 3 p, qui peuvent etre interpretes comme des probabilites 
neutres au risque. En fait, I’ecriture de I’equation (37) n’est pas fortuite. Comme 
dans un arbre trinomial, p„ represente la probabilite d’un mouvement de hausse du 
prix de Paction, p^ la probabilite d’un mouvement nul et p^, celle d’un mouvement 
de baisse. est la ponderation, a I’aide de ces probabilites, des trois cash-flows qui 
lui sont rattaches a la periode suivante de la grille. Cela se ramene evidemment a la 
procedure etablie lors de la construction de P arbre trinomial, comme nous le montrons 
dans la section suivante. 


3. L'equivalence entre la methode explicite 

DES DIFFERENCES FINIES ET L'ARBRE TRINOMIAL 

La procedure de Parbre trinomial, tout comme celle de Parbre binomial, consiste a 
reproduire le mouvement brownien suivi par le logarithme du prix de Paction, c’est- 
a-dire le mouvement suivant : 

dx = vdt + adz = vdt + ae^/dt (38) 
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Exprimees en termes discrets, I’esperance et la variance non centree® de ce processus 
sont de : 

E(Ax) = vAt 

e(Ax^) = a^At + v^At^ (40) 

Puisque I’arbre trinomial vent reproduire le mouvement brownien de x, I’esperance 
et la variance de Ax dans I’arbre trinomial doivent etre identiques a leur pendant 
brownien, c’est-a-dire : 

E( Ax) = p„ (Ax) + p„ (0) + p, (-Ax) = vAt 

E(Ax") = p„(Ax") + p,„(0) + p,(Ax") = a"At + v"At" 

De plus, la somme des probabilites doit etre egale a 1, c’est-a-dire: 

Pu+Pm+Pd = l 


(41) 

(42) 

(43) 


II est facile de resoudre ces trois equations en termes de p„, p^ et p^. Selon 
r equation (41) : 


Pu=Pd+V 


At 

Ax 


Et selon 1’ equation (42) : 


Pu =-Pd + - 


a^At-i- v^At^ 


Ax" 


En egalisant les equations (44) et (45), on trouve p^ : 


Pd =■ 


1 { a"At-)- v"At" 


Ax" 


■- V- 


At 

Ax 


En se servant de I’equation (44), on trouve p^ : 


Pu = 


1 




a At-)- V At 
Ax" 


+ V- 


At 

Ax 


(44) 


(45) 


(46) 


(47) 


Einalement, en recourant a I’equation de la somme des probabilites, on deduit p^ : 

a"At-fv"At" 

Pm = l-Pu-Pd = l- (48) 


Ax" 


6. La variance centree de X etant egale a : V(x) = E[x - E(x)]‘ . 
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A partir de ces probabilites neutres au risque, on peut ecrire I’equation de base de 
I’arbre trinomial : 


C.„ = e- 


(Pu^i+l,j+l ■^Pm^i+l.j Pd^i+l,j-l) 


(49) 


La valeur de I’option au noeud (i,j), soil C;j, est done la valeur actualisee esperee 
des valeurs de I’option aux noeuds de la periode subsequente: (i+l,j+l), (i+l,j) et 
(i+l,j-l), ces trois valeurs etant connues au noeud (i,j). 


Quelques remarques s’imposent ici. D’abord, comme nous I’avons deja 
mentionne, I’arbre trinomial retrace revolution du mouvement brownien du prix de 
Paction. En effet, il comporte la meme esperance et la meme variance que le mouve- 
ment brownien. Ensuite, le prix de Poption tel qu’il se degage de Parbre trinomial est 
une valeur esperee actualisee, ce qui obeit au principe general qui veut que le prix 
d’une option soit la valeur actualisee de Pesperance neutre au risque du cash-flow 
final (payoff) de Poption, c’est-a-dire : 

C=e"'^E‘5|^(ST-X)^] (50) 

oil T designe la duree de Poption, ici un call, S.p le prix du sous-jacent a Pecheance 
de Poption et E*^, Poperateur de Pesperance neutre au risque. 


E’ equation de base de Parbre trinomial, soit Pequation (49), ressemble beau- 
coup a Pequation de base de la methode explicite des differences finies, soit Pequa- 
tion (37). En fait, elle lui est quasi equivalente. Reecrivons Pequation de base de la 
methode explicite des differences finies : 


C.J - PuCi+l,j+l j -t-pjCi^l j_l (51) 

A Pinstar de Parbre trinomial, Cjj est la valeur esperee des cash-flows de Poption aux 
noeuds (i-i-l,j-i-l), (i-(-l,j) et (i+l,j-l), soit les cash-flows de la periode suivante qui 
sont rattaches au noeud Cjj. Ces trois valeurs sont connues au noeud (i,j). A Pinstar de 
Parbre trinomial, on peut egalement montrer que C;j est une valeur esperee actualisee 
de ces trois noeuds. Pour y arriver, on approxime le dernier terme de Pequation (51) 
au noeud (i,j) plutot qu’au noeud (i -i- l,j). On obtient: 

c-c 1 c -2c-)-r c -c 

'-i+i.j ^ ^2 '-i+i.j+i ^'-1+i.j ^ '-i+ij-1 ^ y '-'i+i.j+i '--i+i.j-i /^2') 

At 2 Ax" 2Ax ‘-j 


En regroupant les termes comme auparavant, on obtient : 

^ i_|^j.At(P“^‘+'-J+l +PmCi+l,j +PdCi+|,j_i) 

oil: 


P, 


At 


la" V " 

y H 

2 Ax 2 Ax ^ 


(53) 


(54) 
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Pm 



(55) 


r 

fl 


At 

V 




[2 Ax" 

2Ax J 


(56) 


Dans Tequation (53), le terme est un facteur d’actualisation discret plutot 

1 + rAt 

que continu. L’ equation (53) est bien une valeur esperee actualisee et est done quasi 
identique a la procedure de I’arbre trinomial, ce dernier etant une reproduction du 
processus de diffusion. Certes, les probabilites qui apparaissent dans 1’ equation de 
la metbode explicite des differences finies different de cedes qui correspondent au 
processus trinomial. Mais n’oublions pas que nous evoluons dans le monde du calcul 
numerique, soil un monde d’ approximations. II y a plusieurs fa 9 ons de definir les 
variables telles les derivees d’une fonction, comme nous le verrons. Le calcul nume- 
rique comporte done une part d’arbitraire. 


4. Transposition des equations de la methode explicite 

DES DIFFERENCES FINIES DANS UNE GRILLE 

Nous voulons solutionner le systeme d’equations donne par : 

C.J = -t- P„C,^, J -f p„Ci^i (57) 

de fa^on a calculer le prix d’une option d’acbat. Comme nous le verrons, cette 
equation convient egalement pour une option de vente. Ce sont les bornes et les 
cash-flows a I’ecbeance qui differencient les deux formes d’options d’un point de 
vue numerique. 

Comme nous I’avons dit auparavant, nous solutionnons ce systeme d’equations 
dans une grille. Celle-ci apparait a la figure 8.3. 

Nous supposons que I’espace du temps est divise en N sous-intervalles et que 
I’espace des etats, qui representent les variations du logaritbme du prix de Paction, 
comprend (2Nj -i- 1) sous-intervalles a ebaque pas plutot que (2i -i- 1) comme dans 
I’arbre trinomial. Nj est ici egal a N, bien qu’il puisse lui etre superieur. Nous I’ega- 
lerons babituellement a N a I’interieur de ce ebapitre. 

En omettant le pas N, soil le dernier au bout de I’arbre ou les cash-flows de 
I’option sont connus, il y a (2Nj-i- 1) inconnues a ebaque pas. Or, le systeme d’equations 
(57) ne nous permet de calculer que (2Nj- 1) inconnues. On ne pent en effet calculer 
les valeurs de C; _Nj et de C; qui se situent aux extremes de la grille. En effet, C; _(.,j 
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depend, entre autres, de qui ne fait pas partie de la grille’. Pour sa part, 

depend, entre autres, de qui lui-meme ne fait pas partie de la grille. II nous 

manque done deux equations pour solutionner la grille. Ces deux equations nous sont 
donnees par les homes de I’option, soit les suivantes. Pour un call, on pent ecrire : 



(58) 


Figure 8.3 








7 













C(i,Nj| 



(Nj) 







(Nj-1) 








C(0,0) 




(Ci,j) 


0 






















(-Nj+1) 





C(i-Nj) 



(-Nj) 














7 


cela pour un prix de Faction important, e’est-a-dire qui excede sensiblement le prix 
d’exercice. En effet, un call tres en jeu a un delta pratiquement egal a 1. En termes 
de la grille cette condition s’ecrit: 


e’est-a-dire : 



(59) 


r - r 




(60) 


oil - Sjfj . C’est la la borne superieure de la grille pour un call. Ea borne 

inferieure est deduite de Fobservation suivante. Quand le prix de Faction est tres faible 
par rapport au prix d’exercice, le delta du call est pratiquement nul, e’est-a-dire : 



(61) 


7. Voir a cet effet les points d’ interrogation indiques sur la grille de la figure 8.3. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


Les methodes des differences finies 259 


En termes de la grille, cette condition s’ecrit: 


soil 



(62) 


= (63) 

oil A.L represente la borne inferieure de la grille, egale a 0 pour un call. 

Dans le cas d’un puf, ces homes sont inversees. Quand le prix de Taction 
est eleve, le put est completement hors-jeu et son delta est alors de 0. Cette borne 
s’ecrit: 


C,N,-C,K^_. (64) 

oil est nul dans le cas d’un put. Par ailleurs, si le prix de Taction est faible, le put 
est tres en jeu et son delta est de (-1). La borne inferieure s’ecrit alors : 


D’ou: 


3C 


(65) 


= ( 66 ) 

oil = -(S,_N - ) dans le cas d’un put. 

Le systeme d’equations (57), constitue de 2Nj - 1 equations, et les deux homes 
(63) et (64) de la grille servent a calculer les 2Nj + 1 inconnues a chaque pas i de 
la grille, cela pour un call. A T instar des arbres binomiaux et trinomiaux, le calcul 
s’enclenche a la fin de la grille, la on les cash-flows (payoffs) du call sont connus. 
Ainsi, les cash-flows C^.nj a C^nj sont connus puisqu’ils sont egaux a: 

= (S^,j - X)" (67) 

oil S^j est le prix de Taction a la periode N dans Tetat j. Chacune des equations (57) 
pent etre resolue independamment puisque les cash-flows a la periode (i + 1) sont 
connus a la periode i. Et Ton recule ainsi dans la grille jusqu’a ce que Ton ait calcule 
le prix du call, qui correspond a C(0,0). 


8. Pour ne pas surcharger la notation, nous utilisons les memes symboles pour les equations du call et 
du put. 
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5. Programmes Visual Basic pour determiner les prix 

d'un call europeen et d'un put americain par la methode 

EXPLICITE DES DIFFERENCES FINIES 

5.1. Cas du ca// europeen 

Le programme qui apparait au tableau 8.1 permet de calculer le prix d’un call euro- 
peen par la methode explicite des differences finies. 


Tableau 8.1 Programme Visual Basic du calcul du prix d’un call 

europeen par la methode explicite des differences finies 


Sub inethode_explicite( ) 

SheetZ.Activate 

X=Range("Xexp").Value 

T=Range("Texp").Value 

S=Range("Sexp").Value 

sigma=Range("sigmaexp").Value 

r=Range("tauxexp"). Value 

div=Range("divexp").Value 

N=Range("Nexp").Value 

Nj=Range("Njexp").Value 

Dim i, j As Integer 

Dim edx, dt, nu, pu, pm, pd As Double 
Dim lambda_L, lambda_L) As Double 
Dim c(), st() As Double 
ReDim c(0 To N, -Nj To Nj) 

ReDim st(-Nj To Nj) 
dt=T/N 

Range("dtexp")=dt 

dx=sigma*sqr (3*dt) 

Range("dxexp")=dx 

nu=r-div-0.5*sigma''2 

Range("nuexp")=nu 

edx=Exp(dx) 

Range("edxexp")=edx 
pu=0.5*dt*((sigma / dx)^2+nu / dx) 
Range("puexp")=pu 
pm=1-dt*(sigma / dx)'^2-r*dt 
Range("pmexp")=pm 


pd=0.5*dt*((sigma / dx)''2-nu / dx) 
Range("pdexp")=pd 

'Calcul des prix de I'action a I'echeance 
st(-Nj)=S*Exp(-N]*dx) 
Range("stockexp").Offset(Nj, 0)=st(-Nj) 

For ]=-Nj+1 To Nj 
st(j)=st(j-1)*edx 

Range("stockexp"). Offset! -j, 0)=st(j) 

Next j 

'Calcul des cash-flows de I'option a I'echeance 
For j=-Nj To Nj 

c(N, j)=Application.Max(0, st(j)-X) 
Range("callgrid").Offset(-j, N)=c(N, j) 

Next j 

'Marche arriere dans la grille 
For i=N-1 To 0 Step -1 
For j=-Nj-r1 To Nj-1 

c(i, j)=pu*c(i-r1, j+1)+pm*c(i+1, j)+pd*c(i-r1, j-1) 
Range("callgrid").Offset(-j, i)=c(i, j) 

Next j 

c(i, -Nj)=c(i, -Nj+1) 

Range("callgrid").Offset(j, i)=c(i, -Nj) 
c(i, Nj)=c(i, Nj-1)+(st(Nj)-st(Nj-1)) 
Range("callgrid").Offset(-j, i)=c(i, Nj) 

Next i 

Range("calH")=c(0, 0) 


End Sub 


Comme a I’accoutumee, on declare les variables de la sous-routine. Le vecteur 
c enregistrera les cash-flows du call a chaque pas. Le premier indice est le pas, qui va 
de 0 a N, et le deuxieme est Tetat, qui s’etire de (-Nj) a Nj, Nj etant egal a N. 
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ReDim c(0To N,-NjTo Nj) 

Par ailleurs, le vecteur st enregistrera les prix de Paction a Pecheance de Pop- 
tion, necessaires an calcul des cash-flows de Poption a Pecheance, qui se confondent 
alors avec la valeur intrinseque de Poption. II existe un prix d’ action pour chaque 
etat j, j variant de (-N^) a Nj. 

ReDim st(-NjTo Nj) 

On calcule par la suite les constantes du programme, soil : le pas (T/N), T etant 
la duree de Poption, dx, edx, qui serviront a calculer les prix de Paction a Pecheance, 
ainsi que les prohahilites : p^, p^,, et p^. 

dt=T / N 

Range("dtexp")=dt 
dx=sigma*sqr (3*dt) 

Rangel "dxexp")=dx 
nu=r-div-0.5*sigma''2 
Rangel "nuexp")=nu 
edx=Exp|dx) 

Rangel "edxexp")=edx 

pu=0.5*dt*||sigma / dx)^2+nu / dx) 

Range|"puexp")=pu 
pm=1-dt*|sigma / dx)''2-r*dt 
Range|"pmexp")=pm 
pd=0.5*dt*||sigma / dx)''2-nu / dx) 

Rangel "pdexp")=pd 

On calcule le prix de Paction a Pecheance dans Petat inferieur (-Nj) : 

st|-N])=S*Exp|-Nj*dx) 

Rangel "stockexp").Offset|Nj, 0)=st-Nj) 

Puis on remonte dans la grille jusqu’a I’etat superieur (N^): 

For j=-Nj+1 To Nj 
st|j)=st|j-1)*edx 

Rangel "stockexp").Offset|-j, 0)=st|j) 

Next j 
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Maintenant que Ton dispose des (2Nj + 1) prix de Faction a I’echeance, on calcule 
les cash-flows du call a I’echeance : 

For j=-NjTo Nj 

c(N, j)=Application.Max(0, st(j)-X) 
Range("callgrid").Offset(-j, N)=c(N, j) 

Next j 

Puis on recule progressivement dans la grille. On calcule d’abord les cash- 
flows de I’option an pas (N - 1) en se servant des cash-flows calcules an pas N et 
de F equation de base d’actualisation des cash-flows de la methode explicite des 
differences finies. 


'Marche arriere dans la grille 
For i=N-1 To 0 Step-1 


For j=-Nj+1 To Nj-1 

c(i, j)=pu*c(i+1, j+1)+pm*c(i+1, j)+pd*c(i+1, j-1) 
Range("callgrid").Offset(-j, i)=c(i, j) 

Next j 

On calcule les cash-flows de Foption aux extremes de la grille en recourant aux 
conditions aux homes : 


c(i,-Nj)=c(i,-Nj+1) 

Rangel "callgrid").Offset(j, i)=c(i,-Nj) 
c(i, Nj)=c(i, Nj-1)+(st(Nj)-st(Nj-D) 
Range("callgrid").Offset(-j, i)=c(i, Nj) 

Les cash-flows de Foption a Fetape (N - 1) etant ainsi calcules, on effectue 
les calculs pour le pas precedent : 


Next i 

Et Fon recule ainsi dans la grille jusqu’a la periode 0, la oil se trouve le prix du call 
recherche, soil C(0,0), que Fon demande de reporter sur le chiffrier: 

Range("call1")=c(0, 0) 

Pour illustrer ce programme, nous calculons le prix d’un call europeen dont 
les donnees se retrouvent au tableau 8.2. 
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Tableau 8.2 



A 

B 

2 

X 

45 

3 

T 

1 

4 

S 

45 

5 

sigma 

0,2 

6 

taux 

0,03 

7 

div 

0,02 

8 

N 

3 


Les prix de Taction sous-jacente a Techeance de Toption, des etats (3) a (-3), sont 
pour leur part an tableau 8.3. 


Tableau 8.3 



D 

7 

81,99535 

8 

67,13211 

9 

54,96312 

10 

45 

11 

36,84288 

12 

30,1644 

13 

24,69652 


Les cash-flows correspondants du call a Techeance, soit (S - X)^, sont le lot du 
tableau 8.4. 


Tableau 8.4 



M 

3 

36,99535 

4 

22,13211 

5 

9,963124 

6 

0 

7 

0 

8 

0 

9 

0 


L’on ramene ces cash-flows an debut de la grille (tableau 8.5) en recourant a Tequation 
de base de la methode explicite des differences finies. Le prix du call est de 3,41 $ 
lorsque N est egal a 3. 
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Tableau 8.5 



J 

K 

L 

M 

3 

37,08595 

3701442 

36,9978 

36,99535 

4 

22,22272 

22,15119 

22,13456 

22,13211 

5 

10,78184 

10,37804 

10,0467 

9,963124 

6 

3,41171 

2,626616 

1,577495 

0 

7 

0,579896 

0,24977 

0 

0 

8 

0,039547 

0 

0 

0 

9 

0,039547 

0 

0 

0 


Selon la formule de Black et Scholes, le prix du call europeen correspondant aux 
donnees du tableau 8.2 est de 3,719 8$. Le programme Visual Basic utilise pour 
calculer ce prix se lit au tableau 8.6. 

Tableau 8.6 Programme Visual Basic du calcul du prix d’un call 
europeen par la formule de Black et Scholes 

Function callBS(S, X, T, sigma, r, div) 

logSX=Log(S/X) 
nud=(r-div+(0.5*sigma''2))*T 
done=(logSX+nud) / (sigma*Sqr(T)) 
dtwo=done-sigma*Sqr(T) 

callBS=(S*Exp(-div*T)*Application.NormSDist(done))-_ 

X*Exp(-r*T)*Application.NormSDist(dtwo) 

End Function 


On peut etudier la convergence de la metbode explicite en augmentant 
N (Nj = N). La figure 8.4 retrace cette simulation. 

Figure 8.4 La convergence de la methode explicite 
vers la solution B-S 
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On constate que la methode explicite des differences finies converge rapide- 
ment vers la solution B-S. Si N = 20, le prix du call est de 3,678 4$ et si N = 25, il 
est de 3,686 8 $. 


6. La methode implicite des differences finies 

Le principe de base de la methode implicite des differences finies est illustre a la 
figure 8.5. 

Figure 8.5 



Les derivees sont done centrees sur le point i plutot que sur le point (i + 1) 
comme e’etait le cas pour la methode explicite des differences finies. L’ equation 
differentielle de Black et Scholes s’ecrit alors : 


r -c 1 r -2c+r r -r 

'-i+l.j '-l.j _ ^ ^2 I y M+l i j-1 J.Q 

At 2 Ax" 2Ax ‘-j 


( 68 ) 


En regroupant les termes comme dans le cas de la methode explicite des 
differences finies, on obtient : 


oil: 


Pu^'i.j+l ■*" Pd^-i.j-l 6^i+l,j 


(69) 


P 


1 . f a" V ^ 

2 Ax" Ax ^ 


Pm = l + At^ + rAt 
Ax 




(70) 

(71) 

(72) 
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Les homes sont les memes que dans le cas de la methode explicite, c’est-a-dire : 


r - r 


r - r 


(73) 

(74) 


Contrairement a la methode explicite, les (2Nj+ 1) equations constituees par 
les equations (69), (73) et (74) ne peuvent etre solutionnees independamment les unes 
des autres. On s’en rend compte en examinant la figure 8.5. II y a trois inconnues 
rattachees a ce dernier etant connu. Dans le cas de la methode explicite, on 
solutionnait Cjj a partir de trois points connus puisque les derivees etaient centrees 
sur (i + 1). Alors comment solutionner? 


On pent decouvrir la solution en ecrivant les equations en commengant au haut 
de la grille (Np et en descendant vers le has de la grille (-Nj), cela pour un i donne. 
On a comme systeme d’equations : 


^i.Nj 




(75) 

(76) 




(77) 


(78) 

Sous forme matricielle, ce systeme d’equations devient: 


" 1 

-1 

0 




0 ■ 

1 

n 

Jz 

1 


^u 

Pu 

Pm 

Pd 

0 



0 



c 

0 

Pu 

Pm 

Pd 

0 


0 



c 

0 


0 

Pu 

Pm 

Pd 

0 



c 

0 



0 

Pu 

Pm 

Pd 



c 

0 





1 

-1 





La matrice qui sert a representer le systeme d’equations de la methode impli- 
cite est tridiagonale. Le calcul numerique propose plusieurs fagons de solutionner le 
systeme d’equations (79) lorsque la matrice qui le represente est tridiagonale. Nous 
eliminerons ici la diagonale superieure pour en arriver a la solution. On pourrait 
egalement supprimer la diagonale inferieure. 
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Pour ne pas surcharger la notation, nous supposerons, pour montrer comment 
effectuer la suppression de la diagonale superieure, que N = Nj = 3. Comme nous I’avons 
explique precedemment, nous devons enclencher les calculs a la periode (N - 1), ici 
2, puisque Ton connait alors les cash-flows de I’option, c’est-a-dire le vecteur qui 
apparait a droite du systeme d’ equations (79). Pour eliminer la diagonale principale 
de ladite matrice, nous debutons par la demiere equation du systeme (79) : 


6- 2,-3 6^ 2,-2 

(80) 

On substitue cede equation dans la precedente, soil : 


Pu 6 ^ 2,-1 Pm6-2,-2 Pd0^2,-3 “ ^ 3,-1 

(81) 

Pl 6 ^ 2,-1 Pm0^2,-2 Pd (^2,-2 “ ^l) “ ^ 3,-2 

(82) 

Cette equation pent etre reecrite comme suit : 


Pu 6 ^ 2,-1 P m-2, ^ 2,-2 “ P -2 

(83) 


ou 


Pm,-2 =Pm+Pd 
P -2 “ ^3,-2 Pd^L 

A partir de I’equation (83), on pent mettre en evidence Cj _2 

p P-2~PuC2.-1 

'^ 2,-2 , 

Pm, -2 

On substitue cede valeur dans I’equation de (j = -1) 

Pl^ 2,0 Pm^2,-1 Pd^2,-2 “ ^3,-1 


Pu^2,0 ■*" Pm^2,-1 Pc 


P-2-PuC2,-1 


Pm, -2 

Cette derniere equation pent etre reecrite comme suit : 

Pu^2,0 Pm,-1 ^2,-1 “ P-1 

OU 


= c 

'^3,-1 


(84) 

(85) 

( 86 ) 

(87) 

( 88 ) 


(89) 


Pm,-1 =Pm-^^Pd 
Pm,-2 

P-9 

P-l “ 6^3,-1 “ ^ Pd 

Pm,-2 


(90) 

(91) 
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Ce processus se poursuit en remontant la grille jusqu’a j = 2, oil Ton obtient : 

Pu^2,3 Pm,2 ^2,2 “ P2 (92) 

c’est-a-dire : 


C 


2,2 


P 2 Pu^2,3 
Pm, 2 


(93) 


Resumons la demarche que nous venons de suivre. Nous avons supprime la 
diagonale principale, constitue des p^, en ecrivant les equations sous la forme (89). 
Pour ce faire, nous avons effectue une substitution retrograde de variables a partir de 
la fin de la matrice de fa^on a supprimer une inconnue pour chacune des equations. 
Ce faisant, nous avons cree une serie de constantes, les p' et p'^^, qui nous servent dans 
une deuxieme etape a trouver les inconnues de la periode 2, soil les Cj.j a C23. 


Pour des fins de programmation, il faudra done calculer deux types de constantes 
pour eliminer la diagonale superieure de la matrice tridiagonale. Pour chaque pas i, 
et ce de I’etat j = (-Nj+2) a I’etat (Nj - 1), on calculera les p'^^ en utilisant la forme 
generale recursive suivante : 


Pm,j=Pm-^^Pd 

Pm.H 

Et pour les p' de la periode i, la forme recursive generale est la suivante : 


(94) 


, r. Pj-i 

Pj=C,+g-^ Pd 

Pm.H 


(95) 


Ces constantes permettent d’ eliminer la diagonale principale de la matrice 
tridiagonale, qui est constituee des p^. Ces derniers sont absorbes par les constantes 
p' et p',j,. Par ailleurs, pour calculer ces constantes a I’etat (-Nj + 1), on se sert de la 
borne inferieure, comme cela a ete indique auparavant. 


Nous en sommes a la deuxieme etape, celle de la solution des equations 
proprement dite. Pour ce faire, nous revenons au debut de la matrice. La premiere 
equation est la suivante, soit la borne superieure : 

C„-C 2.2 = X„ (96) 

Or, selon I’equation (93), Cjj est egal a: 


C 


2,2 


P 2 Pu6-2,3 
Pm,2 


(97) 
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En substituant 1’ equation (96) dans 1’ equation (97), on obtient: 


Et Ton trouve alors Cjj : 


P2 Pu(^ 2,2 ^11 ) 

Pm, 2 


(98) 


c 


2,2 


P2~Pu^u 

Pm,2+Pu 


(99) 


On a done trouve deux inconnues : Cj 3 et Cj 2 - Le reste des calculs est une simple subs- 
titution de variables en descendant la matrice. On a etabli dans la premiere etape : 


C^^= Pl P..C2,2 
Pm,l 

Ee calcul anterieur de C 2 2 nous permet de calculer C 2 1 puisque les p' et les p^, sont 
des constantes. Et Ton procede ainsi jusqu’a C,_ 2 . Pour calculer C 2 _ 3 , on se sert de 
la borne inferieure de la grille : 


C2.-2 - C2,_3 = (101) 

Pour les fins de la programmation, la procedure de substitution obeira a la 
procedure recursive suivante de Petal (Nj - 2) a Petal (-Nj - 1 - 1) : 

C = Pj-PuC,,jo 
Pm,j 

Par ailleurs, pour calculer C;j aux etats Nj, (Nj - 1) et -Nj, on se sert des bornes 
superieure et inferieure de la grille, comme cela a ete indique dans cette section. 

On a ainsi calcule les inconnues de la periode 2, e’est-a-dire les cash-flows du 
call de la periode 2. Celles-ci deviennent les inputs pour calculer les cash-flows de la 
periode 1. Ea procedure a suivre est la meme qu’a la periode 1. Et on procede de la 
sorte jusqu’a ce qu’on ait calcule C(0,0), soil le prix du call recbercbe. 


6.1. Cas du ca// europeen 

Au tableau 8.7, on retrouve un programme Visual Basic qui calcule le prix d’un call 
europeen par la metbode implicite des differences finies. 
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Tableau 8.7 Programme Visual Basic du calcul du prix d’un call 

europeen par la methode implicite des differences finies 


Sub callmethodejmplicitel ) 

Sheetl .Activate 
X=Range("X").Value 
T=Range("T").Value 
S=Range("S").Value 
sigma=Range("sigma").Value 
r=Range("taux").Value 
div=Range("div").Value 
N=Range("N"). Value 
Dim i As Integer, j As Integer 
Dim edx As Double, dt As Double, nu As 
Double, pu As Double, _ 
pm As Double, pd As Double 
Dim lambda_L As Double, lambda_U As Double 
Dim c() As Double, st() As Double 
Nj=N 

Range("Nj")=Nj 
ReDim c(0 To N, -Nj To Nj) 

ReDim st(-Nj To Nj) 

Dim pmpO As Double, pp() As Double 
Dim k As Integer, w As Integer 
ReDim pmp(-N| To Nj) 

ReDim pp(-Nj To Nj) 

'Calcul des constantes 
dt=T/N 
Range("dt")=dt 
dx=sigma*Sqr(3*dt) 

Range("dx")=dx 

nu=r-div-0.5*sigma''2 

Range("nu")=nu 

edx=Exp(dx) 

Range("edx")=edx 
pu=-0.5*dt*((sigma / dx)''2+nu / dx) 
Range("pu")=pu 
pm=1+dt*(sigma / dx)'^2+r*dt 
Range("pm")=pm 

pd=-0.5*dt*((sigma / dx)''2-nu / dx) 
Range("pd")=pd 

'Calcul des prix de Taction a Techeance 
st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx) 

Rangel "stock"). OffsetjNj, 0)=st(-Nj) 

For j=-Nj+1 To Nj 
st(j)=st(j-1)*edx 

Rangel "stock"). Offset(-j, 0)=st|j) 

Next j 


'Calcul des cash-flows de Toption a Techeance 
For j=-Nj To Nj 

c|0, j)=Application.Max|0, st|j)-X) 
Range|"putmat").Offset|-j, 0)=c|0, j) 

Next j 

'Calcul des homes de Toption 
lambda_U=|st|Nj)-st|Nj-1)) 
Range|"lambdaU")=lambda_L) 
lambda_L=0 

Range|"lambdaL")=lambda_L 

'Marche arriere dans la grille 

For i=N-1 To 0 Step -1 

'Solution du systeme tridiagonal 

'substitution des homes a j=-Nj dans j=-Nj+1 

pmp|-Nj+1)=pm+pd 

Range|"pmp").0ffset|Nj-1, i)=pmp|-Nj+1) 
ppl-Nj-rl )=c|0, -Nj-rl )+pd*lambda_L 
Range|"pp").0ffset|Nj-1, i)=pp|-Nj-r1) 
'elimination de la diagonale superieure 
For k=-Nj+2 To Nj-1 
pmp|k)=pm-pu*pd / pmp|k-1) 
Range|"pmp").Offset|-k, i)=pmp|k) 
pp|k)=c|0, k)-pp|k-1)*pd / pmp|k-1) 
Range|"pp").Offset|-k, i)=pp|k) 

Next k 

'Recours a la borne a j=Nj et a Tequation 
a j=Nj-1 

c|1, Nj)=|pp|Nj-1)+pmp|Nj-1)*lambda_U) / 
|pu+pmp|Nj-1)) 

Range|"calltrid").Offset|-Nj, i)=c|1, Nj) 
c|1, Nj-1)=c|1, Nj)-lambda_U 
Range|"calltrid").0ffset|-Nj-r1, i)=c|1, Nj-1) 
'substitution retrograde 
For w=Nj-2 To -Nj-rl Step -1 
c|1, w)=|pp|w)-pu*c|1, w-rl)) / pmplw) 
Range|"calltrid").Offset|-w, i)=c|1, w) 
c|1, -Nj)=c|1, -Nj+1)-lambda_L 
Range|"calltrid").Offset|Nj, i)=c|1, -Nj) 

Next w 

'Construction de la grille de Toption 
For j=-Nj To Nj 
c|0, j)=c|1, j) 

Next j 
Next i 

Range|"put")=c|0, 0) 

End Sub 
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Le debut du programme est sensiblement le meme que celui ayant servi a 
implanter la metbode implicite : declaration des variables puis calcul des constantes 
du programme. Les formules des probabilites sont toutefois differentes. Par ailleurs, 
on remarquera que le premier indice du vecteur c ne comporte que deux indices, 0 
et 1. L’ indice 0 est utilise pour donner les valeurs finales des cash-flows a un noeud 
et I’indice 1, pour Stocker temporairement les cash-flows de I’option lors de I’eli- 
mination de la diagonale superieure de la matrice tridiagonale. On realise ainsi une 
economie d’indices. 

On calcule par la suite les prix de Paction a Pecbeance du call selon les divers 
etats (-Nj a Nj) et les cash-flows correspondants du call. 

'Calcul des prix de Taction a Techeance 

st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx) 

Rangel "stock"). Offset! Nj, 0)=st(-Nj) 

For j=-Nj+1 To Nj 
st(j)=st(j-1)*edx 

Rangel "stock" ).Offset(-j, 0)=stlj) 

Next j 

'Calcul des cash-flows de Toption a Techeance 


For j=-NjTo Nj 

clO, j)=Application.MaxlO, stlj)-X) 
Rangel"putmat").Offsetl-j, 0)=cl0, j) 

On calcule par la suite les bornes de I’option pour un call. 

lambda_U=lstlNj)-stlN j-1)) 
Rangel"lambdaU")=lambda_U 
lambda_L=0 

Rangel" lambda T')=lambda_L 

Puis le programme s’engage dans une grande boucle dans laquelle on fait marcbe 
arriere de fagon a calculer les cash-flows de la grille. Les calculs debutent d’abord a 
la periode (N - 1) et I’on recule par pas d’une periode par la suite. 

For i=N-1 To 0 Step-1 


Next i 
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On calcule dans un premier temps le p'^^^ et le p' qui correspondent a la borne inferieure 
pour un etat donne. Les formules de ceux-ci, qui apparaissent aux equations (84) et 
(85), different de leurs homologues des autres etats. 

pmp(-Nj+1)=pm+pd 

Range("pmp").Offset(Nj-1, i)=pmp(-Nj+1) 
pp(-Nj+1)=c(0,-Nj+1)+pd*lambda_L 
Range("pp")-Offset(Nj-1, i)=pp(-Nj+1) 

Puis on elimine progressivement la diagonale superieure en calculant, selon les equa- 
tions (94) et (95), les p'^^ et les p' que Ton stocke puisqu’ils serviront par la suite a 
calculer les inconnues d’un pas donne. 

For k=-Nj+2To Nj-1 
pmp(k)=pm-pu*pd / pmp(k-l) 

Rangel "pmp").Offset(-k, i)=pmp(k) 
pp(k)=c(0, k)-pp(k-1)*pd / pmp(k-l) 

Range("pp").Offset(-k, i)=pp(k) 

Next k 

A remarquer que pour calculer les constantes p' et p'^ associees a cbaque etat, on 
remonte de I’etat (-Nj-i- 2) a (Nj - 1), ce dernier etant I’etat qui precede immediate- 
ment la borne superieure. 

Une fois ce processus termine, on se sert de la borne superieure pour calculer 
les cash-flows du call aux etats Nj et Nj- 1, cela en conformite avec les equations 
(96) et (99). 


c(1, Nj)=(pp(Nj-1)+pmp(Nj-1)*lambda_U) / (pu+pmp(Nj-1) 
Range("calltrid").Offset(-Nj, i)=c(1, Nj) 

c(1, N]-1)=c(1, Nj)-lambda_U 
Range("calltrid").Offset(-Nj+1, i)=c(1, Nj-1) 

On effectue par la suite une substitution retrograde pour calculer les cash-flows de 
I’etat (Nj - 2) a I’etat (-Nj +1), soit I’etat qui precede la borne inferieure, en appliquant 
pour y arriver I’equation (102). 

For w=Nj-2To-Nj+1 Step-1 

c(1, w)=(pp(w)-pu*c(1, w+D) / pmp(w) 
Range("calltrid").Offset(-w, i)=c(1, w) 
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Pour calculer le cash-flow de I’etat -Nj, on se serf de la borne inferieure : 

c(1,-Nj)=c(1,-Nj+1)-lambda_L 

Rangel "cal ltrid").Offset(Nj, i)=c(1,-Nj) 

On pent alors Stocker les valeurs des cash-flows pour Petal j : 

For j=-NjTo Nj 
c(0, j)=c(1, j) 

Next j 

Et on refait ces calculs en reculant comme Pindique le programme jusqu’ a la periode 
0. On pent alors Stocker le prix recbercbe du call, soil C(0,0). 

Nous avons calcule le prix d’un call a I’aide de la metbode implicite pour les 
memes donnees que dans le cas precedent. Nous avons obtenu un prix de 2,995 2$, 
resultat qui etonnamment est plus eloigne de la cible B-S que la metbode explicite, 
cela pour les memes donnees. Lorsque I’on double le nombre d’etats dans la grille 
(Nj = 2N), on n’ameliore pas sensiblement le resultat. 

Pour bien comprendre la metbode implicite, nous allons dans ce qui suit detailler les 
calculs. Le tableau 8.8 foumit les constantes du modele. Comme on pent le constater, p^ 
et Pjj sont negatifs et ne peuvent done plus etre interpretes comme des probabilites. 


Tableau 8.8 



A 

B 

12 

dt 

0,333333 

13 

nu 

-0,01 

14 

edx 

1,221403 

15 

pu 

-0,158333 

16 

pm 

1,343333 

17 

pd 

-0,175 

18 

lambdaL 

0 

19 

lambdaU 

14,86323 


On calcule les prix de Paction a Pecbeance de P option (tableau 8.9) et on en degage 
les cash-flows de Poption a Pecbeance (tableau 8.10). 
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Tableau 8.9 


Prix de Paction a Pecheance du call 



D 

6 

81,99534602 

7 

67,13211139 

8 

54,96312412 

9 

45 

10 

36,84288389 

11 

30,16440207 

12 

24,69652362 


Tableau 8.10 


Cash-flows du call a son echeance 



E 

6 

36,99534602 

7 

22,13211139 

8 

9,963124117 

9 

0 

10 

0 

11 

0 

12 

0 


La grille des cash-flows du call pour les periodes (i) de 0 a 2 et pour les etats (j) de -3 
a 3 est reportee au tableau 8.11. Nous pouvons calculer les cash-flows de la periode 
2 a partir des cash-flows connus de la periode 3. 

Tableau 8.11 Grille des cash-flows du call 



P 

Q 

R 

S 

T 

1 






2 





j 

3 


37,21905 

3710532 

3703069 

3 

4 


22,35581 

22,24208 

22,16745 

2 

5 


10,83547 

10,49182 

10,18843 

1 

6 


2,99522 

2,193806 

1,219938 

0 

7 


0,652327 

0,376395 

0,146373 

-1 

8 


0,146596 

0,067988 

0,019837 

-2 

9 


0,146596 

0,067988 

0,019837 

-3 

10 

i 

0 

1 

2 


11 
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Pour calculer les cash-flows de Poption de la periode 2, 11 nous faut calculer les 
constantes p' et p'^^, essentielles a la solution (tableau 8.12). 


Tableau 8.12 Les constantes du systeme tridiagonal 



F 

G 

H 

1 

J 

K 

L 

M 

N 

0 

1 


pmp 





PP 




2 











3 





i 





j 

4 


1,32238 

1,32238 

1,32238 

2 


23,66986 

23,53747 

23,4506 

2 

5 


1,322379 

1,322379 

1,322379 

1 


10,78894 

10,3525 

9,963124 

1 

6 


1,322336 

1,322336 

1,322336 

0 


2,245071 

1,239743 

0 

0 

7 


1,319617 

1,319617 

1,319617 

-1 


0,386579 

0,149345 

0 

-1 

8 


1,168333 

1,168333 

1,168333 

-2 


0,067988 

0,019837 

0 

-2 

9 

i 

0 

1 

2 


i 

0 

1 

2 


10 












Rappelons le calcul de ces constantes. Calculons d’abord p'n,_ 2 . Selon le programme 
anterieur, celui-ci est egal a : 

Pm,-2 = Pm +Pd = 1,3433-0,175 = 1,1683 (103) 

C’est bien le resultat que Ton pent lire au tableau des pmp au noeud (2,-2) de la grille. 
On se sert de Cj 2 (connu) pour calculer p'_ 2 : 

P-2 = C3,_2-Pd^^L =0-(-0>175)x0 = 0 (104) 

C’est bien le resultat que Ton peut lire au tableau des pp au noeud (2,-2) de la grille. 
Par la suite, pour calculer les p' et les p'^, on se sert des formes recursives donnees 
par les equations (94) et (95). 

p (-0,158 3), 

P;,-i = Pm - -^Pd = 1’ 3433- ^—^(-0,175) = 1, 319 6 (105) 

Pm,-2 (1,168 3) 


P-i ^ 3,-1 


-Pd = 0 


'm-2 


(106) 


Et ainsi de suite. Une fois ces constantes calculees, on revient au baut de la grille pour 
calculer les cash-flows de la periode 2 en commen^ant pas C 22 (equation 99) : 


pl-pX 23, 45 -(-0,158 3x14,863 2) 

C 22 = 1 ^ 1 = 22,167 4 

P^2+P. 1,322 3-0,158 3 


(107) 


C2,3 =C2.2+^u =22,167 4 + 14,863 2 = 37,030 6 


(108) 
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Puis on descend la grille, toujours en demeurant a la periode 2, en se servant de la 
forme recursive (102) pour degager les cash-flows des autres etats. 


C = 
'^2,1 


c = 

'^2,0 


Pm,l 

Po-Pu 


1,322 3 


C = 

'^ 2,-1 


c = 

'^ 2,-2 


P;.,o 1,322 3 

p:i-pA,o _ 0-(-0,158 3)(1,219 9) 
pL.-i 1,319 6 

P-2-PuC2,-i _ 0- (-0,158 3)(0,146 3) 


'm,-2 


1,168 3 


— =10,1884 

(109) 

= 1,2199 

(110) 

= 0,146 3 

(111) 

= 0,019 8 

(112) 


Finalement, pour calculer le cash-flow du noeud inferieur de la grille a la periode 2, 
on recourt a la borne inferieure: 


132,-2 ^2,-i ~ H 
C2_3 = 0,019 8 


(113) 


Les cash-flows de la periode 2 etant calcules, les calculs que nous venons d’effectuer 
se repetent a la periode 1 en prenant cette fois-ci comme inputs les cash-flows de la 
periode 2, et ainsi de suite jusqu’a ce que Ton ait trouve le prix du call qui est associe 
au noeud (0,0) de la grille. 


Pour les donnees anterieures, la convergence du prix du call europeen vers la 
cible B-S est retracee a la figure 8.6. On se rend compte que cette convergence est 
moins rapide que ce n’etait le cas pour la metbode explicite des differences finies. 


Figure 8.6 La convergence de la methode implicite 
vers la solution B-S 
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6.2. Cas du put americain 

Le programme du put americain ressemble beaucoup a celui du call europeen. Les 
cbangements a apporter sont les suivants : 

i) Les cash-flows du put a 1’ ecbeance sont evidemment le maximum des deux 
nombres suivants : 

CN,j = MAX(0,X-SN,j) (114) 

ii) Les bornes inferieures et superieures de la grille doivent etre calculees en 
conformite avec les equations (64) et (66). 

Hi ) Comme le put est ici americain, on doit verifier a chaque noeud la regie 
d’exercice du put, c’est-a-dire que pour un noeud donne (i,j) : 

C.,j = MAX(c\j,X-S^J (115) 

oil C*ij designe le prix du put au noeud (i,j) decoulant de la solution du systeme 
tridiagonal d’ equations. On remarquera que pour un etat j donne, c’est toujours le prix 
de Taction correspondant a la date d’ecbeance de Toption, soit S,,,j, qui est utilise, et 
ce quelle que soit la periode oil Ton se situe dans la grille, contrairement a la proce- 
dure suivie dans un arbre binomial oil le prix de Taction differe a cbaque noeud. Le 
programme Visual Basic du calcul du prix du put americain par la metbode implicite 
des differences finies se retrouve au tableau 8.13. 

Tableau 8.13 Programme Visual Basic du calcul du prix d’un put 

americain par la methode implicite des differences finies 

Sub putmethode_implicite( ) 

Sheetl .Activate 

X=Range("X").Value 

T=Range("T").Value 

S=Range("S").Value 

sigma=Range("sigma").Value 

r=Range("taux").Value 

div=Range("div").Value 

N=Range("N").Value 

Dim i As Integer, j As Integer 

Dim edx As Double, dt As Double, nu As Double, pu As Double, _ 

pm As Double, pd As Double 

Dim lambda_L As Double, lambda_U As Double 

Dim c() As Double, st() As Double 

Nj=N 

Range("Nj")=Nj 
ReDim c(0 To N, -Nj To Nj) 

ReDim st(-Nj To Nj) 
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Dim pmpO As Double, pp() As Double 
Dim k As Integer, w As Integer 
ReDim pmp(-Nj To Nj) 

ReDim pp(-Nj To Nj) 

'Calcul des constantes 
dt=T/N 
Range("dt")=dt 
dx=sigma*Sqr(3*dt) 

Range("dx")=dx 

nu=r-div-0.5*sigma''2 

Range("nu")=nu 

edx=Exp(dx) 

Range("edx")=edx 
pu=-0.5*dt*((sigma / dx)''2+nu / dx) 
Range("pu")=pu 
pm=1+dt*(sigma / dx)''2+r*dt 
Range("pm")=pm 

pd=-0.5*dt*((sigma / dx)''2-nu / dx) 
Range("pd")=pd 

'Calcul des prix de Taction a Tecbeance 
st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx) 

Rangel "stock"). Offset(N], 0)=st(-Nj) 

For ]=-Nj+1 To Nj 
st(j)=st(j-1)*edx 

Rangel "stock"). Offset(-j, 0)=st|j) 

Next j 

'Calcul des cash-flows de Toption a Tecbeance 
For j=-Nj To Nj 

c|0, j)=Application.Max|0, X-st|j)) 
Range|"putmat").Offset|-j, 0)=c|0, j) 

Next j 

'Calcul des bornes de Toption 
lambda_L=-1*|st|-Nj+1)-st|-Nj)) 
Range|"lambdaL")=lambda_L 
lambda_U=0 

Range|"lambdaU")=lambda_U 
'Marcbe arriere dans la grille 


For i=N-1 To 0 Step -1 
'Solution du systeme tridiagonal 
'substitution des bornes a j=-Nj into j=-Nj+1 
pmp|-Nj+1)=pm+pd 

Range|"pmp").0ffset|Nj-1, i)=pmp|-Nj+1) 
ppl-Nj-rl )=c|0, -Nj-rl )+pd*lambda_L 
Range|"pp").0ffset|Nj-1, i)=pp|-Nj-r1) 
'elimination de la diagonale superieure 
For k=-Nj+2 To Nj-1 
pmp|k)=pm-pu*pd / pmp|k-1) 
Range|"pmp").Offset|-k, i)=pmp|k) 
pp|k)=c|0, k)-pp|k-1)*pd / pmp|k-1) 
Range|"pp").Offset|-k, i)=pp|k) 

Next k 

'Recours a la borne a j=Nj et a Tequation a 
j = Nj-1 

c|1, Nj)=|pp|Nj-1)+pmp|Nj-1)*lambda_U) / 
|pu+pmp|Nj-D) 

Range|"calltrid").Offset|-Nj, i)=c|1, Nj) 
c|1, Nj-1)=c|1, Nj)-lambda_U 
Range|"calltrid").0ffset|-Nj-r1, i)=c|1, Nj-1) 
'substitution retrograde 
For w=Nj-2 To -Nj-rl Step -1 
c|1, w)=|pp|w)-pu*c|1, w-rl)) / pmplw) 
Range|"calltrid").Offset|-w, i)=c|1, w) 
c|1, -Nj)=c|1, -Nj+1)-lambda_L 
Range|"calltrid").Offset|Nj, i)=c|1, -Nj) 

Next w 

'Application de la regie d'exercice 
For j=-Nj To Nj 

Range|"callverif").Offset|-j, i)=c|1, j) 
c|0, j)=Application.Max|c|1, j), X-st|j)) 
Range|"callfin").Offset|-j, i)=c|0, j) 

Next j 
Next i 

Range|"put")=c|0, 0) 

End Sub 


Sous les memes donnees que le probleme precedent, le prix du put americain, tel que 
calcule par le programme de la methode implicite, est de 2,57$. Au tableau 8.14, 
nous revelons les grilles qui servent a retracer cede solution. 
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Tableau 8. 14 Detail du calcul du prix du put americain 
selon la methode implicite 



A 

B 



D 

E 

12 

dt 

0,333333 


1 

Prix de Taction a Techeance 

Cash-flows du put 

13 

nu 

-0,01 


2 


a Techeance 

14 

edx 

1,221403 


3 



15 

pu 

-0,158333 


4 



16 

pm 

1,343333 


5 



17 

pd 

-0,175 


6 

81,99534602 

0 

18 

lambdaL 

-5,467878 


7 

67,13211139 

0 

19 

lambdaU 

0 


8 

54,96312412 

0 




9 

45 

0 




10 

36,84288389 

8,157116111 




11 

30,16440207 

14,83559793 




12 

24,69652362 

20,30347638 



F 

G 

H 

1 

J 

K 

L 

M 

N 

1 


pmp 





PP 



2 










3 





i 





4 


1,32238 

1,32238 

1,32238 

2 


0,177361 

0,083029 

0,024439 

5 


1,322379 

1,322379 

1,322379 

1 


0,801232 

0,468755 

0,184676 

6 


1,322336 

1,322336 

1,322336 

0 


3,311227 

2,46776 

1,395447 

7 


1,319617 

1,319617 

1,319617 

-1 


10,56861 

10,52261 

10,52261 

8 


1,168333 

1,168333 

1,168333 

-2 


15,79248 

15,79248 

15,79248 

9 

i 

0 

1 

2 


i 

0 

1 

2 



P 

Q 

R 

s 

T 

1 


Grille des cash-flows du put 


2 





i 

3 


0,152366 

0,071328 

0,020995 

3 

4 


0,152366 

0,071328 

0,020995 

2 

5 


0,624145 

0,363019 

0,142168 

1 

6 


2,578807 

1,909679 

1,072312 

0 

7 


8,318261 

8,203117 

8,102646 

-1 

8 


14,64439 

14,62879 

14,61517 

-2 

9 


20,11227 

20,09667 

20,08305 

-3 

10 

i 

0 

1 

2 



7. La methode des differences finies de Crank-Nicolson 

Cette procedure pour calculer le prix d’une option est un raffinement de la methode 
implicite des differences finies. C’est, au dire de Clewlow et Strickland, une methode 
pleinement centree en ce sens que les derivees de I’equation differentielle de Black 
et Scholes sont centrees sur une periode imaginaire (i + 1/2). Apres le recentrage de 
ces derivees, Tequation differentielle de Black et Scholes devient : 
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^i.j = 
At 2 


(C;^, J^.1 - 2C,^1 J + C,+1 j_i) + (c, - 2C, j + ) 


2Ax" 


+ ... 


+v 




4 Ax 

V J 

I 2 j 


(116) 


On voit que la methode effectue une moyenne des approximations des derivees 
aux points (i) et (i + 1), done en fait an point (i + 1/2), tandis que dans la methode des 
differences finies implicites, les derivees n’etaient calculees que par rapport au point 
i. La methode de Crank-Nicolson fait une moyenne des derivees telles que calculees 
par les methodes implicite et explicite : on calcule les derivees aux points i et (i + 1) 
et Ton fait une moyenne. Mais la methode de Crank-Nicolson demeure une methode 
implicite puisque sa solution requiert la resolution d’une matrice tridiagonale. 


En regroupant les termes, 1’ equation (116) devient: 

PuCi.j+l + PmCi.j + PdC.,H = -PuCm,j+i - (Pm - J - P„Ci^i (117) 

oil: 


P 



/ 


V 





7 


Pm 


1-1- At 



rAt 

+ 

2 


(118) 

(119) 


Pd = -T^t 


Ax" 


V 

Ax 




( 120 ) 


Comme dans les cas precedents, il y a (2Nj -i- 1) inconnues a chaque pas. II existe 
(2Nj - 1) equations du type (117). Pour resoudre le systeme d’equations a chaque pas 
de la grille, il faut ajouter ses homes superieure et inferieure : 


I 

n 

Jz 

II 

c 

(121) 


(122) 


Les (2Nj - 1) equations du type (117) et les deux homes constituent un systeme 
tridiagonal d’equations pour calculer les (2Nj -i-l) inconnues a chaque pas, qui sont les 
cash-flows de I’option a ce pas. La procedure pour solutionner ce systeme d’equations 
est identique a celle de la methode implicite. 
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En fait, la methode de Crank-Nicolson^ est une moyenne des methodes implicite 
et explicite. Soit 6 une constante comprise entre 0 et 1. Pour le montrer, on pent ecrire 
les approximations numeriques des derivees premiere et seconde comme suit : 


3x J, ■ 2Ax 


M 


+ 0 


r - r 


i-l.J-1 


2Ax 


(123) 


d^C 

3x" 


( 1 - 0 ) 


r -2c-i-r r -2C +r 

+ u 




(Ax)^ 


(Ax)^ 


(124) 


Quand 0 = 0, on obtient la methode explicite. Par ailleurs, quand 0 = 1, on 
retrouve la methode implicite. La methode de Crank-Nicolson confere pour sa part une 
valeur de 1/2 a 0. Elle pent done etre consideree comme une moyenne des methodes 
explicite et implicite. 


7.1. Cas du ca// europeen 

Au tableau 8.15 apparait le programme Visual Basic du calcul du prix d’un call 
americain par la methode de Crank-Nicolson, qui n’est qu’une simple variante de 
celui presente pour la methode implicite. 

Toujours selon les memes donnees, la figure de la convergence de la methode 
de Crank-Nicolson vers la solution B-S apparait a la figure 8.7. Cette convergence 
est un peu plus rapide que dans le cas de la methode implicite, bien que la methode 
explicite continue de tenir le haul du pave. 

Figure 8.7 Convergence de la methode Crank-Nicolson 
vers la solution B-S 



9. Nous adoptons ici la methode de James et Webber (2000). 
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Tableau 8.15 Programme Visual Basic du calcul du prix d’un call 
europeen par la methode de Crank-Nicolson 


Sub calLCrankN( ) 

SheetS.Activate 
X=Range("Xcn").Value 
T=Range("Tcn").Value 
S=Range("Scn").Value 
sigma=Range("sigmacn").Value 
r=Range("tauxcn").Value 
div=Range("divcn"). Value 
N=Range("Ncn").Value 
Nj=Range("Njcn").Value 
dx=Range("dxcn").Value 
Dim i As Integer, j As Integer 
Dim edx As Double, dt As Double, nu As 
Double, pu As Double, _ 
pm As Double, pd As Double 
Dim lambda_L As Double, lambda_U As Double 
Dim c() As Double, st() As Double 
ReDim c(0 To N, -Nj To Nj) 

ReDim st(-Nj To Nj) 

Dim pmpO As Double, pp() As Double 
Dim k As Integer, w As Integer 
ReDim pmp(-Nj To Nj) 

ReDim pp(-Nj To Nj) 
dt=T/N 

Range("dtcn")=dt 

nu=r-div-0.5*sigma^2 

Range("nucn")=nu 

edx=Exp(dx) 

Range("edxcn")=edx 
pu=-0.25*dt*((sigma / dx)''2+nu / dx) 
Range("pucn")=pu 
pm=1+0.5*dt*(sigma / dx)''2+0.5*r*dt 
Range("pmcn")=pm 
pd=-0.25*dt*((sigma / dx)''2-nu / dx) 
Range("pdcn")=pd 
st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx) 
Range("stockcn").Offset(Nj, 0)=st(-Nj) 

For j=-Nj+1 To Nj 
st(j)=st(j-1)*edx 

Range("stockcn").Offset(-j, 0)=st(j) 


Next j 

For j=-Nj To Nj 

c(0, j)=Application.Max(0, st(j)-X) 
Range("putmatcn").Offset(-j, 0)=c(0, j) 

Next j 

lambda_U=(st(Nj)-st(Nj-1)) 

Range("lambdaUcn")=lambda_U 

lambda_L=0 

Range("lambdaLcn")=lambda_L 
For i=N-1 To 0 Step -1 
pmp(-Nj+1)=pm+pd 

Range("pmpcn").0ffset(Nj-1, i)=pmp(-Nj+1) 
pp(-Nj+1)=-pu*c(0, -Nj+2)-(pm-2)*c(0, -Nj+1)- 
pd*c(0, -Nj)+pd*lambda_L 
Range("ppcn").0ffset(Nj-1, i)=pp(-Nj+1) 

For k=-Nj+2 To Nj-1 
pmp(k)=pm-pu*pd / pmp(k-l) 
Range("pmpcn").Offset(-k, i)=pmp(k) 
pp(k)=-pu*c(0, k+1)-(pm-2)*c(0, k)-pd*c(0, k-1)- 
pp(k-1)*pd / pmp(k-l) 
Range("ppcn").Offset(-k, i)=pp(k) 

Next k 

c(1, Nj)=(pp(Nj-1)+pmp(Nj-1)*lambda_U) / 
(pu+pmp(Nj-1)) 

Range("calltridcn").Offset(-Nj, i)=c(1, Nj) 
c(1, Nj-1)=c(1, Nj)-lambda_U 
Range("calltridcn").0ffset(-Nj+1, i)=c(1, Nj-1) 
'back-substitution 
For w=Nj-2 To -Nj-tl Step -1 
c(1, w)=(pp(w)-pu*c(1, w+1)) / pmp(w) 
Range("calltridcn").Offset(-w, i)=c(1, w) 
c(1, -Nj)=c(1, -Nj+1)-lambda_L 
Range("calltridcn").Offset(Nj, i)=c(1, -Nj) 

Next w 

For j=-Nj To Nj 
c(0, j)=c(1, j) 

Next j 
Next i 

Range("put1")=c(0, 0) 

End Sub 
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7.2. Cas du put americain 

Finalement, le tableau 8.16 propose un programme Visual Basic pour determiner le 
prix d’un put americain par la methode de Crank-Nicolson‘°. 

Tableau 8.16 Programme Visual Basic du calcul du prix d’un put 
americain par la methode de Crank-Nicolson 


Sub put_CrankN( ) 

SheetS.Activate 
X=Range("Xcn").Value 
T=Range("Tcn").Value 
S=Range("Scn").Value 
sigma=Range("sigmacn").Value 
r=Range("tauxcn").Value 
div=Range("divcn").Value 
N=Range("Ncn").Value 
Nj=Range("Njcn").Value 
dx=Range("dxcn").Value 
Dim i As Integer, j As Integer 
Dim edx As Double, dt As Double, nu As 
Double, pu As Double, _ 
pm As Double, pd As Double 
Dim lambda_L As Double, lambda_U As Double 
Dim c() As Double, st() As Double 
ReDim c(0 To N, -Nj To Nj) 

ReDim st(-Nj To Nj) 

Dim pmpO As Double, pp() As Double 
Dim k As Integer, w As Integer 
ReDim pmp(-Nj To Nj) 

ReDim pp(-Nj To Nj) 
dt=T/N 

Range("dtcn")=dt 

nu=r-div-0.5*sigma^2 

Range("nucn")=nu 

edx=Exp(dx) 

Range("edxcn")=edx 
pu=-0.25*dt*((sigma / dx)''2+nu / dx) 
Range("pucn")=pu 
pm=1+0.5*dt*(sigma / dx)'^2+0.5*r*dt 
Range("pmcn")=pm 
pd=-0.25*dt*((sigma / dx)''2-nu / dx) 
Range("pdcn")=pd 
st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx) 
Range("stockcn").Offset(Nj, 0)=st(-Nj) 

For j=-Nj+1 To Nj 
st(j)=st(j-1)*edx 

Range("stockcn").Offset(-j, 0)=st(j) 


Next j 

For j=-Nj To Nj 

c(0, j)=Application.Max(0, X-st(j)) 
Range("putmatcn").Offset(-j, 0)=c(0, j) 

Next j 

lambda_L=-1*(st(-Nj+1)-st(-Nj)) 

Range("lambdaLcn")=lambda_L 

lambda_U=0 

Range("lambdaUcn")=lambda_U 
For i=N-1 To 0 Step -1 
pmp(-Nj+1)=pm+pd 

Range("pmpcn").0ffset(Nj-1, i)=pmp(-Nj+1) 
pp(-Nj+1)=-pu*c(0, -Nj+2)-(pm-2)*c(0, -Nj+1)- 
pd*c(0, -Nj)+pd*lambda_L 
Range("ppcn").0ffset(Nj-1, i)=pp(-Nj+1) 

For k=-Nj+2 To Nj-1 
pmp(k)=pm-pu*pd / pmp(k-l) 
Range("pmpcn").Offset(-k, i)=pmp(k) 
pp(k)=-pu*c(0, k+1)-(pm-2)*c(0, k)-pd*c(0, k-1)- 
pp(k-1)*pd / pmp(k-l) 
Range("ppcn").Offset(-k, i)=pp(k) 

Next k 

c(1, Nj)=(pp(Nj-1)+pmp(Nj-1)*lambda_U) / 
(pu+pmp(Nj-D) 

Range("calltridcn").Offset(-Nj, i)=c(1, Nj) 
c(1, Nj-1)=c(1, Nj)-lambda_U 
Range("calltridcn").0ffset(-Nj+1, i)=c(1, Nj-1) 
'back-substitution 
For w=Nj-2 To -Nj-rl Step -1 
c(1, w)=(pp(w)-pu*c(1, w+1)) / pmp(w) 
Range("calltridcn").Offset(-w, i)=c(1, w) 
c(1, -Nj)=c(1, -Nj+1)-lambda_L 
Range("calltridcn").Offset(Nj, i)=c(1, -Nj) 

Next w 

For j=-Nj To Nj 

c(0, j)=Application.Max(c(1, j), X-st(j)) 

Next j 
Next i 

Range("put1")=c(0, 0) 

End Sub 


10. Ce programme s’inspire de Brandimarte (2002). 
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Nous voulons maintenant transposer la methode de Crank-Nicolson (CN) en 
langage Matlab. Nous voulons calculer le prix d’un put americain aux caracteristiques 
suivantes : S = 30; X = 25 ; r = 0,08 ; t = 6/12 et ct = 0,2. Le programme Matlab qui 
calcule le prix de ce put selon la methode CN apparait au tableau 8.17. 

Tableau 8.17 Calcul du prix d’un put americain en langage Matlab 


% Methode de Crank-Nicolson pour le calcul 
d'un put americain 

function prix = PutameCN(SO,X,r,t,sigma,Smax, 
ds,dt,omega,tol) 

m=round(Smax/ds); ds=Smax/m; % Creation de 
la grille 

n=round(t/dt); dt=t/n; 

ancval=zeros(m-1,1); % vecteurs pour la mise a 
jour pour la methode de Gauss-Seidel 
nouvval=zeros(m-1,1); 
vets=linspace(0,Smax,m-r1 )'; 
veti=0:n; vetj=0:m; 

% Mise en place des conditions de frontiere 
'boundary conditions' 
profit=max(X-vets(2:m),0); 
valpasse=profit; % valeurs pour la derniere 
strata 

valfrontiere=X*exp(-r*dt*(n-veti)); % valeurs 
frontieres 

% etablissement des coefficients et du cote 
droit de la matrice 

alpha=0.25*dt*(sigma''2*(vet].''2)-r*vetj); 

beta=-dt*0.5*(sigma'^2*(vet].''2)+r); 

gamma=0.25*dt*(sigma''2*(vet].''2)+r*vetj); 

m2=diag(alpha(3:m),-1)+diag(1+beta(2: 

m))+diag(gamma(2:m-1),1); 

% solution de la sequence d'equations par la 
methode SOR : Successive OverRelaxa- 
tion method 

%=Jacobi+Gauss-Seidel. Projected SOR : 

bonne pour I'exercice anticipe 'premature' 
% ou tout probleme lineaire multivarie. Ref. 

Tavella 2002. 
aux=zeros(m-1,1); 
for i=n:-1:1 


aux(1)=alpha(2)*(valfrontiere(1,i)+valfrontiere( 

i,i+D); 

% etablissement du cote droit de la matrice et 
initialisation 

rhs=m2*valpasse(:)+aux; 
ancval=valpasse; 
erreur=REALMAX; 
while tokerreur 

nouvval(1)=max(profit(1),ancval(1)+omega/(1- 
beta(2))*(rhs(1)-(1-beta(2))*ancval(1)-rgam 
ma(2)*ancval(2»); 
for k=2:m-2 

nouvval(k)=max(profit(k),ancval(k)+omega/(1-b 
eta(k+1 ))*(rhs(k)+alpha(k-r1 )*nouvval(k-1 )- 
(1 -beta(k-r1 ))*ancval(k)+gamma(k-r1 )*anc 
val(k-rl))); 
end 

nouvval(m-1)=max(profit(m-1),ancval(m- 

1)+omega/(1-beta(m))*(rhs(m- 

1)+alpha(m)*nouvval(m-2)-(1-beta(m)) 

*ancval(m-1))j; 

erreur=norm(nouvval-ancval); 

ancvaknouvval; 

end 

valpasse=nouvval; 

end 

% Trouver le point le plus pres de SO sur la 
grille et donner les possibilites de prix 
% par interpolation lineaire 
nouvval=[valfrontiere(1); nouvval;0] % ajouter 
les valeurs manquantes 
jbas=floor(SO/ds); 
jhaut=ceil(SO/ds); 
if jbas==jhaut 
prix=nouvval(jbas+1,1); 
else 

prix=nouvval(jbas+1,1)-r(S0-jbas*ds)*(nouvval(j 

haut+1,1)-nouvval(jhaut+1,1))/ds; 

end 
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Pour mettre en oeuvre ce programme, on ecrit la commande qui suit dans Matlab : 
tic, p = PutameCN ( 30 , 25 , 0 . 08 , 6 / 12 , 0 . 3 , 100 , 1 , 1 / 1500 , 1 . 2 , 0 . 0001 ), toe 


Et on obtient le resultat suivant : 



1,7052 

0,0002 

0,0000 

nouvval = 

1,3278 

0,0001 

0,0000 


1,0232 

0,0001 

0,0000 

24,0197 

0,7809 

0,0001 

0,0000 

24,0000 

0,5906 

0,0000 

0,0000 

23,0000 

0,4430 

0,0000 

0,0000 

22,0000 

0,3297 

0,0000 

0,0000 

21,0000 

0,2437 

0,0000 

0,0000 

20,0000 

0,1789 

0,0000 

0,0000 

19,0000 

0,1306 

0,0000 

0,0000 

18,0000 

0,0949 

0,0000 

0,0000 

17,0000 

0,0686 

0,0000 

0,0000 

16,0000 

0,0493 

0,0000 

0,0000 

15,0000 

0,0354 

0,0000 

0,0000 

14,0000 

0,0253 

0,0000 

0,0000 

13,0000 

0,0180 

0,0000 

0,0000 

12,0000 

0,0128 

0,0000 

0,0000 

11,0000 

0,0091 

0,0000 

0,0000 

10,0000 

0,0064 

0,0000 

0,0000 

9,0000 

0,0045 

0,0000 

0 

8,0000 

0,0032 

0,0000 


7,0000 

0,0022 

0,0000 

p = 

6,0000 

0,0016 

0,0000 


5,0090 

0,0011 

0,0000 

0,4430 

4,1357 

0,0008 

0,0000 


3,3742 

0,0005 

0,0000 

elapsed_time = 

2,7196 

0,0004 

0,0000 


2,1659 

0,0003 

0,0000 

3,6960 


Le prix du put americain est done de 0,443 0. Dans le chapitre precedent ayant 
trait a I’approche binomiale, nous avions mis environ 25 minutes pour effectuer ce 
calcul avec 10 000 pas a I’aide d’un ordinateur Tecra SI comportant 1 gigaoctet de 
RAM. Avec la metbode de CN, le meme calcul s’est effectue en moins de 4 secondes. 
On comprend rapidement pourquoi les methodes aux differences finies sont tres utili- 
sees. Get exemple un peu exagere illustre tout de meme Pefficacite de la metbode des 
differences finies de Crank-Nicolson. 
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Voici quelques precisions sur une autre methode, la methode SOR : Successive 
OverRelaxation'' . Cette methode iterative se base sur deux autres : la methode de Jacobi 
et celle de Gauss-Seidel. Mathematiquement, la methode SOR est construite a partir 
d’une moyenne de la Gauss-Seidel avec son iteration precedente, c’est-a-dire : 

+ (l-a)u" 


n+1 _ ~ n+1 

u- = au- 


(125) 


1 


OU u. = 


f.-S 






. On constate en effet que la methode SOR est 


une moyenne ponderee on le coefficient de ponderation, nomme en 1’ occurrence 
parametre A’ overrelaxation, est represente par a. La valeur optimale de ce dernier 
est generalement difficile a calculer. Dans les applications financieres, le choix le 
plus frequent est de poser a = 1. Expliquons quelque peu les methodes de Jacobi et 
de Gauss-Seidel. 

La methode de Jacobi se presente comme suit. Supposons un systeme d’equa- 
tions lineaires : 


= i=h-,n 

j=i 


(126) 


En solutionnant pour une inconnue particuliere et en supposant que nous connaissons 
toutes les autres valeurs, on obtient I’expression 


1 


U: = 


V 


Cette equation nous suggere la forme iterative (algorithme) suivante : 


n+1 

U- = 


V 


(127) 


(128) 


oil n represente la 0 *= iteration, qu’il ne faut pas confondre avec le pas {time step), 
celui-ci representant un intervalle de temps. 


La methode de Gauss-Seidel est une generalisation de celle Jacobi. La diffe- 
rence est qu’elle est augmentee du changement dans les inconnues. L’ algorithme se 
presente comme suit. 


n+1 

U- = ■ 




n+1 

a^u^ 




(129) 


11. A ce sujet, on consultera R. Tavella (2002), Quantitative Methods in Derivatives Pricing : An Intro- 
duction to Computational Finance, John Wiley & Sons, New York. 
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function [v,m]=nombredirection(p,mO,n) 

degre=length(p)-1; 
p=p(2:degre); 
m=[m0,zeros(1,n-degre)]; 
for i=(degre+1):n 

m(i)=bitxor(m(i-degre),2^degre*m(i-degre)); 

for j=1:(degre-1) 

m(i)=bitxor(m(i),2^j*p(j)*m(i-j)); 

end 

end 

v=m./(2/(1:length(m))); 


Resume 

Comme nous avons pu le constater dans ce chapitre, a I’instar de la technique de I’arbre 
binomial, les methodes des differences finies font appel a une grille pour determiner 
le prix d’une option. Mais ces methodes essaient de calculer un flux monetaire en 
chaque point de la grille et non pas seulement sur une partie, comme c’est le cas 
pour I’arbre binomial. Elies sont done susceptibles de converger plus rapidement que 
I’arbre binomial vers le calcul de I’esperance neutre au risque a laquelle s’identifie le 
prix de I’option. Pour sa part, la technique de I’arbre trinomial, qui couvre une plus 
grande partie de la grille que I’arbre binomial, s’identifie avec la methode explicite 
des differences finies. 

Certes, les methodes aux differences finies, en visant a couvrir toute la surface 
de la grille de calcul, s’apparentent de tres pres a la procedure de la methode de 
simulation de Monte Carlo pour calculer une esperance tel le prix d’une option. Mais 
on a pu constater dans le chapitre ayant trait a la simulation de Monte Carlo que les 
trajectoires du sous-jacent ne couvrent pas a priori toute la surface d’integration 
comme c’est le cas pour les techniques des differences finies, ou les trajectoires sont 
soumises a des conditions beaucoup plus specifiques qui les forcent a se deplacer 
sur toute la surface de la grille de calcul. Pour arriver au meme resultat dans le cadre 
de la simulation de Monte Carlo, il faut recourir aux techniques de reduction de la 
variance comme les sequences de nombres quasi aleatoires qui tentent de forcer les 
trajectoires du sous-jacent a couvrir toute la surface d’integration. Les methodes des 
differences finies sont done susceptibles de converger beaucoup plus rapidement 
vers leur cible que la simulation de Monte Carlo. Mais ces methodes deviennent de 
plus en plus difficiles a manipuler au fur et a mesure que le nombre de dimensions 
du probleme augmente, alors que la simulation de Monte Carlo est beaucoup plus 
flexible sur ce plan. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


288 Finance computationnelle et gestion des risques 


Bibliographie 

Benninga, S. (2000), Financial Modeling, edition. The MIT Press, Cambridge. 

Black, F. et M. Scholls (1973), «The Pricing of Options and Corporate Liabilities », Journal 
of Political Economy, mai-juin, p. 637-659. 

Brandimarte, P. (2002), Numerical Methods in Finance : A Matlab-based Introduction, John 
Wiley & Sons, New York 

Bryis, E. et al. (1998), Options, Futures and Exotic Derivative : Theory, Application and 
Practice, Wiley Frontiers in Finance, New York. 

Clewlow L. et C. Strickland (1998), Implementing Derivatives Models, John Wiley & Sons, 
New York. 

Deitel, H.M., P.J. Deitel et T.R. Nieto (1999), Visual Basic 6: How to Program, Prentice 
Hall, Upper Saddle River. 

Green, J. (1999), Excel 2000 VBA Programmer’s Reference, Wrox, Birmingham. 

Hull, J.C. (2006), Options, Futures & Other Derivative Securities, Prentice Hall, Upper 
Saddle River. 

Hull, J.C. (1998), Introduction to Futures and Options Markets, Prentice Hall, Upper Saddle 
River. 

Hull, J. (1989), Options, Futures and Other Derivative Securities, Prentice Hall, Upper 
Saddle River. 

Hull, J. et A. White (1993), «Efficient Procedures for Valuing European and American Path 
Dependent Options*, Journal of Derivatives, n° 1, p. 21-32. 

Jackson M. et M. Staunton (2001), Advanced Modelling in Finance using Excel and VBA, 
John Wiley & Sons, New York. 

Judd, K.L. (1998), Numerical Methods in Economics, The MIT Press, Cambridge. 

Neftci, S.N. (2000), An Introduction to the Mathematics of Einancial Derivatives, Academic 
Press, Burlington, MA. 

Press, W.H. et al. (1992), Numerical Recipes in C, Cambridge University Press, Cambridge. 

Racicot F.-E. et R. Theoret (2001), Trade d’ econometric financiere : modelisationfinanciere. 
Presses de I’Universite du Quebec, Quebec. 

Racicot, F.-E. et R. Theoret (2000), Trade de gestion de portefeuille : titres a revenus fixes 
et produits derives. Presses de FUniversite du Quebec, Quebec. 

Ross, S.M. (1999), An Introduction to Mathematical Finance: Options and Other Topics, 
Cambridge University Press, Cambridge. 

Rostan, P. (2001), Produits derives et Visual Basic : les premiers outils de Tingenierie finan- 
ciere, Guerin universitaire, Montreal. 

Tavella, D. et C. Randall (2000), Pricing Financial Derivatives : The Finite Difference 
Method, John Wiley & Sons, New York. 

Walkenbach, j. (2000), Microsoft Excel 2000 Power Programming with VBA, Hungry Minds, 
New York. 

WiLMOTT, P. (2001), Paul Wilmott Introduces Quantitative Einance, John Wiley & Sons, New 
York. 

Wilmott, P. (2006), Paul Wilmott on Quantitative Einance, volumes 1, 2 et 3, John Wiley & 
Sons, New York. 

Wilmott, P. (1998), Derivatives, John Wiley & Sons, New York 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, bout Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


CHAPITRE 


9 

LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE 
ET L'EQUATION DE BELLMAN^ 


L’ equation de Bellman est une extension des travaux de Hamilton et de Jacobi en 
physique classique. C’est pourquoi on I’appelle couramment I’equation de Hamilton- 
Jacobi-Bellman (HJB). Bellman (1920-1984) a pour sa part fonde la programmation 
dynamique moderne en 1953. II a aussi effectue d’importantes contributions aux 
domaines des mathematiques pures et appliquees. 

L’equation de Bellman a trouve plusieurs applications dans le domaine 
des sciences de la gestion, et plus particulierement en sciences economiques et en 
finance. En sciences economiques, elle sert entre autres a determiner le plan optimal 
de consommation d’un agent sur la duree de sa vie. En finance, elle est primordiale 
dans la determination du prix d’une option americaine. Ea regie d’exercice qui est 
appliquee a chaque noeud de I’arbre binomial pour determiner si une option sera 
exercee a ce noeud est une variante de I’equation de Bellman. A chaque noeud de 
I’arbre, on doit en effet determiner s’il y a arret, c’est-a-dire exercice, ou poursuite. 
Or, la determination du temps d’ arret optimal {optimal stopping time) est du ressort 
de r equation de Bellman. 

E’ analyse dynamique financiere ou economique comporte souvent trois compli- 
cations qui ne sont pas presentes dans 1’ analyse dynamique des modeles de systemes 
en physique. Premierement, les humains sont des etres pensants capables d’analyser 
leurs actions presentes de meme que leurs actions futures (forward-looking). De 
ce fait, les modeles dynamiques financiers qui peuvent etres utilises pour faire des 
previsions sont des plus utiles. Deuxiemement, plusieurs aspects du comportement 
humain sont impre visibles. Par consequent, les modeles dynamiques financiers 
valables sont essentiellement de nature stochastique. Troisiemement, la composante 


1. Pour rediger ce chapitre, nous nous inspirons fortement de : Miranda et Fackler (2002) ; Judd (1998) ; 
Briys et Viala (1995) ; Tavella (2002). 
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non previsible du comportement humain est souvent tres complexe. Les modeles 
dynamiques, egalement de nature non lineaire, sont des lors appropries pour prendre 
en compte cette complexite. 

Les complications causees par le fait que les modeles dynamiques sont par 
essence forward-looking, stochastiques et non lineaires, rendent impossible I’obten- 
tion d’une solution analytique a tons les modeles dynamiques mais seulement a un 
petit nombre d’entre eux. Neanmoins, la proliferation des ordinateurs personnels 
et r augmentation de leur rapidite de concert avec les progres effectues en finance 
computationnelle permettent une analyse plus en profondeur des modeles dynami- 
ques stochastiques non lineaires, sans solutions analytiques, en utilisant les methodes 
numeriques. Dans la section qui suit, nous allons discuter une methode issue de la 
programmation dynamique, nommee methode de Bellman. Cette methode permet 
de trouver les solutions a des modeles complexes, tels que les modeles dynamiques 
stochastiques lineaires ou non lineaires en temps discret. Nous ne discuterons done pas 
des solutions aux modeles de nature continue qui utilisent la methode de Hamilton- 
Jacobi-Bellman^, mais nous nous limiterons aux modeles en temps discret. 


1. La programmation dynamique discrete 

Les modeles de decision de type markovien discrets out une structure telle qu’a 
chaque periode t, un agent financier observe I’etat dans lequel le systeme financier 
se trouve, note s, (s pour state), effectue une transaction x,, et obtient le gain f(s,, xj, 
qui depend de I’etat de la nature et des actions ou transactions effectuees. L’espace 
d’etats S, qui enumere tous les etats possibles accessibles par le systeme, et I’espace 
d’ action X (les transactions financieres), qui enumere toutes les actions possibles 
prises par I’agent financier, sont tous les deux finis. L’etat du systeme financier est 
un processus de Markov controle, e’est-a-dire que la distribution de probabilites de 
I’etat de la prochaine periode, conditionnellement a toute I’information disponible au 
present, depend seulement de I’etat present et des actions de I’agent. On pent formuler 
cette relation comme suit : 

P(sj^j = s'|s, = s, X, = X, autres informations disponibles en t) = P(s'|s,x) 

Un modele de decision markovien pent etre deterministe ou stochastique. II est 
deterministe si I’etat de la prochaine periode est connu avec certitude lorsque I’etat 
de la periode presente Test et que ses actions sont connues. Dans ce cas, il pent etre 
utile d’utiliser, au lieu des probabilites de transition P qui servent a la description de 
revolution de I’etat, une fonction deterministe g de I’etat qui identifie explicitement 
I’etat de transition, donnee par: 


2. Pour une introduction parcimonieuse a ce sujet, on consultera les annexes de Briys et Viala 
(1995). 
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St+l =g(s.>x,) 


Les modeles de decision markoviens discrets peuvent etre analyses en recou- 
rant a la programmation dynamique qui, en I’occurrence, est basee sur le principe 
d’optimalite^. 


Notons par V,(s) la fonction de valeur, soil la somme maximale accessible des gains 
presents et futurs, sacbant que le systeme se trouve dans I’etat s de la periode t. Le 
principe d’optimalite de Bellman implique que la fonction de valeur V„ qui est une 
application de S dans Tunivers des reels, i.e. V, ; S — > 91, doit satisfaire : 


V (s) = max 

xeX(s) 


if(s,x) + 5^P(s'|s,x)V„ 


(s') 


s G S, t = 1, 2, 3, ...,T 


Cette equation, nommee en I’occurrence I’equation de Bellman, a ete developpee 
par Richard Bellman en 1957. Elle a la propriete de capter I’essentiel du probleme 
dynamique auquel un agent financier est confronte. En effet, I’agent financier a 
besoin d’equilibrer de fa^on optimale son gain present f(s,x) et son gain espere futur 
SEjVj^j (s,^i) . Dans un modele a horizon fini, on adoptera la convention que I’agent 
financier optimisateur fait face a des decisions dans I’intervalle de periode s’etirant 
de 1 a T < . E’ agent ne doit etre soumis a aucune decision apres la periode T mais 

pent encaisser un gain final de V.f^,(s.j.^j). Dans plusieurs cas, cette valeur est fixee a 
zero, ce qui signale qu’aucun gain ne pent etre realise apres la periode de decision 
terminale T. 


Pour que les modeles markoviens discrets a horizon fini soient biens formules, 
il faut que I’analyste specifie la condition terminale Etant donne cette valeur 
terminale de la fonction de valeur, le modele peut en principe se resoudre recursi- 
vement en repetant I’application de I’equation de Bellman, c’est-a-dire : etant donne 
trouver Vj(s) pour tout etat s ; etant donne V.J., solutionner V.j._,(s) pour tout etat 
s ; etant donne Vx_„ trouver Yj _2 (s) pour tout etat s ; et ainsi de suite. Ee processus 
s’opere jusqu’a ce que Eon obtienne Vj (s) pour tout etat s. Parce qu’il ne peut y 
avoir qu’un nombre fini d’actions possibles, le probleme d’ optimisation implicite a 
I’equation de Bellman peut toujours se resoudre en effectuant un nombre fini d’ope- 
rations arithmetiques. Done, la fonction de valeur d’un modele markovien discret a 
horizon fini est toujours bien definie, sauf dans quelques cas ou plus d’une sequence 
de politiques peuvent donner un maximum. 


3. «Le principe d’optimalite peut s’articuler comme suit. Une politique optimale a la propriete que, 
peu importe ce que sont I’etat et la decision initiale, les decisions restantes doivent constituer une 
politique optimale en regard de I’etat resultant de la premiere decisions (Bellman, 1957). 
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Si le probleme de decision comporte un horizon infini, la fonction de valeur 
ne dependra plus du temps t. On pent alors se debarrasser des indices et ecrire I’equa- 
tion de Bellman comme un vecteur equation a point fixe ou la seule inconnue est la 
fonction de valeur V. 

V(s) = maxi f(s,x) + 5^P(s'|s,x)v(s') i, s g S 
L s'sS J 

Si le facteur d’actualisation est 6 < 1, le mapping sous-jacent de I’equation a point 
fixe de Bellman est une contraction forte sur un espace euclidien. Le theoreme de 
contraction mapping garantit done I’existence et I’unicite de la fonction de valeur a 
horizon infini. 


2. Utilisation de l'equation de Bellman en finance et 

PROGRAMME M ATLAS'. UN MODELE DE PRICING D'ACTIF FINANCIER^ 

Considerons le modele de pricing d’actif financier suivant ou Ton suppose un 
processus d’etat exogene de dividendes d donne par: 

dt+i =g(d„e,^,) 

On suppose egalement que le prix d’une action p est donne par l’equation d’equilibre 
suivante : 

u '(d)p(d) - 5E^ [u '(g(d, e))(p(g(d, e)) + g(d, e))] = 0 

oil u(.) est une fonction d’utilite et E(.) designe I’esperance conditionnelle. Cette 
equation est obtenue de la derivee premiere de la fonction de valeur par rapport a 
d et en ajoutant p comme etant solution de cette condition d’equilibre, qui est aussi 
nommee « condition d’Euler». En utilisant la notation usuelle des modeles d’antici- 
pations rationnelles, la fonction d’ anticipation s’ecrit: 

h(d,p) = u'(d)(p + d) 

Ea fonction d’equilibre est donnee par: 

f(d,p,E(h)) = u'(d)p-5E(h) 


4. Cet exemple est tire de Miranda et Fackler (2002). Nous avons toutefois modifie Fexemple numerique 
pour illustrer Futilisation de la fonction spline dans Matlab. 
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Pour ce modele de pricing, il est possible d’obtenir une approximation de la fonction 
de reponse de p qui est de la forme : 

n 

p(d) = ^Cj(|)j(d) 

j=i 

oil (|) et n sont des fonctions de base (basis functions) specifiees par I’analyste. La 
metbode numerique de la collocation, que nous introduisons ici, requiert que les coef- 
ficients Cj soient fixes et que les n noeuds de collocation dj,d 2 ,d 3 ,...,d_j satisfassent 
exactement la condition d’equilibre. Plus specifiquement, pour introduire la metbode 
de collocation, prenons I’exemple classique en economic matbematique, qui est de 
solutionner le probleme de fonction implicite univariee. Dans ce probleme, il faut 
trouver une fonction f :[a,b]^9i qui satisfait : g(x,f(x)) = 0 pour xg [a,b], oil g est une 
application 91^-^ 91 connue. La metbode de collocation consiste en 1’ approximation 
de la fonction generate f en utilisant une combinaison lineaire de n fonctions de base 
connues. Celle-ci prend la forme suivante : 


n 

f(x) = 21cj(|)j(x) 
j=l 

oil les n coefficients Cj sont fixes en requerant que P approximation (f ) satisfasse 
I’equation fonctionnelle aux n points prescrits Xj dans I’intervalle [a,b], appeles noeuds 
de collocation. La metbode de collocation requiert de trouver les n coefficients Cj qui 
satisfont simultanement les n equations non lineaires (equations de collocation) : 


Ci,^Cj(|)j(x,) 

J =1 


= 0 i = l,2,3...,n 


Done, la metbode de collocation consiste a remplacer le probleme d’une 
equation fonctionnelle de dimension infinie par le probleme de dimension finie de 
reeberebe des racines, ce qui peut s’effectuer par les metbodes standards comme celle 
de Newton ou de Broyden. En general, 1’ approximation ( f ) construite par la metbode 
de collocation ne solutionnera pas exactement I’equation fonctionnelle, e’est-a-dire que 
g(x,f(x)) ne sera pas exactement egal a zero sur I’intervalle [a,b], sauf aux noeuds de 
collocation ou, par definition, ils sont nuls. L’ approximation ( f ) sera jugee acceptable 
si la fonction residuelle r(x) = g(x,f(x)) est proebe de zero sur I’intervalle [a,b]. 

Done, dans le cadre de notre probleme de pricing, la metbode de collocation 
requiert que les coefficients Cj soient fixes en exigeant que les n noeuds de collocation 
satisfassent la condition d’equilibre donnee par: 


u'(d,)^Cj(|)j(d^)-5E^ 


j=i 


u'(g(d^,e)) 




= 0 
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ou plus succinctement : 


Be = y 


e’est-a-dire que les c peuvent etre obtenus numeriquement, dans Matlab, en 
calculant : 

c = B \ y 


ou c est un vecteur de dimension (n x 1) de coefficients de base et B, une matrice de 
dimension (n x n) ayant pour element typique : 

B.j = u’(d,)^j(d.)- 5EJu'(g(d,,e))^j(g(d.,e))] 

et oil y est un vecteur de dimension (n x 1) prenant la forme suivante : 

Yi = 5E^[u'(g(dj,e))g(d,,e)] 


En d’autres termes, I’equation de collocation est lineaire (Be = y). Pour rendre 
I’exemple plus concret, nous donnerons une forme fonctionnelle a la fonction d’uti- 
lite, soil la suivante : 


u(x) 


(1-p) 


oil X est egal a d dans notre application et u '(x) = x . Nous supposons egalement que 
revolution des dividendes suit un processus de retour vers la moyenne donne par: 

d,+i =g(dt,e,^,)=d + Y(d,-d) + e,^i 


ou e est un terme aleatoire NID(0,a^). Afin de calculer les esperances, nous utilisons 
une quadrature gaussienne pour les noeuds et les poids normaux e,j et w^. Le modele 
peut etre solutionne en utilisant les routines Matlab faisant partie de la Toolbox 
CompEcon^. II faut d’abord definir les parametres entrant dans le modele. Ces para- 
metres sont la moyenne de long terme du dividende ( d ), la vitesse de retour vers la 
moyenne (le coefficient d’attraction) du dividende (y), I’ecart type du dividende (c), 
le coefficient d’aversion au risque entrant dans la fonction d’utilite (P) et le taux d’ac- 
tualisation (5). Dans Matlab, ces parametres peuvent etre specifies comme suit : 


» dbar=1.0; 

» gamma=0.6; 
» beta=0.5; 

» sigma=0.2; 
» delta=0.85; 
» nsbocks=3; 


5. Cette Toolbox peut etre obtenue via le site Internet: <mitpress.mit.edu/CompEcon>. 
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Ensuite, il suffit de specifier les chocs aleatoires normaux dans leur intervalle 
de variation, le type de methode que Ton vent utiliser pour 1’ approximation de notre 
fonction ; en I’occurrence, nous avons utilise la fonction spline (‘spli’ dans la fonction 
Matlab fundefn). II faut ensuite specifier la fonction de dividende, ici notee par dnext. 
Nous devons egalement specifier a Matlab la forme que prendront B et y. Ensuite, on 
calcule la valeur de c. Enfin, on obtient la valeur de p, que Eon illustre par la fonction 
plot(p), en fonction du dividende d. 


» [e,w]=qnwnorm(nshocks,0,sigma^2); 

» n=10; 

» dmin=dbar+min(e)/(1-gamma); 

» dmax=dbar+max(e)/(1-gamma); 

»fspace=fundefn('spli',n,dmin,dmax); 

»B=diag(dnode/(-beta))*funbas(fspace,dnode); 

»y=0; 

» K=3; 

» for k=1 :K 

dnext=dbar+gamma*(dnode-dbar)+e(k); 
B=B-delta*w(k)*diag(dnext/(-beta))*funbas(fspace, dnext); 
y=Y+d e lta*w( k)*d n ext/ ( 1 - b eta ) ; 
end 
» c=B\y; 

» d=nodeunif(10*n,dmin,dmax); 

» p=funeval(c,fspace,d); 

» plot(p) 


Quelques mots sur les fonctions Matlab CompEcon utilisees pour realiser ce 
calcul. Nous avons utilise les fonctions suivantes qui se definissent comme suit : 

1. [e,w]=qnwnorm(nshocks,0,sigma''2) : Cette routine serf a generer la 
quadrature gaussienne pour les noeuds et les poids de variables aleatoires 
normales. Ea syntaxe est la suivante : [x,w]=qnwnorm(n,mu,var), ou n est 
le nombre de variables desirees, mu, la moyenne de la normale desiree 
et var la variance desiree. Par exemple, supposons que Eon veuille 
calculer Eesperance de exp(X), ou X est distribue normalement avec une 
moyenne de 3 et une variance de 5. On pent approximer cette esperance, 
pour les specifications donnees, comme suit: [x,w]=qnwnorm(4,3,5); 
esperance=w'*exp(x) ; 

2. fundefn('spli',n,dmin,dmax) : Cette routine serf a construire une approxi- 
mation pour une fonction sur un intervalle donne, soil, dans notre cas, 
dmin et dmax, en utilisant une methode d’interpolation donnee; dans 
notre cas nous avons choisi function spline ‘spli’ d’ordre n = 10 (sinon 
elle est cubique par defaut). Nous aurions pu utiliser d’autres methodes 
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d’interpolation comme la methode du polynome de Chebychev {cheb ou 
lin) pour un spline lineaire. A noter que dans certains cas, il faut preter 
attention an type de spline utilise, car il est possible, par exemple, que la 
fonction spline cubic introduise des vagues dans 1’ approximation. Dans 
ce cas, il est preferable d’utiliser un spline lineaire. Dans d’autres cas, 
la metbode de Cbebycbev pent egalement introduire des vagues dans 
r approximation. La syntaxe de la fonction est la suivante: /space = 
fundefn(bastype,n,a,b,order), ou bastype : splin, lin, cheb, n est le vecteur 
du degre d’ approximation pour cbaque dimension; a est un vecteur qui 
represente la borne gaucbe de I’intervalle, b, la borne droite de I’intervalle 
d’interpolation et order, I’ordre du polynome d’ approximation. 

3. funbas(fspace,dnext). Cette fonction sert a evaluer la fonction /space a 
dnext. Ici, la fonction /space est notre fonction spline. La syntaxe de cette 
fonction est donnee par : B=funbas(fspace,x, order) oh/space est la fonction 
de base, x, les points ou la fonction doit etre evaluee et order, I’ordre de 
la derivee a effectuer sur la fonction de base. 

4. nodeunif(10*n,dmin,dmax). Elle sert a generer un vecteur de 10*n = 100 
etats distribues egalement sur I’intervalle d’ approximation [dmin, dmax]. 
En d’autres termes, cette routine sert a generer une grille d’ etats sur I’in- 
tervalle donne. 

5. funeval(c,fspace,d). Cette fonction sert a evaluer une fonction au meme 
titre que la fonction /unbas(/space,x). Ea syntaxe de cette fonction est 
donnee par : y=funeval(c,fspace,x). Par exemple, la comparaison de/unbas 
a/uneval pent s’effectuer comme suit. Pour evaluer une fonction f sur un 
intervalle donne [1,1], on doit d’abord definir la fonction f : 


function y=f(x,alpha) 

y=exp(-alpha*x); 


que I’on enregistre dans Matlab comme/m. Ensuite, on approxime cette fonction par 
une metbode, soit une Cbebycbev d’ordre 10: fspace=fundefn('cheb',10,-1,1). Par la 
suite, on effectue I’estimation pour un parametre donne : c=funfitf(fspace,'f', alpha) ; on 
definit la grille: x=nodeunif(100,-1,1); et enfin, on evalue la fonction sur cette grille: 
y=funeval(c,fspace,x). On pent egalement effectuer la meme operation en utilisant la 
fonction /unb as. En effet, il suffit de calculer : B=funbas(fspace,x) ; ensuite, on calcule 
y par: y = B*c. 
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6) funnode. La ronimef unnode, dont la syntaxe est : x=funnode(fspace), sert a calculer 
les noeuds standards servant a 1’ interpolation et a I’estimation de fonctions. Cette 
fonction retoume une matrice de dimension (1 x d) on un vecteur de dimension n si 
d = 1 associe a une fonction specifique. 

Le resultat de la programmation dynamique de Bellman pour le modele 
de pricing d’ actions en fonction d’un dividende stochastique est represente a la 
figure 9.1. 

Figure 9. 1 Evolution du prix en fonction du dividende 
en utilisant la fonction spline 



On constate que ce modele a dividende stochastique repond a nos attentes, 
a savoir que le prix de Faction est une fonction croissante du dividende. En effet, 
dans un modele standard du type Gordon-Shapiro, puisque le prix (p) est la somme 
actualisee des dividendes (d), une augmentation de d implique une hausse de p. Le 
modele stochastique que nous avons analyse n’est pas contradictoire avec F analyse 
classique meme s’il est augmente d’un processus de retour vers la moyenne pour le 
dividende. 
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Finalement, afin d’evaluer la qualite de 1’ approximation obtenue, il nous faut 
calculer I’ecart residuel qui devrait se situer pres de zero. Dans Matlab, il suffit d’entrer 
le code suivant pour obtenir la figure de cet ecart : 


» d=nodeunif(10*n,dmin,dmax); 

» p=funeval(c,fspace,d); 

» Eh=0; 

» m=3; 

» for k=1 :m 

dnext=dbar+gamma*(d-dbar)+e(k) ; 

b=diag(dnext.''(-beta))*(funeval(c,fspace,dnext)+dnext); 

Eh=Eh+delta*w(k)*h; 

End 

» resid=(d.''(-beta).*p)-Eb ; 

» plot(resid) 


Void r interpretation du programme, dnext est utilise pour generer le processus de 
retour vers la moyenne pour le dividende. h est defini comme suit : h = (dj^j“^)(p + d,^,) 
et Eh = 5E^[(d,^j '^Ifp + dj^J] , ce qui correspond au deuxieme membre de I’equation 
d’equilibre. Pour calculer I’erreur, il suffit de completer la verification de la condition 
d’equilibre, c’est-a-dire d^^^jp - Eh, qui devrait etre pres de zero. Ea figure 9.2 illustre 
ce calcul en fonction du dividende. 

Comme on pent le constater, 1’ ecart est tres faible. On en conclut done que la 
fonction spline performe bien dans cette situation. A remarquer que nous aurions pu 
utiliser 1’ approximation de Chebychev. Ees resultats obtenus de celle-ci sont simi- 
laires pour cette application, ce qui est rassurant, car elle nous conforte dans notre 
resultat. Mais comme nous I’avons mentionne plus haul, ces deux methodes ne sont 
pas toujours valables dans toutes les situations. Elies peuvent en effet donner des 
resultats bien differents. Elies ont leurs forces et leurs faiblesses. 
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Figure 9.2 Erreur ({’approximation en fonction du dividende 



Resume 

La programmation dynamique s’infiltre de plus en plus dans le domaine de la finance. 
A litre d’exemple, la construction de I’arbre binomial d’une option americaine est 
basee sur I’equation de Bellman, qui est la cle de voute de la programmation dyna- 
mique. En effet, a chaque noeud de I’arbre (etat de la nature), I’investisseur doit decider 
s’il exerce son option ou s’il poursuit, ce qui constitue essentiellement un probleme 
de programmation dynamique puisque I’investisseur doit determiner le temps d’arret 
optimal qui est represente par I’exercice de I’option. Apres avoir montre comment on 
peut resoudre des problemes d’ analyse dynamique a partir de I’equation de Bellman, 
nous presentons une application Matlab de valorisation du prix d’une action dont 
le dividende obeit a un processus de retour vers la moyenne. Cette application se 
fonde sur le modele de Miranda et Fackler (2002), que nous adaptons a la technique 
d’ approximation du spline. 
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CHAPITRE 


10 

LES CONTRATS ATERME 


Les marches a terme ont connu un developpement fulgurant depuis le milieu des 
annees 1970, alors meme que demarrait le marche des options. Certes, il existait des 
marches a terme sur les matieres premieres aux Etats-Unis depuis la deuxieme moitie 
du XIX® siecle et Ton recourait meme a de tels contrats sur une plus faihle echelle 
depuis I’Antiquite pour s’assurer des prix des matieres premieres, entre autres. II faut 
aussi mentionner que les hanques concluaient depuis deja tres longtemps des contrats 
a terme sur les devises pour les clients qui souhaitaient fixer a I’avance un taux de 
change futur, mais ces contrats n’etaient pas negociahles en Bourse. Ils etaient rediges 
selon les dispositions demandees par le client, et done «faits sur mesure' ». 

Une grande partie de ce chapitre consacre a la theorie financiere des contrats a 
terme concerne la determination des prix a terme et les operations de couverture qui 
peuvent etre effectuees a partir de ceux-ci. L’utilite des prix a terme comme outil de 
prevision est egalement ahordee. Finalement, nous passerons en revue les contrats a 
terme sur les indices hoursiers et les litres a revenus fixes qui exisfenf au Canada. 


1. Definition d'un contrat a terme 

Un confrat a ferme esf un vehicule financier qui promet de livrer son sous-jacenf, soif 
un insfrument financier ou un hien, a une date et a un prix determine a I’avance. 


1. 11 s’agissait done de eontrats a terme de gre a gre {forward contracts en anglais). 
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Figure 10.1 La creation d’un contrat a terme 


a) Le vendeuretl'acheteurs'entendentsur un prixde 50$ par baril de petrole livre en decembre 2006. 
La transaction comporte 1 000 barils. 

Promet de payer 50 000$ 

Acheteur 

► 

Vendeur 


Promet de livrer 1 000 barils 


b) La cbambre de compensation devient I'intermediaire dans le contrat 


Promet de payer 
50 000$ 
Acheteur 


Promet de livrer 
1 000 barils 


Promet de payer 
50 000$ 


Chambre 


► 

Vendeur 

■* 

Promet de livrer 
1 000 barils 


Supposons que le contrat a terme qui apparait a la figure 10.1^ a ete conclu en 
septembre 2006. Mais etablissons avant tout une distinction entre contrat au comptant^ 
et contrat a terme. Le contrat au comptant prevoit la livraison immediate du titre ou 
du bien sous-jacent alors qu’avec un contrat a terme, la livraison du bien, comme 
son nom I’indique, ne se fera que dans un certain laps de temps, soil dans trois mois 
pour le contrat de la figure 10.1. 

Le contrat a terme de la figure 10.1 promet la livraison de 1 000 barils de 
petrole dans trois mois au prix de 50$ le baril. A I’ecbeance du contrat, I’acheteur 
prendra livraison des barils de petrole et remettra au vendeur 50 000$. Le prix a 
terme du petrole, soil 50$, est done connu a I’avance. A I’ecbeance du contrat, soil 
en decembre 2006, 1’ acheteur paiera chaque baril de petrole 50$, ni plus ni moins, 
et cela en vertu de 1’ engagement pris par le vendeur en septembre 2006. L’ acheteur 
connait done le prix qu’il paiera pour chaque baril de petrole des septembre 2006, 
alors que la livraison ne se fera qu’en decembre de la meme annee. 

La deuxieme partie du contrat qui apparait a la figure 10.1, celle qui concerne 
les deux parties et la chambre de compensation, le rend negociable, e’est-a-dire qu’il 
peut etre vendu avant son echeance. Un intermediaire, soil une chambre de compensa- 
tion, s’interpose entre les deux parties et s’assure qu’elles respecteront leurs engage- 
ments. Les parties du contrat ne feront pas directement affaire entre elles : elles ne se 


2. Cette figure s’inspire d’un exemple apparaissant dans Alexander, Sharpe et Bailey (1993), p. 762. 

3. Suit un contrat spot en anglais. 
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connaissent pas et ne communiquent qu’avec la chambre de compensation pour tout 
ce qui se rapporte a leur contrat. Disons que le vendeur est le premier a manifester son 
desir de vendre 1 000 barils de petrole au prix a terme qui prevalait en septembre 2006 
pour livraison en decembre 2006, soit 50 $ le baril. C’est la cbambre de compensation 
qui se cbargera de trouver un acbeteur au vendeur. La relation entre les deux parties 
du contrat ne s’effectue done que par le biais de la cbambre de compensation. 


2. Les deux grandes categories de contrats a terme 

II existe deux grandes categories de contrats a terme : ceux qui sont negocies a la 
Bourse et ceux qui ne le sont pas. Nous designerons les premiers par contrats a terme 
boursiers (futures) et les seconds par contrats a terme de gre a gre (forward). Quand 
nous parlerons de contrats a terme sans les qualifier, il sera question de contrats a 
terme de gre a gre. 

Comme leur non I’indique, les contrats a terme boursiers sont negocies a la 
Bourse, qui devient la cbambre de compensation des contrats. A la Bourse, un contrat 
peut etre vendu en tout temps avant son ecbeance. Si un investisseur veut liquider un 
contrat qu’il a vendu et dont la date d’ ecbeance est juillet 2006, il n’a qu’a acbeter 
le contrat a terme qui ecboit durant le meme mois. Sa position est alors fermee du 
point de vue de la Bourse, et il n’a plus d’engagement envers celle-ci. 

La plupart des contrats a terme boursiers sont vendus avant leur ecbeance, 
e’est-a-dire qu’ils ne donnent pas lieu a la livraison de I’instrument sous-jacenL. 
Dans I’exemple de la figure 10.1, I’acheteur du contrat a terme petrolier echeant en 
decembre 2006 n’a qu’a vendre un contrat ecbeant a la meme date en tout temps avant 
la date d’ecbeance pour fermer sa position a la Bourse. Le reglement se fait alors en 
argent comptant et ne donne lieu a aucune livraison de petrole. Le contrat est tout 
simplement annule a la Bourse. 

Les contrats a terme de gre a gre sont conclus directement entre un agent 
et un intermediaire financier, une banque par exemple. Ces contrats ne comportent 
pas la deuxieme partie de la figure 10.1, qui a trait a 1’ interposition de la chambre 
de compensation entre les deux parties. Les parties, dont I’une est ici la banque et 
r autre peut-etre un particulier ou une entreprise^, transigent directement entre elles 


4. Pas plus de 2 % des contrats a terme donnent lieu a une livraison. Imaginez que vous ayez conclu 
des contrats a terme sur des milliers de barils de petrole de maniere a tirer parti de votre prevision 
optimiste du prix du petrole. Si vous ne vendez pas votre contrat avant son ecbeance, vous deviendrez 
alors proprietaire de milliers de barils de petrole. Cette situation serait a tout le moins genante, ne 
serait-ce que pour I’entreposage d’un si grand nombre de barils. Pour eviter de tels problemes, on 
ferme generalement son contrat avant son ecbeance a moins d’ avoir un besoin immediat et pressant 
du bien sous-jacent au contrat. 

5. Il peut meme s’agir d'une autre institution financiere. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


306 Finance computationnelle et gestion des risques 


dans un contrat a terme de gre a gre. Ces contrats sont rediges «sur mesure», en 
ce sens qu’ils traduisent expressement la volonte du client. L’exemple des contrats 
a terme de gre a gre sur devises vient immediatement a I’esprit. Supposons qu’un 
investisseur canadien veuille acheter des bons du Tresor americains a trois mois sans 
courir de risques relies au change. II conclut done avec sa banque un contrat a terme 
de gre a gre lui precisant le taux de change du dollar canadien a I’echeance des bons 
du Tresor americains. L’ investisseur canadien connait done a Tavance le nombre de 
dollars canadiens qu’il recevra, a Techeance de ses bons du Tresor americains, contre 
la valeur nominale de ces derniers. II est alors convert contre les risques relies aux 
variations du taux de change. 

A Toppose des contrats a terme de gre a gre, les contrats a terme boursiers ne 
sont pas des contrats sur mesure : ils sont tres standardises. Ils permettent de livrer 
des matieres premieres ou des instruments financiers aux caracteristiques bien defi- 
nies qui, la plupart du temps, n’ont aucun rapport avec les besoins des acheteurs des 
contrats ou les disponibilites des vendeurs, ou qui n’existent meme pas. Par exemple, 
les contrats petroliers concernent la livraison de petrole aux caracteristiques bien 
definies au plan de la temperature, de la qualite, etc. Les contrats boursiers sur les 
obligations specifient certaines echeances et certains coupons. 


3. La valorisation des contrats a terme de gre a gre 

SUR INSTRUMENTS FINANCIERS® 

Nous pouvons introduire la valeur d’un contrat a terme en imaginant une option 
d’achat tres en jeu dont la valeur du sous-jacent, ici une action, excede sensiblement 
le prix d’exercice. Le payojf de cede option a Techeance est de : 

c^={s^-xy 

Mais comme il est certain que cede option sera exercee, son payojf a. Techeance est 


Au temps 0, cede option vaut : 


F„‘;^-vp(x) 


6. Pour rediger cette section, nous nous inspirons surtout de : R.L. McDonald (2003), Derivatives 
Markets, Addison Wesley, Boston. 

7. Le payojf la valeur d’une position a un moment donne. Le terme renvoie souvent implicitement 

a la valeur de cette position a Techeance. A litre d’exemple, pour une option d’achat, le payoff sst 
(Sj - X)'*'. Pour un contrat a terme prepaye, le payoff est de : S.j. - .j. . 
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oil est la valeur d’un contrat a terme paye a I’avance et X, le prix d’exercice 
de r option. 

Une option d’ achat tres en jeu equivaut done a un contrat a terme prepaye, 
Comme son nom I’indique, dans un tel contrat, le paiement du contrat s’effectue 
aujourd’hui mais la livraison du sous-jacent n’a lieu que plus tard. 

Mais quel est le prix d’un contrat a terme prepaye, designe ici par ? 
McDonald* allegue qu’il y a essentiellement trois famous de determiner ce prix : /j de 
fagon intuitive; ii) par la methode de la valeur presente; Hi) par arbitrage. 

Supposons que le contrat a terme, un contrat a trois mois, disons, soit ecrit 
sur une action qui ne verse pas de dividendes. Le prix actuel de cette action est de 
Sq. Quel est le prix d’un contrat prepaye sur cette action? Que I’on re^oive Faction 
maintenant ou dans trois mois n’importe pas en I’absence de dividendes. En tout etat 
de cause, on sera proprietaire de Faction dans trois mois. est done egal a Sg, soit 
le prix actuel de Faction. C’est la Fapproche intuitive a la valorisation du contrat a 
terme prepaye. 

Essayons maintenant de refaire le meme exercice, mais cette fois-ci en termes 
d’esperance. Ee taux de rendement espere de Faction est p,. Ee flux monetaire du 
contrat est de S.j. a Fecheance. Dans le monde reel (et non neutre au risque), le prix 
du contrat a terme prepaye est de : 

Fg';, = Eg(S,)e-^" 

E’actualisation s’effectue ici au taux de rendement espere de Faction, un taux ajuste 
en fonction du risque de Faction puisqu’on effectue les calculs dans le monde reel 
et non au taux sans risque, comme ce serait le cas dans le monde neutre au risque. 
E’esperance de est par ailleurs de : 

Eg(S,)=S„e^" 

En substituant cette expression dans Fequation de , on obtient: 

pP _ c pJiTp-rT _ c p(r-n)T _ o 

soit le meme resultat que celui obtenu avec Fapproche intuitive. 

Examinons maintenant Fapproche par arbitrage. II y a arbitrage s’il y a repas 
gratuit, e’est-a-dire si Fon pent degager des flux monetaires positifs sans mise de 
fonds et sans risque. Supposons que le prix a terme du contrat prepaye soit supe- 


8. Voir McDonald (2003), chapitre 5. 
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rieur au prix de Taction, c’est-a-dire que > Sq. L’ operation logique est d’acheter 
Taction et de vendre le contrat a terme. Le tableau 10.1 resume les flux monetaires 
d’une telle operation. 


Tableau 10.1 Flux monetaires d’une operation d’arbitrage: 

achat de Faction et vente simultanee du contrat a terme 



Temps 0 

Temps T (echeance) 

Achat de faction au temps 0 

-s„ 


Vente du contrat a terme 


-St 

Total 

+ Fo,t “ Sq 

0 


Au temps 0, on constate au tableau 10.1 que T achat de Taction donne lieu a un flux 
monetaire negatif de Sg et que la vente du contrat a terme entraine un flux monetaire 
positif de Fg'’.j . Le flux monetaire net d’une telle operation est done de Fj’.p- Sg, soit 
un flux positif par hypothese. A Techeance du contrat, Tarbitragiste revend son action, 
qui vaut alors S.J.. II s’ensuit un flux monetaire positif du meme montant. II ferme 
sa position dans le contrat a terme en le rachetant. Comme ce contrat vaut alors la 
valeur du sous-jacent a ce moment-la, la valeur d’un contrat a terme convergeant vers 
la valeur du sous-jacent a Techeance, il s’ensuit un flux monetaire negatif de S^. Par 
consequent, le flux net a Techeance est nul. 

On est dans ce cas en presence d’une operation d’arbitrage. II y a flux net 
positif au temps 0 et flux nul au temps T. On realise done un gain sans mise de fonds, 
une situation intenable a Tequilibre. On montre qu’il y a egalement arbitrage pour 
Tinegalite inverse, c’est-a-dire quand Fg'’.j < Sg et on en conclut qu’a Tequilibre, une 
situation caracterisee par Tabsence d’arbitrage, on doit verifier: Fg'’.j. = Sg . 

Quel sera le prix du contrat a terme prepaye si Taction sous-jacente verse un 
dividende fixe durant la duree du contrat? Comme le prix de Taction baissera du 
montant du dividende le jour ex-dividendes, le prix du contrat a terme doit etre diminue 
de la valeur presente de ce dividende, car le detenteur du contrat a terme subira une 
perte a la date ex-dividendes et il doit done prendre cette perte en compte lors du 
calcul de la valeur du contrat. Le prix du contrat a terme prepaye est alors de : 

Fo% = So-VP(D) 

oil VP(D) est la valeur presente du dividende. 
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Supposons maintenant que le taux du dividende soil verse sur une base 
journaliere. Le taux annuel du dividende compose de fagon journaliere est de 8. Le 
dividende quotidien est done : 

5 

Dividende quotidien = x Sq 

365 

Si on reinvestit le dividende en action sur une base journaliere et qu’on acbete une 
action au temps 0, on aura le nombre d’ actions suivant au temps T : 


Nombre d’actions = 



= e 


8T 


Pour avoir une action au temps T, il faut done acbeter e^*^ action au temps 0. On aura 
alors au temps T : e“®^ x e®’^ = e^^ = 1 . Puisque I’investissement de donne 

une action au temps T, le prix d’un contrat a terme prepaye dont le sous-jacent verse 
un taux de dividende continu 5 est done : 


La valeur de ce contrat sera de a I’ecbeance, soit le prix de Paction a ce moment- 
la, et le payoff de I’acbeteur sera de . 

Supposons que le taux annuel continu du dividende d’une action qui vaut 
aujourd’bui 100$ soit de 2%. Si on acbete une action au debut de I’annee, on aura 
e0,02 action a la fin de I’annee, soit 1,02 action. Par consequent, le contrat a terme 
prepaye d’un an sur cette action vaut aujourd’bui : 100 x e”®®^ = 98 $. 

Toumons-nous maintenant vers les contrats a terme non prepayes, e’est-a-dire 
ceux qui ne donnent pas lieu a un debourse monetaire au temps 0. Le contrat sera 
paye au moment de son execution. 

Considerons en premier lieu un contrat a terme ecrit sur une action qui ne paie 
pas de dividendes. II apparait alors raisonnable de penser que la valeur d’un tel contrat 
est la valeur future du contrat prepaye correspondant, e’est-a-dire : 

F - S 

oil r est le taux sans risque. 

A I’ecbeance de ce contrat, son payoff esi de : 


Payoff = St - Soe^’’ 


C’est-a-dire que le detenteur du contrat enregistre un gain si le prix de Paction au 
temps T est superieur au cout du contrat et essuie une perte dans le cas inverse. Pour 
Pacbeteur du contrat, nous montrons au tableau 10.2 qu’un tel contrat equivaut, en 
termes de payoff, a la detention du sous-jacent accompagnee d’un emprunt: 


Contrat a terme = Sous-jacent -i- Emprunt 
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Tableau 10.2 Payoffs associes a Tachat d’une action 
accompagne d’un emprunt 



Temps 0 

Temps T (echeance) 

Achat de Taction au temps 0 

-s„ 

+S, 

Emprunt 

+ So 


Total 

0 

St-V" 


Le faiseur de marche qui a vendu un tel contrat est a decouvert dans ce contrat. Son 
flux monetaire a I’echeance est done de : - S.j. . Ce flux est incertain puisque 

est une variable aleatoire. 

Le faiseur de marche n’est pas un speculateur. Son but est de retirer des commis- 
sions et I’ecart entre le prix de vente et le prix d’ achat du contrat^. 11 va done couvrir sa 
position en creant un contrat a terme synthetique comme celui qui apparait au tableau 
10.2. L’ operation de couverture qu’il effectue se retrouve au tableau 10.3. 


Tableau 10.3 Operation de couverture par le faiseur de marche 



Temps 0 

Temps 1 

Position a decouvert dans le contrat a terme 

0 

Fo,t-St 

Vente de Taction 

-So 

+s. 

Emprunt 

+S„ 

-S„e'^ 

Total 

0 

Fo,t- Soe^^=0 


Comme Tindique le tableau 10.3, pour couvrir sa position a decouvert dans le contrat 
a terme qui apparait a la premiere ligne, le faiseur de marche cree une position en 
compte (longue) dans le contrat a terme synthetique equivalent. Comme on pent le 
constater sur ce tableau, il est alors parfaitement couvert. On designe une telle opera- 
tion de couverture par cash-and-carry arbitrage, en anglais. 

On pent creer d’autres contrats synthetiques en utilisant la relation qui lie le 
contrat a terme a son sous-jacent, e’est-a-dire : 

Contrat a terme = Action -(- Emprunt 


9. Soil le bid-ask spread en anglais. 
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Cette relation pent etre reecrite comme suit : 

Action = Contrat a terme + Pret 

On pent done creer une action en combinant un contrat a terme avec un pret. Cette 
relation est demontree an tableau 10.4. 


Tableau 10.4 Creation d’une action synthetique 

a partir d’un contrat a terme et d’un pret 



Temps 0 

Temps T (echeance) 

Achat du contrat a terme 

0 

■rST - SOerT 

Pret 

-SO 

-rS„e'T 

Total 

-SO 

St 


Comme cela est indique an tableau 10.4, Tacbat du contrat a terme se traduit par un 
payoff mx\ an temps 0 et par un payoff Ae S.f - Sge'^ an temps T. Par ailleurs, on prete 
un montant egal an prix de Paction an temps 0 qui se traduit par un payoff Ae SqC'^ 
an temps T. An total, les payoffs sont respectivement de -Sq et de aux temps 0 et 
T, qui correspondent bien a ceux d’une action. 

On pent egalement concocter une obligation syntbetique, toujours en utilisant 
la relation entre le contrat a terme et son sous-jacent. On a : 

Obligation (on pret) = Action - Contrat a terme 

Le tableau 10.5 montre que les payoffs des deux membres de Pequation sont 
identiques. 


Tableau 10.5 Creation d’une obligation en combinant 
une action avec une position a decouvert 
dans le contrat a terme correspondant 



Temps 0 

Temps T (echeance) 

Position a decouvert dans le contrat a terme 

0 

SOerT - ST 

Achat d'une action 

-SO 

+ St 

Total 

-SO 

+S„e'" 


Dans le tableau 10.5, le montant prete est de Sq. II rapporte S^e'^ a I’ecbeance. Ce sont 
bien la les payoffs d’une obligation a coupon 0 on d’un pret. Le taux de rendement 
d’une obligation syntbetique, ici egal a r, est appele «taux repo implicite‘'’». 


10. Soil implied repo rate, en anglais. 
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On pent transposer les relations qui viennent d’etre exposees an contrat a 
terme qui n’est pas prepaye et dont le sous-jacent verse un dividende en se souvenant 
que : 


= S^e 


6T 


Le prix d’un tel contrat a terme est done : 


pQ.T ^0® 


(r-8)T 


Et son payojfa I’echeance : 


Payoff = 


4. Prix du contrat a terme financier 

ET PREVISION DU PRIX DU SOUS-JACENT 

Rappelons la relation entre le prix a terme et le prix an comptant du sous-jacent 
lorsque ce dernier ne paie pas de dividende : 


Cette relation demontre que le prix a terme ne donne aucune information additionnelle 
sur le prix qui prevaudra a I’echeance du contrat, soit S^, que le prix an comptant lui- 
meme, puisque r est connu. En fait, il existe une relation mecanique dite d’arbitrage 
entre le prix an comptant et a terme. Cette relation ne renseigne pas sur le prix futur 
de Faction. 

En fait, la prevision du prix de Faction an temps T est donnee par Fesperance 
de S.p. Cette prevision est egale a : 

Eo(S,)=Soe-^" 

oil p. est le rendement espere de Faction. E’erreur de prevision inherente an prix a 
terme est de : 

E„(S,)-F„^ = S„e^"-Soe’^ 

Puisque p, > r, p, comportant une prime de risque, le prix a terme sous-estime le prix 
prevu de Faction. Pour faire apparaitre cette prime de risque, qui est egale a (p, - r), 
on pent reecrire cette demiere equation comme suit pour T = 1 : 

E„(S,) = S„e’(e^-’-l) 
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C’est done la prime de risque qui cree un ecart entre I’esperance du prix de I’action 
et son prix a terme. Si cette prime de risque est nulle, e’est-a-dire si p, = r, le prix 
a terme est alors un estimateur non biaise du prix futur de Taction. Mais comme 
Taction comporte une prime de risque, le prix a terme sous-estime le prix de son 
sous-jacent. 


5. Contrats a terme et ratio de couverture 

Dans cette section, nous calculerons d’abord un ratio de couverture avec contrats a 
terme de la fa^on la plus simple qui soit. Puis nous en deriverons un autre base sur 
la minimisation de la variance de la position. Enfin, nous verrons comment on peut 
prendre en compte le rendement espere sur le contrat a terme lors du calcul d’un 
ratio de couverture. 

Designons par S le prix au comptant et par F le prix a terme. Par ailleurs, NS 
designe le nombre de contrats au comptant et NF, le nombre de contrats a terme. 
Supposons que le prix au comptant enregistre une variation egale a AS et que le 
prix a terme enregistre dans le meme temps une variation egale a AF. Fa variation 
dans la position au comptant qui en resulte est done egale a : AS x NS et la variation 
correspondante de la position a terme sera de : AF x NF. 

Pour que la couverture soit parfaite, il faut que la variation de la position au 
comptant soit egale a celle de la position a terme en valeur absolue", e’est-a-dire : 

NF = NS X — 

AF 

Fe nombre de contrats necessaire pour assurer une couverture parfaite depend 
done de la volatilite relative du prix au comptant en regard de celle du prix a terme 
qui, dans Tequation precedente, est mesuree par le rapport des variations du prix au 
comptant et du prix a terme, ou ratio de couverture. 

Ce resultat nous indique que, plus le prix de Tinstrument au comptant est volatil 
par rapport a celui de Tinstrument a terme, plus le nombre de contrats a terme qu’un 
individu devra utiliser pour couvrir sa position au comptant sera eleve. Etant donne 
que le prix a terme varie moins que le prix au comptant, T individu devra acbeter un 
plus grand nombre de contrats a terme pour pallier la moins grande volatilite du prix 
a terme. F’acbat d’un nombre superieur de contrats a terme constitue en quelque sorte 
un levier servant a accroitre la variation de la position a terme. 


11. Comme on pouvait s’y attendre, ces variations sont opposees en valeur relative puisque, selon le 
principe meme de la couverture, ce qui est perdu sur le marche au comptant doit etre recupere sur 
le marche a terme. 
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Pour evaluer la volatilite relative des prix au comptant et a terme dans le cadre 
de ce premier modele, il faut regresser S sur F, c’est-a-dire : 

Sj = /V + yF, + £( 


Si S et F sont des variables cointegrees, ce qui devrait etre le cas, on pent recourir aux 
moindres carres ordinaires pour estimer les parametres de cette equation. La valeur 


estimee de 7 est alors de : y 


cov(S,F) 



Selon ce resultat, pour couvrir un 


contrat au comptant, il faut recourir a y contrat a terme. Par exemple, si y = 0,5, il 
faut alors 0,5 contrat a terme pour couvrir un contrat au comptant puisque S n’aug- 
mente que de 0,50$ quand F augmente de 1 $. Il faut done moins de contrats a terme 
que de contrats au comptant pour apparier les positions au comptant et a terme. Par 
exemple, supposons que la correlation entre S et F soit de 1 dans le cas qui precede. 
Il s’ensuit que le prix au comptant est moins volatil que le prix a terme puisque y < 
1 . Il faut done moins de contrats a terme que de contrats au comptant pour couvrir 
ladite position. 


Il y a une autre fagon d’arriver au meme resultat. Supposons qu’un inves- 
tisseur detienne une action et desire determiner le ratio optimal de couverture. Son 
portefeuille II est alors le suivant : 


n = S + hF 


oil S est le prix d’une action, F, le prix d’un contrat a terme et h, le ratio optimal 
de couverture. Le ratio optimal de couverture est celui qui minimise la variance du 
portefeuille. Celle-ci est egale a : 

= Og + h^ap + 2hcov(S,F) = cl + h^ap + 2hpagap 


Pour minimiser la variance du portefeuille par rapport a h, il suffit d’annuler sa derivee 
premiere par rapport a h. On obtient : 

d(y n 9 

— ^ = 2hap + 2pagap = 0 

3h 

En mettant b en evidence, on trouve le ratio optimal de couverture b* : 


h* = 



soit le meme resultat qu’auparavant. Le signe negatif dans cette expression indique que, 
pour des fins de couverture, on doit detenir une position a decouvert (short) a terme 
puisque Ton detient au comptant une position en compte (long), soit une action. 
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Pour certains, le portefeuille de couverture doit etre exprime en variation avant 
de calculer le ratio de couverture. La valeur de la variation du portefeuille est de : 

An = AS + hAF 

Le ratio optimal de couverture est celui qui minimise la variance de la variation du 
portefeuille. Selon cette approche, le ratio optimal de couverture est de : 



oil la correlation est cette fois-ci definie en termes des variations de F et de S et non 
en termes des niveaux. 

On pourrait aussi definir le portefeuille en termes de rendement avant de 
calculer le ratio de couverture. Kolb (1997) note qu’il y a beaucoup de controverse 
concemant F expression des variables S et F dans le calcul du ratio de couverture. 
Cet auteur recommande cependant d’utiliser les variables S et F en variations ou en 
pourcentages et non en niveaux. Cette recommandation semble raisonnable puisque les 
variables S et F sont non stationnaires. Elies sont cependant cointegrees, ce qui peut 
justifier la nuance que Kolb apporte a sa recommandation, a savoir que I’on pourra 
utiliser les variables en niveau si les prix sont relativement stables lors de la periode 
d’estimation. Si les prix sont par ailleurs instables, allegue-t-il, il vaut mieux alors 
utiliser les variables S et F en variations pour calculer le ratio de couverture. 

Nous recourons au contrat a terme BAX de la Bourse de Montreal pour illustrer 
ces formules de calcul du ratio de couverture. Ce contrat de trois mois est ecrit sur 
une acceptation bancaire, qui est un titre a court terme emis par une entreprise et qui 
est garanti par une banque. Nous disposons d’une serie journaliere des prix a terme 
et au comptant de ce contrat et de son sous-jacent pour la periode de 3 ans s’etirant 
de Janvier 1997 a decembre 1999. 

Calculons d’abord le ratio de couverture a partir des variables S et F expri- 
mees en niveaux. Pour calculer ce ratio, nous regressons S sur F par la technique des 
moindres carres ordinaires. Nous obtenons le resultat suivant: 

S= 3,82 + 0,96F 

Le R^de la regression se situe a 0,99, ce qui signifie que presque toute la variance de 
S est expliquee par F. A 1,82, la statistique Durbin-Watson ne signale pas la presence 
d’ autocorrelation. Le ratio de couverture est de 0,96 et s’avere bautement significatif 
puisque la statistique t qui lui est associee est egale a 195,6. Selon cette mesure, il 
faut vendre 0,96 contrat a terme pour couvrir un contrat detenu au comptant. 

Calculons maintenant le ratio de couverture en recourant aux variations de S 
et de F. Le resultat de la regression est le suivant : 

AS = -0,001 + 0, 35 AF 
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Le est beaucoup plus faible dans ce cas puisqu’il s’etablit a 0,28. Le ratio de 
couverture est egalement moins significatif puisque sa statistique t est de 9,96. II ne 
faut maintenant plus vendre que 0,35 contrat a terme pour couvrir la detention d’un 
contrat au comptant. Les deux variables de prix sont done beaucoup plus reliees 
entre elles lorsqu’elles sont exprimees en niveaux que lorsqu’elles sont calculees en 
variations. 

Nous examinons maintenant de plus pres les series S et F, qui representent ici 
respectivement les prix a terme et au comptant du contrat BAX. Lorsqu’on analyse 
des series temporelles, il faut d’abord se demander si elles sont stationnaires. Une 
serie est stationnaire si sa moyenne et sa variance sont fixes dans le temps et que les 
covariances entre les decalages de cette serie ne dependent que des intervalles de 
temps. A la figure 10.2, on pent suivre revolution joumaliere des prix au comptant 
et a terme du contrat BAX sur une periode s’etirant de 1997 a 1999. A I’evidence, 
ces series sont non stationnaires puisqu’elles font montre d’une nette tendance a la 
baisse. Leur moyenne n’est done pas fixe dans le temps, ce qui va a I’encontre de la 
premiere condition de stationnarite'^. 

II faut ensuite se demander si les deux series sont cointegrees. Le concept 
de cointegration est Fun des plus importants en econometrie financiere et est du 
a Granger (1983). Pour introduire ce concept, supposons la regression suivante en 
moindres carres ordinaires : 

Sj = oc + [3 Fj + 

Nous savons que les variables S et F sont non stationnaires en ce qui concerne 
le contrat BAX. Mais supposons que les residus de cette regression soient station- 
naires. On dit alors que que les deux variables S; et F, sont cointegrees. En effet la 
combinaison lineaire suivante des deux variables : S, - (3F, est stationnaire. Le vecteur 
de cointegration est alors de: [1,-|3]. 

Pour verifier si deux variables sont cointegrees, il suffit d’effectuer la regression 
suivante a partir des residus de la regression precedente : 

AEj = ttj + 

avec Ae, = £; - e,_i . Cette equation revient a estimer un processus stoebastique de 
retour vers la moyenne. Si dj est negatif et fortement significatif, cela indique que 
les variables S et F sont cointegrees'^. En effet, il existe alors une relation d’equilibre 
au niveau des termes d’erreur qui les ramene constamment vers leur niveau moyen. 
Le terme d’erreur est alors une serie stationnaire et les variables S et E sont dites 
cointegrees. 


12. On pent effectuer un test Dickey-Fuller pour savoir si une s&ie est stationnaire. 

13. Une fafon plus scientifique de proceder est de faire subir le test de Johansen aux deux variables que 
I’on veut soumettre au test de cointegration. 
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Figure 10.2 Evolution des prix journaliers au comptant 
et a terme du contrat BAX : 1997-1999 


F S 




Comment estimer la relation entre deux variables cointegrees ? Engle et Granger 
(1987) ont demontre que toutes les series cointegrees peuvent etre representees par 
un modele de correction d’erreur (ECM''^). C’est la le theoreme de representation de 
Granger. Ees series cointegrees sont en effet liees par une relation d’equilibre de long 
terme, mais a court terme, on peut observer des deviations de cede relation d’equilibre. 
Dans notre cas de contrats BAX, une relation d’ arbitrage relie les contrats au comptant 
et a terme. C’est la la relation d’equilibre entre S et E. Mais a court terme, pour toutes 
sortes de raisons, on peut observer des deviations de cede relation d’equilibre. 

Un modele ECM entre les deux series cointegrees y et x peut etre repre- 
sente comme suit. Supposons que la relation a long terme suivante relie ces deux 
variables : 

y. = Px, 

Mais a court terme, on peut observer des deviations de cede relation. Ee modele ECM 
represente comme suit la relation dynamique entre y et x : 

Ay, = pjAx,+p 2 (y,_,-px,_j) 

Ee coefficient P^ mesure la vitesse du retour vers I’equilibre de long terme 
qui caracterise les deux variables y et x. Si ces deux variables sont cointegrees, Pj 
sera negatif et significatif. Par ailleurs, le premier terme du modele ECM, soit PjAx,, 
mesure les deviations a court terme de la relation d’equilibre a long terme. 


14. Soit I’acronyme d’ Error Correction Model. Pour plus de details a ce sujet, voir Bourbonnais 
( 2000 ). 
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Comment estimer un modele ECM? On estime d’abord la relation de long 
terme par la methode des moindres carres ordinaires, soil : 

y, = d + (3x, + £( 

Puis on estime la relation dynamique de court terme en faisant appel aux residus de 
la premiere regression : 

Ay, = d|Ax, + djE,^! + p, 

Appliquons cette procedure au contrat BAX. La relation a long terme a deja 
ete estimee pour calculer le ratio de couverture. Rappelons-la : 

S= 3,82+0,96F 

(7,84) (195,6) 

avec entre parentheses les statistiques t des coefficients estimes. Pour cette equation, 
nous trouvons un de 0,99 et une statistique DW de 1,82. L’estimation du modele 
ECM a pour sa part donne le resultat suivant : 

AS = 0,48AF-0,68e, , 

(18.3) (-15,5) 

Le R^ de cette regression est de 0,63 et la statisitique Durbin-Watson, de 1,64. Le 
coefficient de retour vers la moyenne, negatif comme il se doit pour des variables 
cointegrees, est fortement significatif. 

Nous savons que les series representees par les prix au comptant et a terme 
du contrat BAX sont non stationnaires. Or, selon la theorie econometrique, regresser 
entre elles des variables non stationnaires peut donner lieu a des resultats fallacieux. 
II faut d’abord rendre ces variables stationnaires avant d’envisager toute regression. 
Pour ce faire, on les exprime habituellement en premieres differences, les variables 
economiques et financieres etant habituellement integrees d’ordre 1'^. On peut alors 
proceder a la regression par les moindres carres ordinaires. Par consequent, pour 
calculer le ratio de couverture associe aux contrats BAX, on devrait en premier lieu 
differencier les prix au comptant et a terme. Mais, dans la pratique, on procede souvent 
en niveaux. Nous avons presente anterieurement ces deux regressions. 


15. Ce que Ton note 1(1). Si elles ne sont pas 1(1), on doit passer aux secondes differences, et ainsi de 
suite, jusqu'a ce qu’elles soient stationnaires. 
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Tel qu’il vient d’etre presente, le ratio de couverture ne prend en compte que 
la variance du portefeuille convert. II n’est done pas generalement compatible avec 
Tapproche moyenne -variance, car il neglige Tesperance du rendement du portefeuille 
convert. Hsin et (1994) derivent le ratio optimal de couverture associe a la fonc- 
tion d’utilite suivante : 


max[E(Rj-0,5Aa^] 

on A est le parametre d’ aversion an risque, E(R|,), Tesperance de rendement du porte- 
feuille convert, soit: E(rJ + 1iE(Rj) , et h < 0. En substituant les valeurs correspon- 
dantes de E(R|^) et de dans cette fonction, on trouve : 


E(Rj-i-hE(Rf)-0,5A[as-i-h"ap-i-2hpasap] 

Pour maximiser cette fonction par rapport a b, on egale sa derivee premiere 
par rapport aba zero. On obtient : 

E(Rj)- AhOp - ApagOp = 0 


En mettant b en evidence, on trouve le ratio optimal de couverture : 


h* = 


E(Rf) 


Aa^ 


' F ^ F 

En valeur absolue, le ratio optimal de couverture est de : 

I I ct, E(Rf) 
h* =p^-— 

AOp 


Ee premier terme de ce ratio est celui qui decoule de la simple minimisation de la 
variance du portefeuille convert. Eorsqu’on introduit Tanalyse moyenne-variance, un 


terme nouveau apparait dans le ratio de couverture, soit : 


E(Rf) 

AOp 


. Ce terme s’annule 


si E(Rf) est nul ou si A ^ et Ton se ramene alors au cas de la simple minimisation 
de la variance. Analysons ces deux conditions de plus pres. 


Si E(Rf) est nul, cela signifie que : E, (F,pj |Q, ) = F, , oil E est le prix du contrat 
a terme et flj, Tensemble d’ informations disponibles au temps t. Cela signifie que E 
suit alors un processus de martingale. On pent alors s’en tenir a une simple minimi- 
sation de la variance du portefeuille couvert pour fixer le ratio de couverture, puisque 
Tesperance du rendement du contrat a terme est nulle. Par ailleurs, si A ^ , cela 


16. Pour une etude documentaire ayant trait aux ratios de couverture par les contrats a terme, on 
consultera: S.-S. Chen, C.-F. Lee et K. Shrestha (2003), « Futures Fledge Ratios: A Review », The 
Quarterly Review of Economics and Finance, vol. 43, p. 433-465. 
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signifie que I’investisseur eprouve une aversion infinie pour le risque. Dans ce cas 
aussi I’investisseur pourra s’en tenir a une simple minimisation de la variance du 
portefeuille convert pour determiner son ratio optimal de couverture. 

Mais si E(Rj) > 0 et que A < , I’investisseur effectuera alors un arbitrage 

rendement-risque pour etablir son ratio optimal de couverture. Selon la formule du 

I I ct. E(Rj) 

ratio optimal en valeur absolue, soil: h* =p— ^ le ratio de couverture 

ap AOp 

sera d’autant plus faible que E(Rj) est important. Cela se comprend facilement, car 
I’investisseur sacrifie alors de plus en plus de rendement en se couvrant, c’est-a-dire 
en adoptant une position a decouvert sur les contrats a terme. Par ailleurs, selon cette 
formule, plus la variance du prix du contrat a terme est importante, plus b sera impor- 
tant. Cela decoule de 1’ arbitrage traditionnel entre le rendement et le risque. 


6. Les arbitragistes en couverture (hedgers)'^ 

Les prix a terme ont tendance a evoluer dans la meme direction que les prix au comp- 
tant. Par consequent, celui qui veut couvrir une position au comptant, par exemple la 
detention d’un portefeuille, doit prendre une position opposee sur le marcbe a terme, 
c’est-a-dire qu’il doit vendre des contrats. En anglais, on dit qu’il est long sur le 
marcbe au comptant et short sur le marcbe a terme. 

Dans cette section, nous examinons les couvertures par anticipation, c’est-a-dire 
les couvertures definies en fonction d’une transaction qu’on a I’intention de faire dans 
I’avenir. Par exemple, supposons qu’un producteur de farine a I’intention d’acbeter 
du ble dans trois mois, mais qu’il prevoit une bausse du prix du ble entre-temps. 
Pour se couvrir contre cette bausse, il acbete d’ores et deja du ble sur le marcbe a 
terme. II effectue done par anticipation la transaction au comptant qu’il a 1’ intention 
d’effectuer dans trois mois. C’est bien la I’essence d’une couverture par anticipation : 
effectuer sur le marcbe a terme la transaction qu’on a 1’ intention d’effectuer plus tard 
au comptant. 

Pour illustrer une telle couverture, nous recourons a la figure 10.3, qui repre- 
sente un marcbe a terme baussier. Le producteur de farine acbete sur le marcbe a 
terme son ble au temps 0 meme s’il n’en a besoin qu’au temps T. II paie alors Eq sur 
le marcbe a terme pour son contrat de ble. A quel niveau stabilise-t-il son cotit de 
ble pour la date T, alors qu’il en aura besoin pour produire sa farine ? A Eq, puisqu’il 
detient son contrat a terme jusqu’a I’ecbeance. 


17. Les ai'bitragistes en couverture sont les agents qui veulent couvrir leur position actuelle ou prevue 
contre le risque. Par ailleurs, pour rediger cette section, nous nous sommes inspires de Vander Weide 
et Maier (1995), chap. 12. 
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Figure 10.3 Marche a terme haussier 



En effet, a la date d’echeance du contrat, toujours selon la figure 10.3, la facture 
de ble s’elevera a Sj sur le marche au comptant, qui est aussi egale a F.j. suivant le 
principe de la convergence du prix a terme et du prix au comptant a I’echeance d’un 
contrat a terme. Le profit qu’il realise sur le marche a terme est alors de (F^- Fq). 
Mais comme le prix de la farine est egal a F^ (= Sj) a I’echeance du contrat a terme, 
le prix net qu’il paie pour le ble est egal a : 

Prix net = F^ - (F.p - Fq) = Fq 

Le prix net est done le prix a terme auquel il a paye le ble lorsqu’il a achete 
son contrat a terme de ble trois mois auparavant. Si le producteur de farine detient son 
contrat a terme de ble jusqu’a son echeance, il connait done a I’avance le prix qu’il 
paiera pour le ble, soit Fq, le prix qui prevalait sur le marche a terme du ble au moment 
oil il a achete son contrat. C’est ce que nous entendions lorsque que nous posions 
que le contrat a terme promettait de livrer un bien a un prix determine a I’avance. 
Certes, pour un contrat a terme boursier, le phenomene de la marge, en vertu duquel 
le contrat a terme est renegocie chaque jour, peut gener une telle definition. Mais si 
I’acheteur d’un contrat a terme le detient jusqu’a son echeance, il est alors assure de 
payer 1’ instrument au comptant au prix auquel il a paye initialement son contrat a 
terme, et cela independamment de revolution future des prix au comptant et a terme. 
Cette assurance decoule du principe de la convergence a 1’ echeance du contrat entre 
les prix au comptant et a terme d’un instrument. Par ailleurs, si notre individu ne 
detient pas son contrat a terme jusqu’a son echeance, il n’est pas du tout assure du 
prix qu’il paiera pour 1’ instrument au comptant lorsqu’il revendra son contrat. 

L’ achat d’un contrat a terme revient done a supprimer le fosse qui separe le 
present de I’avenir. Il permet de reduire I’incertitude de I’avenir ou de reporter tout 
simplement le present dans I’avenir. En achetant un contrat a terme de ble et en le 
detenant jusqu’a son echeance, le producteur de farine est assure du prix au comp- 
tant qu’il paiera pour son ble a 1’ echeance de son contrat a terme, soit Fq, le prix qui 
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prevalait sur le marche a terme a 1’ achat de son contrat. Le cout futur de son ble est 
done connu a I’avance. En achetant son contrat a terme de ble, le producteur de farine 
a defence I’ecran qui separe I’avenir du present ! 

Figure 10.4 Marche a terme baissier 



Mais qu’advient-il si, contrairement aux attentes de notre producteur de farine, 
le prix du ble baisse an lieu de monter entre la date de 1’ achat du contrat a terme et la 
date de son echeance ? Une telle situation est illustree a la figure 10.4. Ce producteur 
paie alors son ble au prix Sj a I’echeance de son contrat a terme, prix egal a F.p en 
vertu du principe de la convergence. Mais il subit une perte egale a (Fq - Fj) sur le 
marche a terme. Cette perte rehausse le prix qu’il paie pour son ble. C’est-a-dire que 
le prix net qu’il paie pour le contrat de ble est le suivant : 

Prix net = Fj + (Fq - Fj) = Fq 

II paie done le meme prix que dans le cas precedent. Evidemment, si le 
producteur de farine avail connu a I’avance revolution du prix du ble, il ne se serait 
pas couvert. Fe contrat de ble lui aurait alors coute Sj au temps T sans couverture, 
montant inferieur au prix avec couverture selon la figure 10.4, soil Fq. Mais celui 
qui se couvre ne cherche pas a realiser un profit de speculation, il ne cherche qu’a 
s’ assurer du prix de ses transactions au comptant dans I’avenir. Dans le cas actuel, 
notre producteur de ble s’assure d’un prix Fq s’il s’engage dans un contrat a terme. Il 
n’est preoccupe que par la stabilite de ses couts de production. En s’engageant dans 
un contrat a terme, il se garantit une telle stabilite : e’est la sa seule preoccupation. 

Pour mieux comprendre le principe de la couverture par anticipation, consi- 
derons un autre exemple, celui-la inspire du livre de reference BAX de la Bourse de 
Montreal. Void I’enonce du probleme : 
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Un gestionnaire de portefeuille prevoit, le 15 septembre, vendre des 
acceptations bancaires pour une valeur nominale de 10 millions de 
dollars le 15 decembre, et cela pour une echeance de 91 jours. Ce 
gestionnaire craint une hausse des taux d’interet d’ici a trois mois. II 
songe done a recourir an marche a terme des BAX pour stabiliser son 
cout de financement. 

Le tableau 10.6 donne les situations prevalant sur les marches an comptant et a terme 
le 15 septembre et le 15 decembre. 


Tableau 10.6 

Etat des marches au comptant et a terme des acceptations 
bancaires le 15 septembre et le 15 decembre 

Date 

Marche au comptant 

Marche a terme 

15 sept. 

Taux au comptant: 2,5% 

Prime a terme: 97,25 (taux 2,75%) 

15 dec. 

Taux au comptant: 3,5% 

Prime a terme: 97,25 (taux 2,75%) 


Pour stabiliser son cout de financement, ce gestionnaire vend 10 contrats a 
terme de un million de dollars cbacun le 15 septembre, puisqu’il a I’intention d’emettre 
pour un montant de 10 millions de dollars d’ acceptations bancaires le 15 decembre. 
II espere ce faisant stabiliser son cout d’emprunt a 2,75 %, soit le taux de rendement 
qui prevaut sur le marcbe a terme au moment de la vente des contrats. En principe, 
il connait done a I’avance son cout de financement dans trois mois. Le prix a terme 
correspondant a ce taux, soit 97,25 (100 - 2,75), est I’equivalent du Fq dans I’exemple 
precedent, soit le prix a terme actuel qu’on espere reporter dans I’avenir en acbetant 
ou en vendant des contrats a terme, selon la transaction que Ton prevoit effectuer 
dans I’avenir. 

Selon les donnees du tableau 10.6, quel gain notre gestionnaire recoltera-t-il 
sur le marcbe a terme trois mois plus tard, soit le 15 decembre? Une variation de 
un point de base du taux d’interet du marcbe a terme, soit une variation de 0,01 %, 
correspond a un montant de 25 $**. Une variation de 1 % correspond done a un gain 
de 2 500$. Le gestionnaire a vendu le 15 septembre 10 contrats a terme au prix de 
97,25 $ qu’il racbete le 15 decembre au prix de 96,5 $ pour fermer sa position. Comme 
il a acbete 10 contrats, le gain qu’il realise sur le marcbe a terme le 15 decembre est 
le suivant : 


Gain = (97,25 - 96,5) x 2 500 xlO = 18 750$ 


18. Eneffet: 1 000 000 $ x 0,01% x = 25$. 

365 
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Ce gain lui permet d’abaisser son cout de financement sur le marche a terme le 
15 decembre. Pour determiner le montant total d’interets qu’il paie sur son accepta- 
tion bancaire le 15 decembre, nous devons d’abord calculer le facteur d’escompte qui 
correspond an taux de 3,5 % auquel le gestionnaire emprunte sur le marche monetaire. 
Ce facteur d’escompte (FE) est egal a: 

FE = — = 0,991 3 

1 + 0,035 X — 

365 

Suivant les principes de I’escompte, on pent ecrire : 

Valeur escomptee (ou prix) = (10 M$) x FE 
Valeur escomptee = (10 M$) - Interets 

En regroupant ces deux expressions, on obtient : 

Interets =10 M$ x (1 - EE) 

= 10 M$ X (1 - 0,991 3) = 86 505 $ 

Ees interets que le gestionnaire paie sur le marche au comptant des accep- 
tations bancaires s’elevent done a 86 505$. Si Ton soustrait le gain qu’il a realise 
sur le marche a terme, ils sont de 67 755$. E’emetteur a done paye ce montant net 
d’interets sur un emprunt de 10 M$. Ea valeur escomptee nette de son emprunt se 
chiffre done a : 


10 000 000 $ - 67 755 $ = 9 932 245 $ 


Son cout d’emprunt annualise, ou taux d’escompte annuel de I’emprunt, 
s’etablit a: 


67 755 
9 932 245 


365 

X = 2, 74 % 

91 


Ce taux est done tres rapproche de celui qui prevalait sur le marche a terme au 
moment de la vente des contrats, soil 2,75 %. S’il y a une petite divergence, cela est 
du au fait que le cout d’interet est base sur le montant escompte et non sur la valeur 
nominale des acceptations bancaires. Comme on applique cette deuxieme methode 
aux Etats-Unis, on ne note pas de telles divergences. 

En vendant des contrats d’ acceptations bancaires le 15 septembre sur le marche 
a terme, e’est-a-dire en anticipant la transaction qu’il avail I’intention d’effectuer sur 
le marche au comptant le 15 decembre, le gestionnaire a pu reporter du 15 septembre 
au 15 decembre le taux de rendement des acceptations bancaires observe sur le 
marche a terme le 15 septembre. Celui-ci est en effet devenu son cout de financement 
le 15 decembre. Ee 15 septembre, il connaissait done a I’avance le cout auquel il 
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allait se financer trois mois plus tard. Cela n’aurait pas ete possible s’il n’avait pas 
effectue une operation de couverture sur le marche a terme. Ce gestionnaire n’est 
tout de meme pas devin ! 


7. Le probleme du risque relie a l'evolution de la base 

L’acheteur qui ne se couvre pas sur le marche a terme s’expose a un risque de prix. 
Entre le temps 0 et le temps 1 , le prix au comptant peut en effet fluctuer. Prenons le 
cas d’un gestionnaire de portefeuille qui ne couvre pas son portefeuille d’obligations. 
II risque alors d’essuyer une perte de capital lorsqu’il revendra son portefeuille au 
temps 1, qui represente ici son horizon d’investissement. Cette perte de capital est 
alors egale a : 


Perte de capital = Sj - Sq 

Par ailleurs, pour couvrir sa position, ce gestionnaire peut vendre aujourd’hui son 
portefeuille sur le marche a terme au prix Fg et le racheter plus tard au prix Fj, temps 
qui ne correspond pas necessairement a la date d’echeance du contrat a terme. En 
effet, il salt que les prix a terme evoluent habituellement dans la meme direction que 
les prix au comptant. II prend done, sur le marche a terme, une position opposee 
a celle qu’il a sur le marche au comptant. Fe profit qu’il espere retirer d’une telle 
transaction est egal a : 


Fo-Fi 

Fa perte nette (ou le profit net) qu’il retirera de ses transactions sur les marches 
au comptant et a terme est egale a : 

Perte nette (ou profit net) = (Sj - Sq) - (Fj - F^) 

Telle qu’exprimee, cette derniere equation fait bien ressortir que, pour se 
couvrir, notre gestionnaire prend sur le marche a terme une position opposee a celle 
qu’il a sur le marche au comptant. S’il ne se couvrait pas, il subirait une perte egale 
a (Sj - Sq) advenant une baisse des prix des litres. S’il se couvre, il I’efface en partie 
par un gain sur le marche a terme egal a : -(F[ - Fg), soil (Fq - Fj). 

Fe flux monetaire que notre gestionnaire re^oit, s’il se couvre sur le marche 
a terme, est done egal a I’expression suivante au temps 1 : 

Flux monetaire = (Sj - Sq) - (Fj - F^) 
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Nous definissons la base du contrat a terme comme etant I’ecart entre le prix 
au comptant (S) et le prix a terme (F) a un moment donne'®. Enoncee en termes de 
base, r expression du flux monetaire devient done: 

Flux monetaire = (Sj - Fj) - (Sq - F,,) 

oil (Sq - Fq) represente la base lors de F achat du contrat a terme et (Sj - Fj), celle 
qui prevaut lors de la vente. Fa couverture comporte done une inconnue au temps 
0, soit la base qui prevaudra au moment de la revente du contrat, sauf bien sur si le 
gestionnaire revend le contrat a sa date d’echeance, moment auquel la base est nulle 
en vertu de la convergence des prix au comptant et a terme a I’echeance du contrat. 
En se couvrant sur le marche a terme, le gestionnaire a done substitue un risque de 
base a un risque de prix, qui, en raison de la correlation positive qui existe entre les 
prix au comptant et les prix a terme, devrait s’averer moindre que le risque de prix. 

Dans le cas qui nous concerne, le gestionnaire detient un portefeuille de titres 
au comptant et a vendu des contrats a terme. Sa couverture sera dite «parfaite» si le 
flux monetaire qu’il derive de ses operations au comptant et a terme est nul, e’est-a- 
dire qu’il recupere sur le marche a terme tout dollar perdu sur le marche au comptant. 
Si la couverture est parfaite, on pent done ecrire : 

Flux monetaire = (S[ - FJ - (Sg - Fg) = 0 


et en rearrangeant : 

(Si-FJ=(Sg-Fg) 

Une operation de couverture sera done parfaite si la base ne se modifle pas 
entre la date de la vente et celle du rachat du contrat a terme. Autrement dit, il faut 
que le prix a terme baisse au me me rythme que le prix au comptant pour que la 
couverture soit parfaite. 

Supposons que, dans le cas precedent, la couverture n’ait pas ete parfaite et 
qu’elle se soit traduite par un flux monetaire negatif. On a alors : 


Soit 


Flux monetaire = (S, - FJ - (Sg - Fg) < 0 
(S,-FJ<(Sg-Fg) 


Si le flux monetaire est negatif, la base se retrecit entre la date de la vente et celle du 
rachat du contrat a terme. Dans pared cas, le prix au comptant diminue plus rapidement 
que le prix a terme, et le gestionnaire ne recupere pas sur le marche a terme tout ce 
qu’il a perdu sur le marche au comptant, d’ou le flux monetaire negatif enregistre par 
le gestionnaire. Une telle situation est representee a la figure 10.5. 


19. Certains chercheurs definissent la base comme etant (F - S) plutot que (S - F). 
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Figure 10.5 Une couverture defavorable pour un vendeur 

de contrats a terme : une baisse de prix plus importante 
sur le marche an comptant 



Faisons maintenant I’hypothese que le gestionnaire ne rachete pas son contrat, 
c’est-a-dire qu’il ferme sa position seulement a I’echeance du contrat, soit a la date 
T. On a : 


Flux monetaire = (Sq - Fq) - (S^ - F.p) 

Mais en vertu de la convergence entre les prix a terme et an comptant a 
I’echeance d’un contrat, on pent ecrire : 

Flux monetaire = (Sg - Fg) 

Comme nous I’avons deja mentionne, le flux monetaire est certain lors d’une 
couverture pour laquelle le contrat a terme est detenu jusqu’a I’echeance : il est egal 
a la base initiale. Cette base est generalement positive pour un titre financier et gene- 
ralement negative pour un produit de base. 


8. Le CAS PARTICULIER DES MATIERES PREMIERES 

Dans cette section, nous generalisons le modele de valorisation des contrats a terme 
ecrits sur des instruments financiers au cas des produits de base detenus pour I’in- 
vestissement. Puis nous envisageons le cas plus particulier des contrats a terme sur 
des produits de base acquis pour la consommation. 
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8.1. Les prix des contrats a terme des produits 
de base detenus pour I'investissement 

Certains produits de base sont acquis pour des fins d’investissement. On compte parmi 
eux les metaux precieux : For, I’argent ou le platine. On transige surtout ces biens en 
fonction de changements qui affecteront leurs prix^°. A titre d’exemple, en periode 
d’inflation importante, Tor devient un placement tres rentable, car il est considere 
comme un bon reservoir de valeur. L’ augmentation de son prix a alors tendance a 
depasser I’inflation. 

Le modele de valorisation des contrats a terme ecrits sur des produits de base 
detenus pour fins d’investissement ne differe pas fondamentalement de celui que 
nous avons presente pour les contrats sur titres financiers. Les instruments sous- 
jacents aux contrats a terme ecrits sur des produits de base et detenus pour des fins 
d’investissement comportent des couts de stockage, ce qui n’est pas le cas pour les 
instruments financiers. On evalue ces contrats par le modele des couts de portage 
(cost-of-carry), qui generalise le modele utilise pour valoriser les contrats a terme 
sur instruments financiers. 

Notre but est toujours de calculer le prix d’un contrat a terme en regard du 
prix au comptant de I’instrument sous-jacent. Comme nous venons de le mentionner, 
le modele generalement retenu pour determiner le prix des contrats a terme est 
celui des couts de portage. Dans un contrat a terme, il s’agit de differer la livraison 
d’un titre ou d’un produit de base. Nous devons done comparer les avantages et les 
inconvenients d’un tel transfer!. Celui qui detient un contrat a terme jouit de certains 
avantages en regard du proprietaire d’un instrument au comptant, en ce sens qu’il 
s’evite certains couts : 

i) les couts d’interet relies a I’emprunt servant a financer I’instrument au 
comptant, ou, si I’achat de I’instrument au comptant est paye a meme 
I’avoir de I’acheteur, I’interet perdu - cout d’option - associe au «gel» 
du capital dans I’instmment au comptant; 

ii) les couts d’entreposage et les couts d’assurance relies a la detention de 
r instrument au comptant. 

En effet, celui qui detient I’instrument au comptant doit en financer I’achat par 
un emprunt s’il ne dispose pas des fonds requis pour acheter cet instrument. Il devra 
done payer un certain taux d’interet sur le montant de cet emprunt qui, dans I’univers 
neutre au risque, est le taux sans risque. Celui qui achete un contrat a terme fait done 
I’epargne d’un tel cout d’emprunt. Si, par ailleurs, I’instrument a terme est finance a 
meme 1’ avoir de I’acheteur, ce dernier doit alors assumer un cout d’option. En effet. 


20. 11 ne faut cependant pas oublier que ces produits de base ont aussi des utilisations industrielles. 
Par exemple, For sert aux travaux de dentisterie, le platine est utilise dans la fabrication des 
automobiles, etc. 
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une partie de son capital est maintenant immobilisee dans I’instrument an comptant. 
Le cout d’option represente I’interet que ce capital aurait pu rapporter ailleurs. Dans 
Tunivers neutre an risque, ce taux d’interet est le taux sans risque. 

L’acquereur d’un instrument an comptant fait egalement face a des frais 
d’entreposage^'. Le proprietaire doit loner un local a cede fin on en acheter un ; cela 
represente un cout supplementaire. En revanche, I’acheteur d’un contrat a terme n’a 
pas a assumer de tels couts. 

Par ailleurs, la detention d’un contrat a terme comporte un desavantage par 
rapport a celle de I’instrument au comptant, soit le revenu sacrifie (s’il existe) sur la 
detention de cet instrument. Par exemple, le detenteur d’une obligation au comptant 
touche periodiquement des coupons. Le detenteur d’un contrat a terme sur une obli- 
gation n’y a pas droit taut qu’il ne I’a pas achetee. Son cout d’option est done I’interet 
sacrifie entre-temps. Pour le detenteur d’un contrat a terme sur un indice boursier, le 
revenu sacrifie a trait aux dividendes relies aux litres qui composent cet indice. 

Nous avons done tons les elements pour determiner le prix d’un contrat a terme, 
que nous designons par F, en regard de la valeur au comptant de 1’ instrument sous- 
jacent, que nous designons par S, cela par la methode des couts de portage. Le prix 
au comptant d’un instrument sert en effet de matiere premiere a la determination du 
prix a terme de ce meme instrument. Le principe de la determination du prix a terme 
a partir du prix au comptant est le suivant. Pour obtenir le prix a terme, il suffit : 

i) de relever le prix au comptant de la valeur future des avantages relies a 
la detention du contrat a terme relativement a celle de I’instrument au 
comptant. Ces avantages sont, d’une part, les couts de financement relies 
a la detention de I’instrument au comptant de la date d’ achat du contrat a 
son echeance, designes par CL, et, d’autre part, la valeur future des couts 
d’entreposage, designes par CE; 

ii) de soustraire du prix au comptant la valeur future des desavantages relies 
a la detention du contrat a terme relativement a celle de 1’ instrument au 
comptant. Ces desavantages correspondent aux revenus sacrifies qui sont 
relies a la detention du contrat au comptant. La valeur future de ces desa- 
vantages est designee par R. 

Le prix a terme (F) d’un instrument entretient la relation suivante avec son 
prix au comptant (S) : 

F = S -I- Valeur future des avantages - Valeur future des desavantages 
F = S + CF + CE-R 


21. Par exemple, un produit de base doit etre entrepose. 
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Cette relation est I’expression du modele des couts de portage. Si cette rela- 
tion entre les prix a terme et an comptant n’est pas verifiee, il existe une possibilite 
d’arbitrage, incompatible avec I’equilibre des marches financiers. Supposons que la 
relation suivante soit observee : 


F>S-i-CF-i-CE-R 


II s’ensuit alors : 


F - (S -t CF -t CE - R) > 0 

Cette derniere expression nous revele qu’en vendant a la date 0 le contrat a terme et 
en achetant I’instrument an comptant, on realise un flux monetaire positif sans risque. 
Voyons comment. 

Supposons que CE est nul, pour ne pas surcharger le cas. E’ operation d’ar- 
bitrage est la suivante. A la date courante, soit la date 0, on realise les transactions 
suivantes : 

i) vendre le contrat a terme au prix actuel Eq. Cette vente ne donne lieu a 
aucun flux monetaire ; 

ii) acheter I’instrument sous-jacent au contrat a terme, soit I’instrument au 
comptant, au prix actuel Sq. Ee flux monetaire correspondant est de -Sq; 

Hi) emprunter le meme montant, soit Sq, pour financer 1’ achat de ce bien. Ee 
flux monetaire correspondant est de Sq. 

Au temps 0, le flux monetaire net des transactions est done nul. Par ailleurs, a 
la date de livraison T du contrat, on effectuera les transactions suivantes : 

i) racheter le contrat a terme. Ee profit (ou la perte) realise est alors de 
(Eq - S^). C’est le flux monetaire correspondant a cette transaction ; 

ii) livrer le bien relie au contrat a terme. Ee cout de cette livraison est de E.J., 
mais en raison de la convergence des prix au comptant et des prix a terme 
a Fecheance du contrat, E.p est alors egal a S^.. Ee flux monetaire associe 
a cette transaction est done de S^; 

Hi) rembourser le principal et I’interet de I’emprunt initial, soit (Sq -i- CE). Ee 
flux monetaire de cette transaction est de - (Sq -i- CE) ; 

iv) encaisser le revenu relie a la detention de F instrument au comptant, soit 
R. Ee flux monetaire de cette transaction est done de R. 

Ea somme des flux monetaires relies a ces operations, ou leur profit, est done 
egale a: 


-Sq + Sq -t (Eq ~ S t) + S^ ~ (Sq -t CE) -t R 
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soil 


Fo - So - CF + R 

Or, cette expression est superieure a 0 suivant I’hypothese initiale de cet 
exemple, selon laquelle le prix a terme etait superieur au prix an comptant rehausse 
des couts de financement de I’instrument au comptant et diminue de ses revenus. 
Un profit d’arbitrage, c’est-a-dire sans mise de fonds initiale et sans risque, est done 
possible quand une telle inegalite est observee. Cela demontre que le prix a terme 
n’est pas alors un prix d’equilibre. 

Supposons une composition annuelle continue des couts de financement, des 
couts d’entreposage et des revenus des instruments au comptant. La relation d’equi- 
libre entre les prix a terme et au comptant est alors la suivante : 

p g(rf+ce-re)r 

ou rf et ce sont les couts de financement et les couts d’entreposage exprimes en 
proportion du prix au comptant, sur une base de composition continue, re, les revenus 
de I’instmment au comptant, exprimes en proportion du prix au comptant sur une 
base de composition continue, et T, la date d’echeance du contrat a terme, exprimee 
en annees. 


8.2. Les prix des contrats des produits de base 
acquis pour la consummation 

A I’instar des titres, les produits de base dont il a ete question dans la section prece- 
dente sont acquis pour des fins d’investissement ou de placement. Mais d’autres 
produits de base sont surtout acquis pour la production ; e’est le cas, par exemple, du 
petrole et des produits agricoles. Les prix a terme de tels produits ne se determinent 
pas de la meme fagon que ceux des titres ou des produits de base detenus pour I’inves- 
tissement. En effet, il est generalement difficile de vendre a decouvert les produits 
de base detenus aux fins de production, car pour vendre a decouvert, il faut d’abord 
emprunter de tels biens. Or, le detenteur de ces biens en a surement besoin pour sa 
production, et il n’est probablement pas dispose a les preter pour qu’ils soient vendus 
a decouvert. Les produits de base detenus aux fins de production ont done pour leur 
proprietaire, un rendement implicite que nous appelons «rendement de disponibilite » 
{convenience yield). 

Dans les cas de contrats a terme de biens de production, il est possible 
d’observer la relation suivante^^ : 


22. Le teime R n’apparait pas dans cette expression, car les produits de base ne generent pas de revenu 
explicite. 
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S > F - CF - CE 

Cette relation ne serait pas possible dans le cas des contrats a terme de litres 
on de produits de base detenus pour I’investissement, car elle donnerait lieu a une 
operation d’arbitrage. Pour le demontrer, il suffit d’effectuer le raisonnement inverse 
de celui auquel nous avons eu recours dans la section precedente et qui concemait 
I’inegalite opposee entre les prix au comptant et a terme. Les transactions sont alors 
les suivantes. 

A la date 0 : 

i) vendre a decouvert le produit de base. Cette vente donne lieu a un flux 
monetaire positif de Sq. On se soustrait ainsi a la valeur future des frais 
d’entreposage, soil CE^^ ; 

a ) acbeter le contrat a terme ecrit sur ce produit de base au prix Eg. Cet acbat 
ne donne lieu a aucun flux monetaire. 

Hi) preter le produit de la vente a decouvert. II en resulte un flux monetaire 
negatif de -Sq. 

A la date d’ecbeance du contrat a terme, soil T : 

i) enregistrer le profit cumulatif (ou la perte) resultant de I’acbat du contrat 
a terme : (E.j. - E^). Ce flux monetaire est aussi egal a : (S^ - Eq) en raison 
de la convergence des prix au comptant et a terme a la date d’ecbeance 
du contrat a terme ; 

ii) fermer sa position sur le contrat a terme. Cette transaction donne lieu a 
un flux monetaire negatif de -E.p qui est aussi egal a -S^ ; 

Hi) encaisser le principal du pret et I’interet. Cette operation donne lieu a un 
flux monetaire positif de (Sq + CE). 

La somme de tons les flux monetaires de ces transactions est de : 

So - Eo + CE + CE 

Or, cette somme est positive en raison de la relation initiate que nous avons supposee 
entre les prix au comptant et a terme du produit de base. Une operation d’arbitrage 
existe done si le prix au comptant excede le prix a terme diminue des couts de finan- 
cement et d’entreposage. 

Mais une des conditions necessaires a un tel arbitrage est la possibilite de vendre 
a decouvert le produit de base. Or, comme nous 1’ avons mentionne auparavant, il est 
difficile d’effectuer une telle transaction pour les produits de base qui sont detenus 


23. On rappelle que CF, CE et R sont des valeurs futures dans Fexpression du prix a terme. 
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aux fins de la production. Par consequent, le prix au comptant d’un produit de base 
qui est detenu a des fins de production pent exceder son prix a terme diminue des 
couts de financement et d’entreposage sans qu’une telle situation ne donne lieu a une 
operation d’ arbitrage. Et il n’y a aucune limite a un tel ecart. Le prix au comptant 
d’un tel produit de base aura tendance a exceder son prix a terme quand il existe une 
penurie du produit de base. Le marche petrolier tut tres perturbe lors de la guerre 
entre I’lrak et le Koweit au debut de 1991. Il en resulta une telle penurie de petrole, 
en raison de la fermeture du golfe Persique et des pertes de petrole subies au cours 
de cette guerre, que le prix de ce bien au comptant surpassait a certains moments de 
beaucoup son prix a terme. 

On pent formuler une expression generale du prix a terme en y incluant tout 
revenu implicite, tel le revenu dit de disponibilite d’un produit de base servant a des 
fins de production. Dans la formule qui suit, nous faisons done une distinction entre 
un tel revenu implicite, que nous designons par RI, et un revenu explicite, designe 
par RE. Les revenus explicites sont ceux qui sont verses directement en numeraire, 
e’est-a-dire les revenus d’interet des obligations ou les dividendes d’ actions. 

L’ expression generale du prix a terme d’un produit de base ou d’un instrument 
financier est alors la suivante : 

L = S + CL + CE - RE - RI 

Certes, il s’avere tres difficile de mesurer le revenu implicite (RI) d’un produit de 
base qu’on prevoit utiliser pour la production. C’est la un terme que nous ajoutons 
a I’equation du prix a terme pour indiquer notre degre d’ignorance a I’egard de la 
determination des prix des contrats a terme de tels produits de base. 

Sur une base de composition continue, 1’ expression generale du prix a terme 

est de : 

p ig(rf+ce-re-ri)T 

oil ri est le revenu implicite, exprime en proportion du prix au comptant et sur une 
base de composition continue. 


8.3. La relation entre le prix au comptant 
et le prix a terme d'une devise^^ 

Dans cette section, nous montrons comment se determine le prix a terme d’une devise 
- en I’occurrence le dollar canadien - par rapport a son prix au comptant. Cette relation 
pent paraitre difficile a etablir a premiere vue puisque I’on raisonne ici en termes de 


24. Pour un excellent expose de cette relation, on consultera Daigler (1993), dont nous nous sommes 
inspires. 
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taux de change : deux devises sont done en jeu et non pas une seule entile comme 
e’etait le cas pour le prix a terme des produits de base et des litres. Cependant, la 
relation entre le prix a terme et le prix an comptant d’une devise se determine essen- 
tiellement par le modele des couts de portage. Par exemple, un investisseur americain 
pent envisager d’effectuer des placements a court terme an Canada. Pour ce faire, il 
doit emprunter des dollars americains : e’est le cout de financement du modele des 
couts de portage. II convertira ses dollars americains en dollars canadiens et recevra 
un rendement correspondant an taux d’interet a court terme an Canada : e’est le revenu 
du modele des couts de portage. Mais pour etablir aujourd’hui le taux de conversion 
des dollars americains en dollars canadiens, a I’echeance de son placement, il vend 
des contrats a terme de dollars canadiens. On voit que la transposition de la theorie 
des couts de portage an cas des taux de change est directe. 

Dans cette section, nous envisageons deux situations : 

1. le cas d’un investisseur americain qui effectue des placements a court 
terme an Canada ; 

2. le cas d’un investisseur canadien qui effectue des placements a court terme 
aux Etats-Unis. 

Nous considerons ces deux cas, car il y a souvent confusion au chapitre de la defini- 
tion du taux de change a I’interieur de la relation de la parite des taux d’interet, soil 
la relation entre le prix a terme et le prix au comptant d’equilibre d’une devise. En 
effet, il y a deux fa 9 ons de definir un taux de change. Dans le cas du taux de change 
du dollar canadien en regard du dollar americain, les deux definitions possibles du 
taux de change sont les suivantes : 

1. le prix du dollar canadien en dollars americains. Par exemple, le 
22 juin 2005, le dollar canadien valait environ 0,81 $EU ; 

2. le prix du dollar americain en dollars canadiens. C’est I’inverse de la 
premiere mesure du taux de change. Ainsi, toujours le 22 juin 2005, le dollar 
americain valait (1/0,8 1)$CA, soil 1,234 6$CA. C’est la mesure du taux 
de change du dollar canadien couramment utilisee par les cambistes. 

Suivant que Ton considere le cas d’un investisseur canadien ou celui d’un 
investisseur americain, la definition du taux de change sera differente, et la formule 
de la parite des taux d’interet sera par consequent inversee. Considerons ces deux 
cas tour a tour. 
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8.3.1. Cas de I'investisseur americain qui effectue 
un placement a court terme au Canada 


Nous considerons ici le cas d’un Americain qui investirait 1 dollar americain^^ au 
Canada pour 91 jours. II ne dispose pas de ce dollar et il I’emprunte done au taux 
d’interet a court terme qui prevaut alors sur le marche americain. Nous designons ce 
taux par r^^. A I’echeance de son emprunt, il devra rembourser le montant suivant: 


l$x 


1+ r, 



( 1 ) 


Dans le but d’acheter son placement en dollars canadiens, disons des bons du Tresor 
canadien, il convertit son dollar americain en dollars canadiens. Il obtient done le 
nombre suivant de dollars canadiens : 


— $CA 
So 

Sq correspond au prix du dollar canadien en dollars americains au moment oil il effectue 
son placement, ici la periode 0. Par exemple, si le dollar canadien vaut 0,81 $EU 
comme dans I’exemple precedent, I’investisseur americain recevra 1,234 6 (1/0,81) 
dollar canadien pour son dollar americain. 

Cet Americain investit le produit de cede conversion au taux d’interet canadien 
qui prevaut alors a la periode 0, soit r^,. Il recevra done le montant suivant, en dollars 
canadiens, a la fin de son placement : 



1 + r X 


91 

365 


Notre investisseur a beau connaitre le montant qu’il recevra en dollars cana- 
diens a la fin de son placement (puisque r^ est connu a la periode 0), il ne salt pas 
pour autant quel sera le produit de son placement en dollars americains, puisqu’il ne 
connait pas le taux de change du dollar canadien sur le dollar americain a la fin de 
son placement, ici dans 90 jours. Pour eviter le risque de change, il vend le produit 
de son placement en dollars canadiens sur le marche a terme a la periode 0 au taux de 
change qui prevaut alors entre le dollar americain et le dollar canadien, soit F(0,91), 
cette derniere expression designant le prix a terme d’un dollar canadien en termes du 
dollar americain qui prevaut actuellement pour livraison dans 91 jours. Notre inves- 
tisseur americain s’ assure ainsi du taux auquel il convertira ses dollars canadiens en 
dollars americains a I’echeance de son placement, soit dans 91 jours. 


25. Ce montant pent sembler ridiculement bas, mats le niveau du placement importe peu pour illustrer 
le raisonnement. 
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En prenant en compte son contrat de change, le produit en dollars americains 
du placement canadien de I’investisseur americain est done le suivant: 


1 


1 + r X 


-1 

365 ) 


xF(0,9l) 


(2) 


A la suite du contrat de change, ce montant est maintenant connu a la periode 0. 


Le prix a terme d’equilihre est ohtenu lorsqu’il n’existe plus aucune possihilite 
d’arhitrage sur le marche a terme. Le placement precedent s’effectue sans aucun flux 
monetaire negatif pour notre investisseur au dehut de la periode 0. II y aura absence 
d’arhitrage, done equilihre, si 91 jours plus tard, done a I’echeance du placement, 
les flux monetaires nets d’une telle transaction sont nuls. L’ operation de placement 
precedente se traduit par deux flux monetaires de signes opposes a I’echeance du 
placement : 


1. un flux monetaire negatif, soit le remhoursement de I’emprunt donne par 
r equation (1) ; 

2. un flux monetaire positif, soit le produit du placement donne par I’equation 

(2). 


II y aura absence d’ arbitrage et, par consequent, on atteindra 1’ equilihre sur le 
marche a terme, si la somme de ces deux flux monetaires est nulle, e’est-a-dire : 


1 


1 + r X 


91 

365 


xF(0,9l) - l$x 


1 I *ru ^ 


91 

365 


= 0 


Pour determiner le taux de change a terme d’equilibre, on met F(0,91) en 
facteur dans I’expression precedente : 


F(0,9l) = S„x 


l + r„ 


f — 

'I 365 


l + r„ 


91 

365 


( 3 ) 


Rappelons encore une fois que dans cette expression, le taux de change est le 
prix du dollar canadien en dollars americains. 


Au prix a terme du dollar canadien donne par I’equation (3), notre investisseur 
americain n’a pas interet a convertir des dollars americains en dollars canadiens pour 
effectuer des placements en dollars canadiens. L’equation (3) represente, par conse- 
quent, une relation d’equilibre entre le prix au comptant et le prix a terme du dollar 
canadien. Si une telle relation ne s’observait pas, il y aurait alors possihilite d’arbitrage 
puisque, sans aucune mise de fonds initiate de sa part, il pourrait determiner d’emblee 
le flux monetaire positif net de ses transactions sur les marches au comptant et a terme 
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advenant que, par exemple, le produit de son placement exprime en dollars americains 
excede le cout de son empmnt, toujours en dollars americains. II realiserait alors un 
profit «gratuit». Mais «no pain, no gain», en finance comme partout ailleurs. 

Pour illustrer Pequation (3), prenons I’exemple suivant. Le 22 juin 2005, le 
taux de rendement du papier commercial a 3 mois se situait a 3,33 % aux Etats-Unis 
et a 2,59 % an Canada. Le taux de change an comptant du dollar canadien etait alors 
de 81 cents americains. En appliquant Pequation (3), le taux a terme d’equilibre du 
dollar canadien dans 91 jours est de 81,16 dollars americains. Le taux de change 
a terme canadien comportait done une prime. Cette prime n’ etait pas reliee a une 
quelconque anticipation d’ appreciation du dollar canadien. Elle ne fait que refieter 
P arbitrage sur les marches des devises canadienne et americaine. 


8.3.2. Cas de Pinvestisseur canadien effectuant un placement 
a court terme aux Etats-Unis 


Un investisseur canadien envisage de placer un dollar canadien aux Etats-Unis pour 
91 jours. II emprunte done un dollar canadien a la periode 0 au taux d’interet canadien 
a court terme r^. II remboursera done le montant suivant dans 91 jours : 


l$x 


1 - 1 - 



(4) 


De fagon a investir le produit de son empmnt en bons du Tresor americains, 
il convertit son dollar canadien en dollars americains. II obtient le nombre suivant 
de dollars americains : 


— $EU 

s; 

Dans cette expression, S'q est le prix d’un dollar americain en dollars canadiens. 
C’est done Pinverse du taux de change du cas precedent. Dans notre exemple, un 
dollar americain vaut 1,234 4 dollar canadien. II obtiendrait done dans ce cas 81 cents 
americains (1/1,234 4). 


Au bout de 91 jours, notre investisseur canadien, qui a pris soin de conclure un 
contrat de change au debut de son placement, recevra le montant suivant en dollars 
canadiens a la suite de son placement en dollars americains : 


J_ 

sT 


1 -I- r,„ X - 


91 

365 


xF'(0,91) 


(5) 


F'(0,91) designe ici, bien stir, le prix d’un dollar americain en dollars canadiens. 
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Pour qu’il y ait absence d’arbitrage, il faut que la somme des flux monetaires 
donnee par les expressions (4) et (5) soit nulle. En effectuant cette operation et en 
mettant F'(0,91) en facteur, on obtient: 


F'(0,91) 


l + r„ 


S' 


91 

365 


l + r„ 


91 

365 


( 6 ) 


Fa definition des taux de change dans I’equation (6) est I’inverse de celle de I’equa- 
tion (3). II est done normal que I’expression entre crochets des taux d’interet soit 
egalement inversee. 


Pour illustrer la formule (6), revenons aux donnees de I’exemple precedent. 
A la periode 0, le prix d’un dollar americain en dollars canadiens est de 1,234 4. Fe 
taux d’interet canadien du papier commercial a 3 mois se situe a 2,59 % et son homo- 
logue americain est de 3,33 %. En resolvant I’expression (6) pour de telles donnees, 
on trouve que le prix a terme d’un dollar americain dans 91 jours s’etablit a 1,232 1. 
On retrouve done le meme resultat que dans I’exemple precedent puisque ce sont les 
memes donnees initiales, sauf que le taux de change y est exprime differemment. Si 
un dollar americain vaut 1,232 1 dollar canadien a terme, un dollar canadien vaut, 
pour sa part, 0,811 6 dollar americain (1/1,232 1) a terme. 


Fe 22 juin 2005, le dollar americain a terme comportait done theoriquement 
un escompte de 0,23 cent canadien (1,234 4 - 1,232 1). On parle aussi de deport 
dans ce cas, car la valeur du dollar americain a terme est inferieure a sa valeur au 
comptant^®. 


On pent comparer ce deport theorique a celui qui fut observe le 22 juin 2005. 
Fe bulletin hebdomadaire de statistiques flnancieres de la Banque du Canada date 
du 24 juin 2005 indiquait que le deport observe sur le dollar americain s’etait situe a 
0,26 cent canadien le 22 juin 2005. II y a done une legere difference entre le report 
theorique et le report observe. En raison des couts de transaction, une telle situation 
d’arbitrage ne serait sans doute pas rentable. Qui plus est, il n’est pas certain que 
I’arbitrage sur le marche des changes canadien s’effectue a partir du taux d’interet 
du papier commercial a trois mois. Certains praticiens disent qu’il se fait a partir du 
FIBOR^’. Pour calculer les reports ou les deports sur le dollar americain, il faut alors 
utiliser les FIBOR canadien et americain a 3 mois. Certes, on obtiendrait un resultat 
different. 


26. 11 y aurait report dans le cas inverse. 

27. LIBOR est I’acronyme de London interbank ojfered rate (taux interbancaire offert a Londres). 
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8.4. L'arbitrage en fonction du taux implicite des prises en pension 

Le taux des prises en pension est celui auquel les courtiers empruntent, pour une 
periode generalement tres courte, meme moins d’un jour^*. Pour ce faire, ils vendent 
des titres a une institution financiere qui les leur revendra par la suite a un prix plus 
eleve. La difference de prix constitue le revenu de I’institution financiere ou le cout 
de financement des courtiers. 

Soit I’operation suivante sur le marche a terme d’un titre financier. Un individu 
vend un contrat a terme au temps 0 au prix Fg ; ce contrat echoit au temps T. II achete 
dans le meme temps I’instrument financier sous-jacent au prix de S,,. On suppose ici 
qu’il n’y a pas de revenu associe a I’instrument financier sous-jacent entre la date 0 
et la date T. Cette operation consiste a creer un bon du Tresor synthetique. En effet, 
I’individu achete I’instrument au comptant et le revend sur le marche a terme. Son 
operation revient done a effectuer un pret sans risque. Le rendement d’un tel pret, 
dit encore «taux de prise en pension implicite », est egal a r^^^dans I’expression 
suivante : 

pQ “ ^0 (l U,t) 

On annualise ce taux en le multipliant par (365/T). Si ce taux de prise en 
pension implicite qui, repetons-le, est un taux associe a un pret (un taux debiteur), 
est plus eleve que le taux de prise en pension auquel 1’ individu peut emprunter sur 
le marche au comptant de fagon a acheter le titre au comptant, il existe alors une 
situation d’ arbitrage. On a alors : 

Taux d’un pret sans risque > Taux d’un emprunt sans risque 

soit une situation de profit certain. Le prix du contrat a terme n’est pas alors un prix 
d’equilibre: il est surevalue {overvalued}. A Tequilibre, le taux de prise en pension 
implicite est egal au prix observe. 

Le raisonnement qui vient d’etre effectue n’est qu’une simple application 
de la relation que nous avons etablie anterieurement entre un contrat a terme et son 
sous-jacent : 


Contrat a terme = Instrument sous-jacent -i- Emprunt 
Il en resulte que : 


Pret = Instrument sous-jacent - Contrat a terme 


28. En raison de la grande frequence de leurs achats et ventes de titres, les courtiers ont des besoins de 
financement qui peuvent fluctuer considerablement d’une journee a I’autre, et souvent a I'interieur 
d'une meme journee. Ils peuvent done emprunter pour une periode inferieure a un jour. 
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En achetant le sous-jacent et en vendant le contrat a terme correspondant, on cree un 
pret, soil un bon du Tresor synthetique. 


8.5. Reexamen des aspects previsionnels des prix a terme 

Rappelons I’equation du prix a terme d’un instrument financier en fonction du prix 
au comptant : 


F = S + CF - RE 

ou F est le prix a terme, S, le prix au comptant, CF, le cout de financement et RE, 
les revenus explicites que procure I’instrument au comptant. Comme nous le disions 
auparavant, cette equation ne laisse pas beaucoup de marge de manoeuvre en matiere 
de prevision. Fe prix a terme permet de prevoir le prix au comptant a venir pourvu 
que le prix au comptant actuel integre deja toute 1’ information disponible a ce sujet, 
ce qui devrait etre le cas puisque les marches financiers sont generalement efficients. 
Pour Dubofsky (1992), la question qui vient d’etre posee releve de la semantique : 

Whether the future price actually incorporates the market’s expectations 
of the future spot price of the underlying commodity thus becomes a 
matter of semantics. The spot price reflects the market expectations, 
and the future price is determined largely from this spot price. Thus, 
the future price does incorporate expectations, but only because they 
are reflected in spot prices^'^. 

Par consequent, les prix a terme ne fourniraient pas plus d’ informations sur 
les prix au comptant a venir que les prix au comptant courants. Toutefois, dans les 
periodes de temps oil I’equation des prix a terme ne s’equilibre pas, creant alors des 
possibilites d’ arbitrage, les prix a terme peuvent renseigner davantage sur 1’evolution 
future des prix au comptant que les prix au comptant courants. 

Pour le montrer, nous recourons au marcbe a terme du dollar canadien. Soil S 
le taux de change du dollar canadien, qui est ici le nombre de dollars canadiens que 
peut acheter un dollar americain ; F, le prix a terme du dollar canadien ; r^,, le taux 
d’interet sans risque au Canada; r^^, le taux d’interet sans risque aux Etats-Unis; 
(T - t), le temps qu’il reste a courir avant I’echeance du contrat a terme du dollar 
canadien. F’ equation, qui nous est maintenant familiere, du prix a terme appliquee 
au dollar canadien est done : 

p _ igglt-rEuXT-t) 


29. Dubofsky (1992), p. 374. 
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Dans cette equation, dent lieu du cout de financement et du revenu 
explicite. Selon cette equation, si les taux d’interet canadiens sont superieurs aux 
taux americains, comme cela etait habituellement le cas dans le passe^°, le prix a 
terme du dollar americain exprime en dollars canadiens (F) est superieur a son prix 
au comptant. Le dollar canadien comporte alors un escompte a terme : sa valeur est 
plus faible pour livraison future que pour livraison immediate. Si les taux d’interet 
canadiens sont superieurs aux taux americains, un Americain a interet, toutes cboses 
egales d’ailleurs, a investir au Canada. Pour qu’il y ait equilibre ou absence d’ arbi- 
trage, il faut qu’il perde cet avantage au change, c’est-a-dire que pour chaque dollar 
americain transforme en dollar canadien au debut du contrat, il recevra moins de un 
dollar americain a la fin du contrat. 

Nous avons signale que lorsqu’il y a possibilite d’arbitrage, c’est-a-dire 
lorsque le prix a terme devie de sa valeur tbeorique, le prix a terme peut alors servir 
a prevoir les prix au comptant futurs auxquels il est associe. Nous allons en faire la 
demonstration dans le cas du dollar canadien. 

Supposons que nous observions a un moment donne que : 

Le prix a terme observe du dollar americain par rapport au dollar canadien est alors 
plus important que son prix tbeorique. Il existe, bien stir, ici une situation d’arbitrage : 
vendre des contrats a terme americains et acbeter des dollars canadiens. Mais suppo- 
sons qu’une telle inegalite ait tendance a persister a court terme, ce qui signifierait 
que les intervenants prevoient une forte bausse du dollar americain. Les detenteurs de 
contrats a terme en dollars americains preferent les conserver plutot que de les vendre 
de maniere a exploiter 1’ occasion d’arbitrage. Ces contrats a terme comportent alors 
un revenu implicite sui generis de la meme fa^on que les produits de base detenus 
pour la production comportent un revenu implicite dit « de disponibilite ». Dans pareil 
cas, c’est-a-dire lorsque le prix a terme d’un instrument tend a devier pendant un 
certain temps de son prix tbeorique, le prix a terme est porteur d’ information quant 
au prix futur de I’instrument en question. Ici, I’inegalite tend a signaler que le dollar 
americain s’appreciera a court terme. 

Comme on I’a vu auparavant, le prix a terme des matieres premieres detenues 
pour des fins de production constitue un cas particulier en matiere d’evaluation de 
contrats a terme. Les ventes a decouvert ne sont pas habituellement pas possibles sur 
de tels biens, car ils jouissent d’un rendement de disponibilite. Des lors, ils constituent 
egalement un cas a part au plan de la prevision, en ce sens qu’on pourra etudier la 
relation entre prix au comptant et prix a terme pour prevoir la tendance des prix au 
comptant futurs. Par exemple, disons que le prix au comptant d’une matiere premiere 
detenue pour fins de production, disons le petrole, soil sensiblement plus eleve que 


30. Depuis la decennie 1990, on observe souvent des taux americains superieurs aux taux canadiens. 
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son prix a terme. Cela tend alors a signaler une penurie temporaire sur le marche 
petrolier qui se resorbera dans un futur rapproche. La tendance a venir du prix du 
petrole est alors orientee a la baisse. 

Mais supposons que le prix a terme du petrole soil sensiblement plus eleve 
que son prix an comptant, cet ecart etant plus important que le cout de portage. II 
est alors permis de croire que le prix du petrole augmentera dans I’avenir, et cela 
d’autant plus que le prix a terme des contrats augmente avec leur ecbeance. On pent 
done se servir des prix a terme pour prevoir les prix an comptant a venir, mais les 
reserves anterieures s’imposent. 


9. Aspects institutionnels 

Hormis les contrats sur matieres premieres, la Bourse de Montreal monopolise les 
transactions sur les produits derives an Canada. S’y transigent plusieurs contrats a 
terme : le BAX, soil le contrat sur 1’ acceptation bancaire de trois mois ; ii ) le contrat 

ONX, soil un contrat de 30 jours sur le taux repo a un jour; Hi) le contrat CGZ, un 
contrat sur I’obligation du gouvernement du Canada de deux ans ; iv) le contrat CGB, 
un contrat sur 1’ obligation du gouvernement du Canada de 10 ans ; vj le contrat SXF, 
un contrat sur I’indice boursier S&P TSX60. Dans ce qui suit, nous traitons specifi- 
quement deux d’entre eux: le contrat CGB et le contrat SXF. Le contrat BAX a ete 
examine a la section 5. 


9.1. Le contrat CGB de la Bourse de Montreal 

Avant d’examiner le contrat CGB, nous devons ouvrir une parentbese pour specifier 
comment se determine le prix a terme d’une obligation. Comme tout contrat a terme, 
qui est un produit derive defini sur un sous-jacent, le prix a terme d’une obligation 
doit satisfaire la relation suivante par rapport au prix au comptant : 

Prix a terme = Prix au comptant + Cout de portage 

En effet, celui qui vend un contrat a terme doit s’ assurer de la livraison de 
I’obligation sous-jacente a I’ecbeance du contrat. II acbete done I’obligation au 
moment de remission du contrat. Durant cette periode, il touebera I’interet verse 
par I’obligation, mais il devra payer le cout de financement relie a la detention de 
r obligation. La difference entre les interets payes et les interets regus constitue le 
cout de portage. 

C’est en 1989 que la Bourse de Montreal a lance le contrat a terme sur les 
obligations du gouvernement du Canada de dix ans, qu’elle a libelle « contrat CGB ». 
Comme I’indique le manuel de reference de la Bourse de Montreal sur ce contrat. 
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un contrat a terme sur obligations est une entente negociee en Bourse obligeant les 
deux parties contractantes a acbeter on vendre une quantite donnee d’ obligations a 
une date future mais a un prix connu a I’avance. 

Un contrat a terme defini sur un titre a revenu fixe est etabli par rapport a une 
obligation « standard » qui ne sert que de numeraire a la transaction. Ce n’est gene- 
ralement pas 1’ obligation qui sera livree, si livraison il y a, a I’ecbeance du contrat a 
terme. Une telle obligation n’existe bien souvent meme pas. Pour obvier a ce probleme, 
les Bourses offrent toute une serie d’obligations qui pourront satisfaire les exigences 
de livraison a I’ecbeance du contrat. 

Ces obligations qui peuvent etre livrees different considerablement entre elles 
pour ce qui est des coupons, des ecbeances et des rendements. Prenons I’exemple du 
contrat CGB de la Bourse de Montreal. La Bourse de Montreal specifie que I’obliga- 
tion livrable qui sous-tend son contrat comporte un terme a courir compris entre 8 et 
101/2 ans et verse un coupon de 6%. De telles obligations n’existent meme pas. Par 
ailleurs, la Bourse enumere certaines categories d’obligations qui pourront etre livrees 
a la place de I’obligation « notionnelle » qui sous-tend le contrat a terme. Supposons 
que celui qui a vendu un contrat a terme decide de livrer, a son ecbeance, une obli- 
gation de 10 ans dont le coupon est de 5 %. Cette obligation vaut evidemment moins 
que I’obligation notionnelle qui, elle, comporte un coupon de 6%. Le detenteur du 
contrat est alors lese puisqu’il a conclu un contrat qui lui promettait de lui livrer une 
obligation qui comportait un coupon de 6%^'. 

Alors, comment comparer les prix de la panoplie offerte d’obligations livra- 
bles? II s’agit de determiner un facteur de conversion pour cbacune des obligations 
qui seront livrees. Ces facteurs de conversion ont pour but de ramener le rendement 
des obligations livrables a celui de L obligation qui sert de « numeraire » au contrat 
a terme, en I’occurrence un taux de 6% dans le cas du contrat CGB offert par la 
Bourse de Montreal. 

Pour mieux comprendre, considerons I’exemple suivant, emprunte au manuel 
de reference de la Bourse de Montreal ayant trait au contrat CGB. La Bourse de 
Montreal offre toute une serie d’obligations federates qui peuvent etre livrees pour 
satisfaire ce contrat. Disons que nous sommes le 15 juin 2001. Le tableau 10.7, tire du 
manuel de reference, fournit les facteurs de concordance de deux obligations livrables 
selon les mois d’ecbeance du CGB. 


31. 11 apparait peu plausible que le vendeur du contrat livre une obligation dont le coupon est superieur 
a 6% puisqu’une telle obligation vaut encore plus que I’obligation notionnelle. En effet, c’est le 
vendeur du contrat qui choisit la categoric d’obligations qui sera livree pour satisfaire les exigences 
du contrat a terme. 
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Tableau 10.7 Facteurs de concordance - 

Obligations du gouvernement canadien (15 juin 2001) 


Mois d'echeance du CGB 

Coupon 

Echeance 

En cours 

(G$CA) 

sept. 01 

dec. 01 

mars 02 

juin 02 

5,50% 

T^juin 2010 

10,4 

0,966 2 

0,967 1 

0,967 7 

0,968 6 

6% 

T^juin 2011 

12,6 

0,999 9 

1,000 0 

0,999 9 

1,000 0 


Pour calculer ces facteurs de concordance, nous utiliserons la fonction price 
d’ Excel, laquelle apparait a la figure 10.6. 


Figure 10.6 La fonction price Excel 
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Nous avons calcule le facteur de concordance de septembre 2001 pour I’obli- 
gation echeant le 1“ juin 2010. Avec la fonction date, nous avons entre la date du 
premier septembre 2001 a la ligne settlement de Ticone de la fonction. Puis nous 
avons indique de la meme fagon Techeance de cette obligation, le taux de son coupon 
(5,5%), son taux de rendement (6%), soil le coupon de I’obligation notionnelle de 
la Bourse de Montreal, la valeur nominale a Techeance, soil 100, et la frequence des 
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paiements des coupons, soil 2^^. Nous obtenons comme resultat : 96,62. Pour obtenir 
le facteur de concordance qui apparait dans le tableau 10.7, nous divisons ce resultat 
par 100. 

Comme nous le disions auparavant, le vendeur du contrat a terme fait face a 
toute une panoplie d’obligations qu’il peut livrer a I’echeance du contrat. Laquelle 
livrera-t-il ? Lors de la livraison, cet individu recevra le produit du facteur de concor- 
dance (FC) et du prix a terme (F), auquel s’ajoutent les interets courus. II doit par 
ailleurs acheter cette obligation au prix au comptant (S) le jour de la livraison et payer 
en sus les interets courus pour satisfaire a I’exigence de livraison. Le revenu net qu’il 
retire de cette transaction est done de : 

(FCxC)-S 

soit la difference entre le prix a terme ajuste et le prix au comptant^^. II livrera done 
I’obligation qui lui procure le revenu net le plus eleve, e’est-a-dire I’obligation «la 
moins chere a livrer (MCL)^'*». 

Maintenant, il nous reste a determiner le facteur de concordance lorsque Ton 
connait I’obligation la moins chere a livrer. Par convention, pour les fins du reglement 
et de la livraison, I’echeance d’une obligation est calculee par periodes entieres de 
trois mois, en arrondissant au debut du trimestre. Ainsi, pour calculer I’echeance, une 
obligation de 10 ans et deux mois est consideree comme une obligation de 10 ans. 

Prenons I’exemple suivant, tire d’un cas etabli par la Bourse de Montreal. 
Disons que nous sommes a la fin de juin 2001 et que seules les deux obligations du 
tableau 10.7 sont livrables. L’ obligation la moins chere a livrer est ici celle qui a 
le coupon le plus bas, soit 5,5%. Quel facteur de concordance doit-on choisir pour 
cette obligation? Entre le premier juin 2001 et le premier juin 2010, il y a dix-huit 
semestres. Comme nous sommes a la fin de juin, il reste done 8 ans 11 mois avant 
I’echeance de I’obligation. Pour les fins du reglement, I’obligation est done consideree 
comme une obligation de 8 ans et 9 mois. Pour calculer le prix du contrat a terme, il 
faut done utiliser le facteur de concordance de septembre, soit 0,966 2. 

Disons que notre investisseur dans I’exemple precedent desire proteger son 
portefeuille d’obligations en utilisant le contrat CGB. Son portefeuille est de 1 M$. 
Combien de contrats CGB doit-il vendre? Void d’abord une reponse naive. Comme 
la valeur nominale d’un contrat CGB se situe a 100 000$, le nombre de contrats 
serait le suivant : 


Nombre de contrats = FC x 


Valeur du portefeuille 
Valeur nominale 


32. Cette ligne n'apparait pas dans I'icone de la fonction. 

33. Les interets courus n’apparaissent pas dans cette equation, car ils disparaissent par simplification. 

34. The cheapest to deliver, en anglais. 
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= 0,966 2 X 


1 000 000 
100 000 


= 9,662 = 10 


soil environ 10 contrats. 


Mais ce calcul fait abstraction du ratio de couverture, c’est-a-dire la sensibilite 
du prix an comptant en regard du prix du contrat a terme. II faut done corriger comme 
suit la formule precedente pour determiner le nombre de contrats vendus a des fins 
de couverture du portefeuille : 

Valeur du portefeuille AS 

Nombre de contrats = FC x x 

Valeur nominale AF 


oil S est le prix au comptant et F, le prix a terme. 

On le salt, la volatilite d’une obligation est reliee a sa duree. La duree d’une 
obligation est I’ecbeance moyenne ponderee d’une obligation. La duree de Macaulay 
se definit comme suit : 

(1 + y)' 

Duree de Macaulay = ^ t x 

t=l V’ 

oil t est le temps auquel est verse le cash-flow C„ mesure en annees, et y, le taux de 
rendement de I’obligation. Pour calculer la duree, ebaque ecbeance t des cash-flows est 
done ponderee par le cash-flow relatif a cette periode, defini sur une base actualisee. 
Pour calculer le ratio de couverture, on ajuste cette duree par le nombre de versements 
de coupons dans une annee, soil m. On obtient la duree modifiee : 


D 


m 


Duree de Macaulay 



L’ approximation suivante entre la variation du prix d’une obligation et la 
variation de son taux de rendement est bien connue : 


S 


-D„ 


xArs 


oil D^j, est la duree modifiee du contrat au comptant. On pent reecrire cette expression 
comme suit : 

AS » -D„s X Ai-s X S 


S est ici le prix au comptant de 1’ obligation a couvrir. Cette expression vaut egalement 
pour le prix a terme de 1’ obligation la moins cbere a livrer, F : 

AF = -Dj^p X Arp X F 
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Le ratio de couverture est done egal a : 

AS S Ar 

— iiiJ ^ ^ ^ 

D,^P F Arp 

^ , , An 

Pour calculer — ^ , on regresse sur rp : 

rj, = a + prp, + 8, 

Ar 

— ^ pent done etre mesure par P , soil la valeur de P resultant de la regression. 

Arp 

Par eonsequent, le ratio de eouverture est de : 


AF 


^x-xB 
D„P F 


et le nombre de eontrats neeessaires pour eouvrir une obligation est de : 


Nombre de contrats = FC x 


Valeur du portefeuille 
Valeur no min ale 


AS 

X — 

AF 


Pour illustrer cette formule, prenons I’exemple suivant, emprunte a Fun des 
manuels CGB de la Bourse de Montreal. Un negociant d’obligations du gouvernement 
du Canada detient 5 M$ d’obligations qui ecboient le fevrier 20XX. L’ obligation 
se negocie au prix de 111,50$. Sa duree est de 6,93 ans. 

Ce negociant veut eouvrir sa position sur le marcbe a terme. L’ obligation la 
moins cbere a livrer ecboit le 1“ decembre 20XX. File se transige a 101,075$ et sa 
duree modifiee est de 5,79 ans. Son facteur de concordance est de 1,076. Par ailleurs, 
le beta du rendement est de 1 . Valeur nominale 


Le nombre de contrats a terme (NF) a vendre pour assurer une couverture 
parfaite est le suivant : 


NF = 


5 000 000 
100 000 


6,93 111,5 

X X 

5,79 101,075 


X 1, 076 = 7 1 contrats 


9.2. Le contrat a terme sur I'indice S&PTSX60 

En septembre 1999, la Bourse de Montreal a lance un contrat a terme sur I’indice 
de la Bourse de Toronto S&P TSX60^^: le contrat SXF. Le prix tbeorique d’un tel 
contrat est le suivant : 


35. Qui s’appelait alors le S&P TSE60. 
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F = 

ou F est le prix a terme de Findice ; S, son prix au comptant; r, le cout de finance- 
ment ; d, le taux de rendement du dividende et T, la duree du contrat. Cette formule 
est assez exacte pour un contrat a terme defini sur un indice boursier, car le taux de 
rendement du dividende s’approche d’un taux continu, etant donne la diversification 
de titres qu’effectue Findice. Ce taux n’excede pas 3 %. 

On applique un multiplicateur aux cotes des contrats definis sur des indices 
boursiers pour calculer leur valeur. Pour le contrat S&P TSX60, ce multiple est de 
200 $CA. Par exemple, supposons qu’un investisseur achete 100 contrats sur Findice 
au debut d’une journee. Le contrat cote 410 a Fouverture et 420 a la fermeture. Le 
profit realise par cet investisseur cette journee-la est done de : 

(100 contrats) x (420 - 410) x 200 = 200 000$ 

La popularite des contrats a terme sur indices boursiers est associee a un style 
de gestion de portefeuille qui connait un essor indeniable : la gestion indicielle. En 
recourant a cette strategie, les gestionnaires de portefeuille essaient de reproduire un 
indice boursier. Disons qu’ils veulent reproduire Findice S&P TSX60. Ils ont alors 
deux possibilites : i) investir dans les 60 actions constituant Findice, en respectant les 
ponderations de Findice^®; ii) investir dans le contrat a terme sur cet indice. Or, dans 
cette alternative, la premiere solution s’avere beaucoup plus couteuse que la seconde 
en termes de frais de courtage et de frais relies a Fecart entre les cours acheteurs et 
vendeurs. Comme il est beaucoup moins couteux de negocier sur le marche a terme 
que sur le marche au comptant, le contrat a terme comporte des avantages indeniables 
pour mettre sur pied une gestion indicielle. 

II existe une autre strategie de portefeuille qui, tout en recherchant un rendement 
superieur a un indice boursier, cherche a minimiser Ferreur de suivi {tracking-error). 
L’erreur de suivi se definit comme suit: a^r^ -q) , oil a represente Fecart-type du 
rendement, rp, le rendement du portefeuille qui vise a obtenir un rendement plus eleve 
que celui d’un indice et q, le rendement de Findice. Comme le note le manuel de 
reference de la Bourse de Montreal sur le contrat a terme sur Findice S&P TSX60, ce 
contrat est un outil approprie pour mettre en oeuvre cette strategie de portefeuille. 

Pour ce faire, il suffit de tirer parti des deviations entre la valeur marchande 
du contrat et sa valeur theorique. On prend alors simultanement une position sur un 
portefeuille d’ actions repliquant Findice et une position opposee sur le contrat a terme 
sur Findice. Si le prix observe du contrat est plus eleve que son prix theorique, e’est 
qu’il est surevalue. Il s’agit alors de prendre une position a decouvert (short) dans ce 
contrat et une position en compte (long) dans le portefeuille qui reproduit Findice. Et 


36. 11s peuvent aussi investir dans un portefeuille qui comporte moins d’actions que Findice, mais qui 
est cointegre a Findice. 
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on recourt aux transactions opposees si le prix a terme observe se revele inferieur a 
sa valeur theorique. On obtient alors un rendement superieur a celui que Ton aurait 
obtenu si Ton avait maintenu une seule position. 


10. Les operations de couverture sur le marche a terme 

10.1. Operation de couverture par anticipation 

Nous introduisons cette section en rappelant les operations de couverture par antici- 
pation. Dans de telles operations, un investisseur ne dispose d’aucune position sur 
le marcbe au comptant. II veut se premunir contre une situation defavorable qu’il 
prevoit dans I’avenir. 

Pour mieux comprendre, considerons le cas suivant. C’est aujourd’bui le 
1“ septembre. Un investisseur anticipe une rentree de fonds de 1 M$ dans deux mois, 
soit le 1" novembre, qu’il prevoit investir dans des obligations du gouvernement 
federal. II pense que les taux d’interet ont atteint leur sommet et il veut geler le taux 
d’interet actuel, soit celui du 1“ septembre. 

Pour se couvrir de la baisse attendue de taux d’interet, cet individu acbete 
dix contrats CGB dont la valeur nominale par contrat s’eleve a 100 000$. Entre le 
1“ septembre et le 1“ novembre, une baisse de taux d’interet est observee, comme 
prevu. L’ evolution respective des prix des obligations sur les marches au comptant 
et les marches a terme entre ces deux dates apparait au tableau 10.8. 


Tableau 10.8 Operation de couverture par anticipation 



Marche au comptant 

Marche a terme 

1®' septembre 

71,50$ 

72,30$ 

1®' novembre 

78,20$ 

78,50$ 

Variation 

6,70$ 

6,20$ 


Le 1“ novembre, Tinvestisseur achetera alors dix contrats d’obligations sur 
le marche au comptant et vendra dix contrats d’obligations sur le marche a terme de 
fagon a fermer sa position sur ce marche. 

La perte qu’il essuie sur le marche au comptant en raison du relevement des 
prix des obligations s’eleve au montant suivant par 100$ : 

78,20$ -71,50$ = 6,70$ 
soit une perte de 67 000 $ par million. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


350 Finance computationnelle et gestion des risques 


Par centre, son gain sur le marche a terme s’eleve an montant suivant par 

100 $: 

78,50$ -72,30$ = 6,20$ 

soil 62 000 $ par million. La perte nette qui resulte de ses operations sur le marche a 
terme et an comptant se chiffre a : 

67 000$ -62 000$ = 5 000$ 

Nous avons ici un cas de couverture imparfaite puisque I’operation de couverture s’est 
traduite par une perte pour notre gestionnaire^’. Ici, la source de perte de notre gestion- 
naire est le marche au comptant; sa source de gain est le marche a terme. Comme 
les prix ont augmente plus rapidement sur le marche au comptant que sur le marche 
a terme, il en a resulte une perte nette pour notre gestionnaire. Le prohleme provient 
du fait que la hase, soil la difference entre les prix au comptant et a terme, a diminue 
en deux mois, e’est-a-dire qu’elle est passee de -0,8 a -0,3 entre le 1" septemhre et 
le 1“ novemhre. En I’absence de modification de la hase, I’operation de couverture 
se serait traduite par un henefice nul pour notre gestionnaire. 

Notre investisseur a essuye une perte nette a la suite de ses operations de 
couverture du fait du retrecissement de la hase, qui s’elevait a 5 000$. Mais cette 
perte aurait ete heaucoup plus importante s’il ne s’etait pas couvert, puisqu’elle aurait 
atteint 67 000$. Pour qui veut se proteger contre une evolution des taux d’interet 
qui pourrait lui etre defavorable, la couverture est recommandee meme si elle peut 
entramer une perte. En raison de la correlation qui existe entre les prix au comptant et 
a terme, cette perte sera heaucoup plus faible que celle qui aurait resulte d’une absence 
de couverture dans le cas d’une situation defavorable pour notre investisseur. 


10.2. Operation de couverture a decouvert 

Dans ce cas-ci, notre gestionnaire possede par-devers lui un portefeuille d’obligations. 
Pour une raison ou pour une autre, il ne peut vendre ses obligations, mais il veut tout 
de meme proteger son portefeuille contre une hausse eventuelle des taux d’interet. 

Ea strategie de couverture qu’il convient d’appliquer dans pareil cas est de 
vendre des contrats a terme d’obligations. C’est la une fa^on de raccourcir la duree 
de son portefeuille ou, si Eon veut, d’en diminuer le risque. S’il advient une hausse 
de taux d’interet a la suite de sa vente de contrats a terme, il pourra les racheter a un 
prix inferieur sur le marche a terme. Ee profit qu’il enregistrera alors compensera la 
perte qu’il accusera sur le marche au comptant en raison de la devalorisation de son 
portefeuille d’obligations. Une telle perte sera «sur le papier » s’il ne revend pas son 
portefeuille d’obligations ou constituera une perte effective dans le cas contraire. 


37. Pour etre parfaite, une operation de couverture ne doit comporter ni gain, ni perte. 
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Nous sommes le 1“ decembre 20X0. Notre gestionnaire possede un portefeuille 
d’obligations federates dont la valeur nominale est de 5 M$. Pour se couvrir, il vend 
50 contrats a terme CGB. Trois mois plus tard, les taux d’interet ont augmente, 
evenement auquel etait vulnerable notre gestionnaire de portefeuille. II ecoule alors 
son portefeuille d’obligations et ferme sa position sur le marche a terme en rachetant 
ses 50 contrats. Les donnees relatives au marche au comptant et au marche a terme 
le 1“ decembre 20X0 et le 1“ mars 20X1 apparaissent au tableau 10.9. 


Tableau 10.9 Cotes du marche au comptant et du marche a terme 



Marche au comptant 

Marche a terme 

1®' decembre 20X0 

79,70$ 

77,10$ 

1®' mars 20X1 

76,00$ 

73,30$ 

Variation 

(3,70)$ 

(3,80)$ 


Le 1“ mars 20X1, il enregistre la perte suivante sur le marche au comptant: 
(79,70$ - 76$) X 50 000^« = 185 000$ 

Par ailleurs, il realise le gain suivant en fermant sa position sur le marche a terme : 
(77,10$ - 73,30$) X 50 000 = 190 000$ 

Un profit net resulte dans ce cas-ci des operations de couverture de notre gestionnaire, 
et il s’eleve a 5 000$. 

Si notre gestionnaire a joui dans ce cas-ci d’un gain a la suite de ses operations 
de couverture, c’est que le prix a terme a diminue plus rapidement que le prix au 
comptant, comme en fait etat le tableau 10.9. La base s’est en effet elargie de 2,6 a 
2,7 du 1" decembre 20X0 au 1“ mars 20X1. 


10.3. Operation de couverture croisee 

Nous sommes en presence d’une operation de couverture croisee quand les instruments 
a terme ne sont pas de meme nature que les instruments au comptant. Dans les deux 
cas precedents, on couvrait des titres au comptant, soit des obligations federates, par 
des instruments identiques sur les marches a terme : des obligations federates. Dans 


38. En effet, il detient 50 contrats d’obligations federates. Comme la valeur individuelle de ces contrats 
est de 100 000$, cela fait une valeur nominale de 5 000 000$. Avec les cotes etablies sur une base 
de 100$, il faut multiplier la difference des cotes par 50 000 pour obtenir la perte globale de notre 
gestionnaire de portefeuille. 
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le cas d’operations croisees, des obligations corporatives seront couvertes par des 
obligations federates a terme puisqu’il n’existe pas d’obligations corporatives sur le 
marcbe a terme. 

Envisageons le cas suivant. Une compagnie prevoit emettre des obligations 
dans trois mois et elle vent se couvrir contre un rencberissement eventuel du loyer de 
r argent. La logique lui dicte de vendre immediatement des contrats a terme. Selon les 
bons principes de la couverture par anticipation, elle doit effectuer aujourd’bui sur le 
marcbe a terme ce qu’elle a I’intention de faire plus tard sur le marcbe an comptant, 
c’est-a-dire vendre des obligations. Mais ce dont il faut etre bien conscient dans ce 
cas-ci, c’est qu’il est tres difficile de predire le gain on la perte nette qui resultera de 
I’operation de couverture. En effet, etant donne la nature differente des instruments 
an comptant et a terme, la correlation entre ces instruments est loin de I’unite et de 
plus, elle est incertaine. Les operations de couverture impliquant des instruments 
differents exigent du doigte. 


11. Les swaps de taux d'interet 

Les swaps de taux d’interet sont apparus en 1981 en raison des fluctuations de plus en 
plus importantes des taux d’interet sur les marches financiers. Les taux d’interet ont 
en effet sensiblement augmente au debut des annees 1980. Les institutions financieres 
qui disposaient majoritairement d’elements d’actif a long terme et dont le financement 
reposait majoritairement sur les depots a court terme ont beaucoup souffert de cette 
situation. Le taux de rendement de leur actif demeurait relativement stable alors que 
leur cout de financement frolait la stratosphere. Cette situation s’est soldee par des 
marges beneficiaires tres faibles pour ces institutions, voire des marges negatives. 
Meme que plusieurs caisses d’epargne et de credit aux Etats-Unis (Savings and Loans 
Associations) qui finan 9 aient des hypotheques a long terme a partir de depots a court 
terme ont du deposer leur bilan au debut des annees 1980 en raison du cumul de 
marges beneficiaires negatives. 

C’est dans pared contexte que sont apparus les swaps de taux d’intereC®. Le 
swap est une entente contractuelle entre deux parties pour echanger des flux monetaires 
specifies, souvent des paiements a taux d’interet Axes contre des paiements a taux 
d’interet variables. Dans une telle transaction, le principal ne change pas de mains ; 
il n’est que subsidiaire a la transaction puisqu’il ne sert qu’a calculer les paiements 
periodiques d’interets. 

La couverture par swap de taux d’interet bloque le taux d’interet a un certain 
niveau. Elle est done assimilable a cede qui est effectuee par contrat a terme. En 
fait, un swap est une serie de contrats a terme. Un swap de deux ans est une serie de 
contrats a terme, disons de trois mois, pour lesquels le taux a terme resterait fixe. 


39. Les developpements sur les marches financiers activent en effet les innovations financieres. 
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Nous allons illustrer comment fonctionne un swap a partir de I’exemple suivant. 
Dans ce swap, il y a echange de paiements d’interets a taux fixe contre des paiements 
d’interets a taux variable. 

Au tableau 10.10 apparait le bilan simplilie d’une caisse populaire avant une opera- 
tion de swap. 


Tableau 10.10 Bilan d’une caisse populaire avant une operation de swap 



Actif 

Passif 

Swap 

Ecart apres swap 

Fonds non relies 

2 000$ 

5 000$ 

0 

(3 000)$ 

Fonds a taux variable 

7 000$ 

12 500$ 

0 

(5 500)$ 

Fonds a taux fixe : 0-12 mois 

8 000$ 

7 000$ 

0 

1 000$ 

Fonds a 13 mois et plus 

14 000$ 

6 500$ 

0 

7 500$ 

Total 

31 000$ 

31 000$ 

0 

0$ 


Au tableau 10.10, nous avons decompose les fonds de la caisse, tant a I’actif 
qu’au passif et a 1’ avoir, selon la frequence de renegociation des taux d’interet. Comme 
leur nom I’indique, les fonds non relies sont ceux dont la remuneration ne varie pas a 
la suite de variations de taux d’interet. A Tactif, ces fonds sont, entre autres, Tencaisse 
et au passif, T avoir des membres. Les fonds a taux variable sont ceux pour lesquels 
les taux d’interet sont renegocies a tres court terme au gre des conditions du marcbe. 
Les marges de credit commercials font partie de cette categorie de fonds a I’actif. 
Les fonds a taux fixe sont ceux qui component une ecbeance, tels les depots a terme 
ou les certificats de placement. 

La caisse dont le bilan apparait au tableau 10.10 accuse un surplus de depots 
a taux d’interet variable de 5,5 M$ ainsi qu’un surplus de prets a taux fixe d’un an et 
plus de 7,5 M$. Une telle situation est normale dans une caisse populaire. Les caisses 
ont en effet beaucoup plus de depots a taux variable, telle I’epargne stable, que de 
prets a taux variable, telles les marges de credit personnelles et commerciales. Ce 
surplus de depots a taux variables leur sert a financer des hypotbeques, un instrument 
a taux fixe, qui constitue leur principal actif. Les caisses sont done vulnerables a une 
bausse des taux d’interet. En effet, si les taux d’interet augmentent, les caisses verront 
leurs revenus nets d’interet diminuer. 

Pour corriger en partie son desappariement, la caisse, dont le bilan apparait 
au tableau 10.10, s’engage dans un swap d’interet avec une banque, par exemple. Le 
capital de reference qui sert de base au swap‘*^ se cbiffre a 5,5 M$. La caisse paie un 
taux d’interet fixe sur ce montant et elle re 9 oit des paiements a taux d’interet variables 


40. Cela represente le capital notionnel qui servira a calculer les paiements periodiques d’interet pour 
les deux parties du swap. 
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sur ce meme montant. C’est comme si, avec ce swap, la caisse s’etait constitue un 
nouvel actif a taux variable de 5,5 M$. Elle accusait en effet un deficit d’actif a faux 
variable initialement. Par ce nouvel actif, elle supprime son desappariement dans cette 
categorie d’echeance. En contrepartie, elle se cree un passif tictif de 5,5 M$ dans les 
echeances de un an et plus, diminuant par le fait meme son desappariement dans cette 
categorie d’echeances. Ea situation de son bilan apres ce swap se retrouve au tableau 
10.11. On y remarque maintenant une activite hors bilan: le swap. 


Tableau 10.11 Bilan d’une caisse populaire apres une operation de swap 



Actif 

Passif 

Swap 

Ecart apres swap 

Fonds non relies 

2 000$ 

5 000$ 

0 

(3 000)$ 

Fonds a taux variable 

7 000$ 

12 500$ 

5 500 

0$ 

Fonds a taux fixe: 0-12 mois 

8 000$ 

7 000$ 

0 

1 000$ 

Fonds a 13 mois et plus 

14 000$ 

6 500$ 

(5 500) 

2 000$ 

Total 

31 000$ 

31 000$ 

0 

0$ 


On remarque au tableau 10.11 que la caisse a considerablement reduit son 
desappariement par le biais du swap. Au depart, cette caisse etait vulnerable a une 
hausse des taux d’interet, car les taux d’interet de ses elements de passif etaient en 
moyenne renegocies plus frequemment que ceux de son actif. Apres le swap, si les 
taux d’interet augmentent, la caisse verra certes son cout de tinancement augmenter 
sensiblement, mais la banque, contrepartie du swap, lui versera alors un taux d’interet 
plus important, ce qui permettra a la caisse d’assumer la hausse des taux d’interet 
sans que sa marge beneficiaire ne diminue substantiellement. 

II faut cependant souligner qu’un swap ne va pas sans couts. Supposons que 
les intervenants des marches financiers prevoient une hausse des taux d’interet. Selon 
la theorie de la structure a terme des taux d’interet, les taux a long terme sont alors 
superieurs aux taux a court terme. Mais comme la caisse a conclu un swap dans lequel 
elle re 9 oit un taux d’interet variable (a court terme) et qu’elle paie un taux fixe, le 
swap presente un cout pour elle lorsqu’elle y a recours. Ce cout se mesure alors a la 
difference entre le taux d’interet a long terme et le taux d’interet a court terme (ou 
taux variable). 

Ce cout doit-il decourager la caisse de contracter un swap pour proteger sa 
marge beneficiaire contre les hausses eventuelles de taux d’interet? Ea reponse est 
negative. C’est effectivement lorsque les previsions de taux d’interet sont orientees 
a la hausse que la caisse doit effectuer des operations de couverture. Ees taux d’in- 
teret a long terme sont alors superieurs aux taux a court terme, ce qui implique que 
le swap entrame un cout net pour la caisse. Ees marches financiers n’offrent pas de 
repas gratuit, comme le veut Tadage anglais bien connu. Ee cout net que paie la 
caisse represente alors le benefice actualise qu’elle espere en retirer dans les mois qui 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


Les contrats a terme 355 


suivent le swap, un point c’est tout. Le cout du swap est done assimilable a une prime 
d’assurance: la caisse paie cette prime pour se proteger contre un sinistre eventuel, 
la hausse des taux d’interet'*'. 


Resume 

Les marches a terme des instruments financiers ont progresse a vive allure depuis le 
debut des annees 1980. La valeur des contrats a terme a meme tendance a exceder 
celle des instruments au comptant sous-jacents. Les contrats a terme sont en effet plus 
liquides que les instruments au comptant ils exigent une mise de fonds moindre et 
comportent des couts de transactions inferieurs, d’oil I’engouement des speculateurs 
et des arbitragistes de couverture a leur endroit. 

Dans ce chapitre, nous avons, entre autres, traite la determination des prix a 
terme des titres financiers et des produits de base. Nous avons pu constater qu’une 
relation somme toute assez mecanique relie les prix a terme aux prix au comptant. 
La technique de determination des prix a terme que nous avons exposee est celle des 
couts nets de portage {net costs-of-carry). En fait, il s’agit de calculer les couts nets, 
e’est-a-dire diminues des revenus que rapporte I’instrument au comptant, de «trans- 
porter» I’instrument a terme du present a sa date de livraison. Ces couts nets, majores 
du prix de I’instrument au comptant, constituent le prix du contrat a terme. II va sans 
dire que les couts ou les revenus qui viennent en deduction de ces couts doivent etre 
calcules en termes de valeurs futures. Les couts sont grosso modo constitues du cout 
de financement pour acquerir I’instrument au comptant et du cout de son entreposage, 
s’il y a lieu, entre la date actuelle et la date de livraison du contrat. Les revenus sont 
ceux que procure la detention de 1’ instrument au comptant entre ces deux memes 
dates. Ces revenus peuvent etre explicites, comme les interets periodiques que regoit 
le detenteur d’obligations, ou implicites, comme I’avantage que procure la detention 
d’un produit de base qui entre dans la production d’un bien. 

Nous avons par la suite presente au lecteur les operations de couverture. Comme 
nous avons pu le constater dans ce chapitre, les ratios de couverture different selon 
la fonction objective qu’on optimise. Mais un ratio de couverture comporte en gros 
deux composantes principales : le rapport de volatilite entre I’instrument au comptant 


41 . Si le marche prevoit des baisses de taux d’interet, les taux a long terme sont alors inferieurs aux taux 
a court terme, en vertu de la theorie des anticipations. Le swap presente alors sur le coup un revenu 
net positif pour la caisse, puisqu'elle re9oit un taux d’interet variable et paie un taux fixe en raison 
du swap qu’elle a conclu. Mais, ironiquement, si les taux d’interet diminuent conformement aux 
previsions, la caisse aurait raieux fait de ne pas se couvrir en s’engageant dans un swap. En effet, 
en r absence du swap, la marge beneficiaire de la caisse aurait augmente puisqu’une baisse des taux 
d’interet lui est favorable. Encore une fois, la caisse en a pour son argent: les marches financiers ne 
lui font pas de cadeau. S’ ils lui donnent un avantage au moment du swap sous la forme d’un revenu 
net, c’est qu’ils esperent par la suite beneficier d’une telle transaction. 
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et a terme et la correlation entre ces instruments. La volatilite et la correlation peuvent 
etre definies directement sur les niveaux des prix an comptant et a terme on encore 
sur leurs variations, tout dependant de la fonction objective que Ton optimise. Le 
beta de la couverture est le produit de la volatilite et de la correlation. Plus le beta 
est important, plus le ratio de couverture le sera egalement. 

Puis nous sommes passes aux aspects pratiques de la couverture contre les 
fluctuations de taux d’interet. Un gestionnaire qui s’engage dans une operation de 
couverture ne recherche pas le profit. II ne cherche qu’a stabiliser la valeur courante de 
son portefeuille d’obligations. L’ operation de couverture lui permettra eventuellement 
de recuperer les pertes qu’il prevoit subir sur son portefeuille d’obligations. 

L’une des techniques analysees dans ce chapitre pour couvrir un portefeuille 
d’obligations est la vente de contrats a terme. Par une telle transaction, le gestionnaire 
de portefeuille espere compenser sur le marche a terme les pertes qu’il peut subir 
sur le marche au comptant, c’est-a-dire sur le portefeuille de litres qu’il detient. Pour 
reussir une couverture parfaite, c’est-a-dire une couverture qui donne lieu a un profit 
nul, le rapport que notre gestionnaire doit etablir entre le nombre de ses contrats a 
terme et celui de ses contrats au comptant (les obligations qu’il detient) depend de la 
volatilite relative des prix au comptant et des prix a terme. Plus les prix au comptant 
sont volatils par rapport aux prix a terme, plus le nombre de contrats a terme requis 
pour realiser une couverture parfaite sera eleve en regard du nombre de contrats au 
comptant qu’il detient. Le surplus de contrats a terme qu’il detient sur ses contrats 
au comptant agit alors a litre de levier sur le prix a terme qui ne varie pas assez par 
rapport au prix au comptant. 

Au debut des annees 1980, les swaps (echanges) de taux d’interet sont apparus 
sur les marches financiers. Dans un swap de taux d’interet, il est question d’echange 
de paiements a taux d’interet fixe contre des paiements a taux d’interet flottant ou 
variable. Les paiements d’interets variables d’une caisse populaire sont habituellement 
beaucoup plus eleves que ses revenus d’interets variables, ce qui la rend vulnerable 
a une hausse des taux d’interet. Pour s’en proteger, elle peut conclure avec une autre 
institution flnanciere un swap en vertu duquel elle paie un taux d’interet fixe et re 9 oit 
un taux d’interet variable. Elle corrige alors en partie son probleme de desapparie- 
ment. Cependant, un tel swap comporte un cout puisque, en periode de previsions 
a la hausse des taux d’interet, les taux a long terme sont habituellement superieurs 
aux taux a court terme, suivant la theorie des anticipations. Mais c’est la le prix, ou 
la prime d’ assurance a payer par la caisse pour se proteger contre la hausse des taux 
d’interet. Les marches financiers ne font malheureusement pas de cadeaux : ils font 
payer aux beneficiaires d’un service la pleine valeur escomptee des avantages dont 
ceux-ci esperent jouir par le biais de leurs transactions. 
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CHAPITRE 


11 

LEXERCICE PREMATURE DES OPTIONS 
AMERICAINES CLASSIOUES 


Dans ce chapitre, nous nous interessons a I’exercice premature on anticipe des 
options americaines classiques. L’exercice premature est une option additionnelle 
qui s’incorpore dans une option classique de vente on d’ achat americaine et qui, en 
augmentant la marge de manoeuvre de son detenteur, est susceptible de rehausser la 
valeur des options. L’exercice premature permet en effet an detenteur d’une option 
de modifier ses flux monetaires durant sa duree de vie, ce qu’il ne saurait faire avec 
I’option europeenne classique. 

L’exercice premature complique le calcul du prix d’une option. En effet, se 
pose alors le probleme de determiner la strategie optimale d’exercice. On recourt a la 
programmation dynamique, en I’occurrence a I’equation de Bellman, pour determiner 
cette strategie optimale. 

Dans ce chapitre, nous etudierons les bases de la determination de la strategie 
optimale d’exercice. Puis, nous nous attaquerons au trace de la frontiere d’exercice 
d’une option classique en recourant a la technique de I’arbre binomial. Finalement, 
nous aborderons le calcul d’une option americaine dans une perspective historique, 
d’abord en etudiant les modeles de Merton et Black, puis en nous deplagant vers le 
modele binomial de I’option americaine. 


1. L'exercice premature: aperqu general 

Le prix d’une option de vente europeenne est une esperance mathematique calculee 
par la formule suivante : 

P = E‘^[e"’^(X-STr] 
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oil P est le prix de 1’ option de vente, r, le taux sans risque, X, le prix d’exercice de 
I’option, T, I’echeance de I’option, le prix du sous-jacent de I’option a I’echeance 
et I’operateur d’esperance dans un univers neutre an risque. 

Cette equation signifie que le prix d’un put europeen est I’esperance, dans un 
univers neutre au risque, de son payoff final actualise, le payoff etant bien stir une 
variable aleatoire, n’ etant pas connu au moment du calcul du prix de 1’ option. Par 
ailleurs, le prix d’une option de vente americaine se determine comme suit : 

P = maxE*^ r e^” (X - S )^1 ' 

Pour une option americaine, il faut done calculer le maximum de I’esperance sur toutes 
les dates d’exercice possibles x. Ce calcul peut etre effectue a I’aide de la programma- 
tion dynamique. Comme le montre Tavella^, le probleme revient a appliquer de fagon 
recursive I’equation de Bellman, qui s’ecrit, dans le cas qui nous interesse : 

V(S,, t) = max [Payoff, PV, (v(S, + dS, t + dt))] ^ 

Ea valeur d’une option americaine a I’instant t est done le maximum des deux nombres 
suivants : i) son payoff a I’instant t; ii) la valeur presente des flux monetaires a venir 
de r option. Cette equation se resout facilement par la tecbnique de I’arbre binomial 
en debutant les calculs a la fin de I’arbre, la ou les payoffs de I’option sont connus, 
et en remontant par la suite jusqu’au debut de I’arbre en appliquant 1’ equation de 
Bellman a cbaque noeud. Ea valeur que Ton obtient au tout debut de I’arbre correspond 
au prix de I’option americaine. Dans la section suivante, nous nous interessons a la 
strategic optimale d’exercice d’une option americaine classique, qui est determinee 
par sa frontiere d’exercice. 


2. La frontiere d'exercice 

A tout instant, le detenteur d’une option americaine doit decider s’il exerce ou non son 
option. II I’exercera si le payoff Ae, I’option, c’est-a-dire sa valeur intrinseque, excede 
sa valeur de continuation, c’est-a-dire la valeur actualisee de ses flux monetaires. 
On comprend des lors qu’il est possible de tracer une frontiere d’exercice'' pour une 
option. Pour une option de vente americaine classique, celle-ci donne, a tout instant, 
le prix maximal du sous-jacent auquel cette option sera exercee. Elle sera done neces- 


1 . Certains auteurs preferent la notation suivante pour calculer le prix d’une option de vente europeenne : 
P = supE‘2[e-"(X-S,fl. 

2. Tavella (2002), p. 69-73. 

3. A remarquer que pour une option europeenne : V(S.,, t) = PV, j V(S, -t dS, t + dt)j . 

4. En anglais, on dit exercise boundary ou free boundary. 
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sairement exercee a tout prix inferieur^. La relation entre ces prix maximaux et la 
duree restante de 1’ option de vente constitue sa frontiere d’exercice. Pour une option 
d’achat americaine classique munie d’un dividende, la frontiere d’exercice donne, a 
tout instant, le prix minimal du sous-jacent auquel cette option sera exercee. Elle sera 
done necessairement exercee a tout prix superieur*. 


2.1. L'option de vente americaine 

Considerons le cas d’une option de vente dont le sous-jacent ne verse pas de divi- 
dende. Nous voulons tracer sa frontiere d’exercice. Pour ce faire, nous construisons 
son arbre binomial et nous determinons, a ebaque pas de I’arbre, le prix maximal 
auquel l’option sera exercee. Soit N le nombre de pas de la simulation, S le prix du 
sous-jacent, ici une action, X le prix d’exercice de l’option, sigma I’ecart-type du 
rendement du sous-jacent, rfle taux sans risque etX I’ecbeance de l’option. Au tableau 
11.1 apparait un programme ecrit en langage Visual Basic dont V output est constitue 
de la frontiere d’exercice de cette option. 

Nous avons construit une frontiere efficiente pour 10 pas et ensuite pour 
1 000 pas. La frontiere efficiente pour 10 pas est illustree a la figure 11.1. 

Figure 11.1 Frontiere d’exercice : put americain (N = 10) 
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5. Pour une option de vente, le prix d’exercice repond done au concept mathematique d’infimum, soit 
la plus grande borne inferieure. 

6. Pour une option d’achat portant dividende, le prix d’exercice repond done au concept mathematique 
de supremum, soit la plus petite borne superieure. 
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Tableau 11.1 Programme Visual Basic pour determiner 

la frontiere efficiente d’une option de vente americaine 


Sub frontierput( ) 

'Declaration des variables et des vecteurs 

N=1000 

S=45 

X=55 

sigma=0.8 

rf=0.03 

T=1 

Dim i As Integer 
Dim j As Integer 
Dim SmatO As Variant 
ReDim Smat(N) 

Dim Cash!) As Variant 
ReDim Cash(N) 

'Calcul du pas, des probabilites et du taux 
d'actualisation 
dt=T / N 

u=Exp(sigma*Sqr(dt)) 
d=Exp(-sigma*Sqr(dt)) 
p=(Exp(rPdt)-d) / (u-d) 
disc=Exp(-rf*dt) 

'Calcul des prix de Taction a la fin de Tarbre 
Smat(0)=S*(d''N) 

For j=1 To N 

Smat(j)=Smat(j-1)*(u / d) 

Next j 

'Calcul des flux monetaires de Toption de vente 
a la fin de Tarbre 
For j=0 To N 


Cash(j)=Application.Max(0, X-Smat(j)) 

If X-Smat(j) > 0 Then 
fe=Smat(j) 

Else 
fe=fe 
End If 
Next j 

Range("FE").0ffset(N+1 )=fe 
'Actualisation des flux de Toption 
For i=N-1 To 0 Step -1 
fe=0 

For j=0 To i 

Cash(j)=disc*(p*Cash(j+1)+(Tp)* 

Cash(j)) 

'On applique la regie d'exercice 
Smat(j)=Smat(j) / d 
Cash(j)=Application.Max(Casb(j), X 
- Smat(j)) 

If Cash(j)=X-Smat(j) Then 
fe=Smat(j) 

Else 
fe=fe 
End If 
Next j 

Range("FE").0ffset(i+1, 0)=fe 
Next i 

'Prix du put americain 
putamer=Cash(0) 

End Sub 


La frontiere d’exercice est la zone en noir sur la figure 11.1. La frontiere 
presente un profil saccade comportant des discontinuites en raison du calcul tres 
approximatif effectue a I’aide de Tarbre binomial, qui ne comporte ici que 10 pas. 
Nous avons en effet divise, lors de cette simulation, la duree de vie de Toption, ici 
de 1 an, en 10 sous-periodes, Tinstant 0 correspondant a Temission de Toption et 
T instant 10, a sa date d’ecbeance. 

Comme on pent le constater a la figure 11.1, il n’est pas optimal d’exercer 
Toption de vente au debut de la duree de vie de Toption. 11 faudrait alors que le prix 
de Toption cbute a de tres bas niveaux pour qu’il y a ait exercice. Cependant, la 
probabilite d’exercice de Toption augmente au fur et a mesure qu’on se rapprocbe de 
son ecbeance, les prix minimaux d’exercice etant de plus en plus importants. 
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De maniere a construire une frontiere d’exercice qui tende vers la continuite, 
nous avons augmente le nombre de pas (N) de I’arbre binomial a 1 000. Le resultat 
apparait a la figure 11.2. Comme on pent le constater, la frontiere est continue et 
comporte une pente positive en tout point. On note egalement que la probabilite 
d’exercice augmente rapidement lorsque Ton est suffisamment rapproche de la date 
d’echeance. Le prix d’exercice s’eleve alors rapidement. 

Figure 11.2 Frontiere d’exercice : put americain (N = 1000) 
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Tavella (2002) note que le prix d’une option americaine aura la meme formu- 
lation que celui d’une option europeenne dans la zone oil il est optimal de detenir 
I’option et non de I’exercer. Cette zone est en blanc a la figure 11.1. Par contre, dans 
la zone d’exercice (zone en noir a la figure 11.1), le prix de I’option americaine est 
egal a son payoff. Ces arguments emanent des travaux de Merton (1973, 1976, 1992) 
qui allegue qu’une option americaine devient europeenne lorsque sa date d’exercice 
est connue. Son prix est alors egal a la valeur esperee de son payoff caXcuXee, dans un 
univers neutre au risque. 


2.2. Option d'achat americaine 

dont le sous-jacent verse un dividende 

Deplagons maintenant notre collimateur vers la frontiere d’exercice d’une option 
d’achat. Comme nous le savons, une option d’achat americaine dont le sous-jacent 
ne verse pas de dividende ne sera jamais exercee. Sa valeur est alors egale a celle de 
I’option europeenne presentant les memes caracteristiques. Pour construire la frontiere 
d’exercice, nous avons done suppose que son sous-jacent verse un dividende continu^. 
Pour etablir cette frontiere, nous construisons son arbre binomial et nous determinons 
cette fois-ci, a chaque pas de I’arbre, le prix minimal auquel I’option sera exercee. 


7. Cette hypothese est souvent retenue lorsque le sous-jacent est un indice boursier. 
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L’ introduction d’un dividende continu, designe par 8, dans I’arbre binomial precedent 
ne donne lieu qu’a un seul cbangement, soit an niveau de la probabilite neutre an 
risque de bausse et de baisse. La probabilite (p) neutre an risque de bausse devient : 

- d 

oil u est le mouvement de bausse du sous-jacent et d, le mouvement de baisse. Pour 
degager la frontiere d’exercice de cette option d’acbat, nous construisons son arbre 
binomial et nous determinons, a cbaque pas de I’arbre, le prix minimal auquel I’option 
sera exercee. An tableau 11.2 apparait un programme ecrit en langage Visual Basic 
dont V output est constitue de la frontiere d’exercice de cette option. 


Tableau 11.2 Programme Visual Basic pour determiner 

la frontiere efficiente d’une option d ’achat americaine 
dont le sous-jacent verse un dividende continu 


Sub frontiercalll ) 

'Declaration des variables et des vecteurs 

N=1000 

S=50 

X=45 

sigma=0.6 

rf=0.04 

T=1 

delta=0.03 

FE=0 

Dim i As Integer 
Dim j As Integer 
Dim SmatO As Variant 
ReDim Smat(N) 

Dim Cash!) As Variant 
ReDim Cash(N) 

'Calcul du pas, des probabilites et du taux 
d'actualisation 
dt=T/l\l 

u=Exp(sigma*Sqr(dt)) 
d=Exp(-sigma*Sqr(dt)) 
p=(Exp((rf-delta)*dt)-d) / (u-d) 
disc=Exp(-rf*dt) 

'Calcul des prix de I'action a la fin de I'arbre 
Smat(0)=S*(d''N) 

For j=1 To N 

Smat(j)=Smat(j-1)*(u / d) 

Next j 

'Calcul des flux monetaires de I'option d'achat 
a la fin de I'arbre 


For j=0 To N 

Cash(j)=Application.Max(0, Smat(j)-X) 

If Smat(j)-X > 0 And FE=0 Then 
FE=Smat(j) 

Else 
FE=FE 
End If 
Next j 

Range("FE").0ffset(N+1)=FE 
'Actualisation des flux de I'option 
For i=N-1 To 0 Step -1 
FE=0 

For j=0 To i 

Cash(j)=disc*(p*Cash(j+1)+(1-p)*Casb(j)) 
'On applique la regie d'exercice 
Smat(j)=Smat(j) / d 

Cash(j)=Application.Max(Casb(j), Smat(j)-X) 
If Cash(j)=Smat(j)-X And FE=0 Then 
FE=Smat(j) 

Else 
FE=FE 
End If 
Next j 

Range("FE").0ffset(i+1, 0)=FE 
Next i 

'Prix de I'option d'acbat europeenne 
callamer=Casb(0) 

End Sub 
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Figure 11.3 Frontiere d’exercice : call americain avec dividende (N = 10) 
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Nous avons d’abord construit la frontiere d’exercice pour un nombre de pas 
egal a 10 (N = 10). Cette frontiere est illustree a la figure 11.3. La zone en noir 
represente la zone d’exercice. Dans cette zone, la valeur de I’option est egale a son 
payoff. Cependant, du fait du calcul tres approximatif associe a un arbre binomial 
qui ne comporte que 10 pas, la frontiere d’exercice n’est pas definie pour un nombre 
de pas egal ou inferieur a 4. A la figure 1 1 .4, nous augmentons le nombre de pas a 
1 000. La frontiere d’exercice de 1’ option d’ achat est alors continue et comporte une 
pente negative, bien qu’il subsiste encore une petite zone oil elle n’est pas definie. Le 
prix minimal auquel I’option d’ achat sera exercee diminue done au fur et a mesure 
que Ton se rapproche de la date d’echeance de ladite option. 

Figure 11.4 Frontiere d’exercice : 

call americain avec dividende (N = 1 000) 
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3. L'approche de Merton (1973) et de Black (1976) 

AU CALCUL DU PRIX D'UNE OPTION AMERICAINE 

La formule analytique de Black et Scholes ne s’applique qu’a une option d’achat euro- 
peenne dont le sous-jacent ne verse pas de dividendes. Mais la plupart des options sur 
actions transigees sur les Bourses sont americaines et sont ecrites sur des actions qui 
versent des dividendes. Les premiers auteurs a s’etre attaques au probleme du calcul 
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du prix d’une option d’ achat americaine ecrite sur une action qui verse un dividende, 
soit Merton (1973) et Black (1976), ont tout simplement adapte requation de Black 
et Scholes pour qu’elle soit en mesure de calculer le prix d’une telle option. Leurs 
travaux ont debouche sur une formule approximative du prix d’une option d’achat 
americaine dont le sous-jacent verse un dividende. 

Rappelons en premier lieu qu’une option d’achat americaine dont le sous-jacent 
ne verse pas de dividende ne sera jamais exercee avant son echeance. Sa valeur est 
done la meme que celle d’une option europeenne. Merton (1973) a etabli la preuve 
de cette equivalence. II demontre d’abord que si le sous-jacent d’une option d’achat 
europeenne ne verse pas de dividendes durant la duree de vie de 1’ option*, alors la 
home inferieure de son prix (c ) est la suivante : 

c,>(s,-Xe-"f 

Par ailleurs, si 1’ option d’achat americaine ecrite sur une action qui ne verse pas de 
dividende est exercee, elle rapportera son payojf, e’est-a-dire : S., - X. Mais comme : 
(S^ - Xe“") > (S^ - X) sauf a I’echeance de I’option (x = T) , une telle option vaut 
done toujours davantage lorsqu’elle n’est pas exercee que lorsqu’elle Test. 

Supposons maintenant que I’option d’achat americaine soit ecrite sur une action 
qui verse deux dividendes fixes aux instants Xj et Xj (Xj > xj, compris a I’interieur 
de la duree de vie de I’option. Selon Merton (1973), il n’est optimal d’exercer une 
telle option qu’aux instants qui precedent immediatement une date ex-dividendes, 
e’est-a-dire alors que le dividende n’a pas encore ete verse. II n’y a done que deux 
dates possibles d’exercice dans le cadre de notre probleme. Qui plus est, il est beau- 
coup plus probable que I’option sera exercee, si tant est qu’elle le soit, juste avant la 
deuxieme date ex-dividendes plutot que juste avant la premiere. Il faudrait en effet 
que le premier dividende soit substantiel pour qu’elle soit exercee juste avant la 
premiere date ex-dividendes. 

On recourt a 1’ approximation de Black (1975) pour evaluer I’option d’achat 
americaine dont les caracteristiques viennent d’etre specifiees. Calculous d’abord son 
prix en supposant dans un premier temps qu’elle est europeenne. Cela ne demande 
qu’un ajustement mineur a la formule de Black et Scholes. Il suffit en effet de corriger 
le prix de Taction pour les deux dividendes en retranchant du prix de Taction les deux 
dividendes actualises. On obtient alors S*, le prix corrige : 

S* = S-Di 6 -D^e 


8. Ou si, de fagon equivalente, Foption d’achat est protegee centre de tels paiements, par un ajustement 
approprie du prix d’exercice, entre autres. 
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Pour calculer le prix du call europeen, on recourt alors a 1’ equation de Black et Scholes 
en substituant S* a S, c’est-a-dire : 

c = S*N(di)-Xe"''^N(d2) 

Le tableau 11.3 reproduit une fonction ecrite en Visual Basic (Excel) pour calculer 
le prix d’une telle option. 

Tableau 11.3 Programme Visual Basic du prix d’une option 
d’ achat europeenne dont le sous-jacent verse 
deux dividendes (D1 et D2) aux instants x, et 

Function calloptionBS2div(s, X, T, rf, sigma, D1, D2, T1, T2) 

'On calcule les dates de versement des deux dividendes. T1 et T2 sent en mois 
taux1=T1 / 12 
taux2=T2/ 12 

'On actualise les deux dividendes 
D1A=D1*Exp(-rPtaux1) 

D2A=D2*Exp(-rPtaux2) 

'On calcule S* 

SStar=s-D1A-D2A 

'Puis Ton applique la formula de B-S en remplagant S par S* 

Num=Log(SStar / X)+(rf+0.5*sigma'^2)*T 
D1=Num / (sigma*Sqr(T)) 

calloptionBS2div=SStar*Application.NormSDist(D1)-_ 

X*Exp(-T*rf)*Application.NormSDist(D1-sigma*Sqr(T)) 

End Function 


Lorsque la date d’exercice est connue, une option americaine devient euro- 
peenne. Nous connaissons ici les trois dates d’exercice possibles : x, , Xj et T. On 
calculera done le prix de I’option a cbacune de ces dates d’exercice en supposant 
qu’elle devient europeenne a cbacune de ces dates. Le prix de I’action americaine 
sera alors le maximum des trois prix ainsi calcules, c’est-a-dire: 

c = max(c^_,c^ ,c.j.) 

Comme il est tres peu probable que I’option d’acbat soil exercee juste avant la 
premiere date ex-dividendes, nous supposons qu’elle peut etre exercee seulement juste 
avant la deuxieme date ex-dividendes et a son ecbeance. Nous avons deja calcule sa 
valeur a 1’ ecbeance. II nous reste a calculer sa valeur en supposant qu’elle est exercee 
juste avant la deuxieme date ex-dividendes. 
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Comme I’option d’ achat devient alors europeenne, son prix pent desormais 
etre calcule en utilisant I’equation de Black et Scholes avec dividendes. Comme elle 
est exercee juste avant la deuxieme date ex-dividendes, le deuxieme dividende n’a 
pas encore ete verse. Pour ajuster la formule de Black et Scholes, 11 suffit simplement 
de retrancher an prix de Paction le premier dividende actualise : 

S* = S-Di6 

On applique alors la formule de Black et Scholes en suhstituant S* a S. Au tableau 
1 1 .4, on retrouve une fonction ecrite en Visual Basic permettant un tel calcul. 

Tableau 11.4 Fonction Visual Basic du calcul du prix de I’option d’achat 
juste avant la deuxieme date ex-dividendes 

Function calloptionamer1(s, X, rf, sigma, D1, T1, T2) 

taux1=T1 / 12 
taux2=T2/12 
D1A=D1*Exp(-rPtaux1) 

SStar=s-D1A 

Num=Log(SStar / X)+(rf+0.5*sigma''2)*taux2 
D1=Num / (sigma*Sqr(taux2)) 
calloptionamer1=SStar*Application.NormSDist(D1)-_ 
X*Exp(-taux2*rf)*Application.NormSDist(D1-sigma*Sqr(taux2)) 

End Function 


Pour illustrer la procedure qui doit etre suivie dans le cas d’une option americaine, 
supposons Pexemple suivant. Une option d’achat est ecrite sur une action qui vaut 
actuellement 50$. Son prix d’exercice est egalement de 50$. La volatilite de Paction 
est de 0,2 et le taux sans risque est de 5 %. La duree de vie de Poption est de 6 mois. 
A Pinterieur de cet intervalle, deux dividendes de 0,70$ chacun seront verses : Pun 
dans 2 mois et Pautre dans 5 mois. En ne retenant comme possibles que les deux 
dernieres dates d’exercice, soit Xj et T, le prix du call americain (c) est egal a la 
valeur suivante : 

c = max(c^^,c^) 

En utilisant la fonction du tableau 11.4, on trouve que est egal a 2,700 9$. Par 
ailleurs, en recourant au tableau 11.3, on trouve que c^ est egal a 2,672 9$. Par 
consequent, la valeur du call americain est approximativement le maximum des deux 
nombres trouves, soit 2,700 9$. Nous pourrons juger de la justesse d’un tel calcul 
ulterieurement. 
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On pent recourir a des indicateurs pour determiner si une option d’ achat sera 
exercee juste avant une date ex-dividendes. Supposons que I’option d’achat americaine 
soit exercee juste avant la deuxieme date ex-dividendes ■ EHe vaut alors son payoff, 
soit - x) . Si elle n’est pas exercee et que I’investisseur continue de la detenir, elle 
vaut au moins le jour ex-dividendes, selon la borne de Merton : ~ D 2 “ Xe^“^’ j , 

sachant que le prix de Taction baisse du montant ex-dividendes le jour ex-dividendes. 
Pour que Toption soit exercee, il faut done au moins que : 

(S,^-X)>(s,^-D,-Xe^-^) 

Apres reamenagement, on obtient : 

Dj > XCf (T- Xj) 

II faut done que le dividende excede le niveau donne par cette equation pour que 
Toption d’achat soit exercee. On constate que cette condition a d’autant moins de 
chances d’etre realisee que Toption est hors-jeu, ou que X est important, que le niveau 
du taux d’interet est eleve ou qu’il reste suffisamment de temps avant Techeance. 

Supposons que le prix d’exercice soit egal au prix de Taction. La condition 
d’exercice devient alors : 

p > b(T- Xj) 

Pour etre exercee, il faut done que le taux de paiement du dividende, donne par (D/P), 
excede le taux d’interet sans risque multiplie par la duree residuelle de Toption. Or, 
cette condition a tres peu de chances de se materialiser si Ton se situe a une date 
suffisamment eloignee de Techeance. En effet, les taux annuels de paiement des 
dividendes sont habituellement de Tordre de 2% a 4%. Qui plus est, ils sont habi- 
tuellement inferieurs au taux d’interet sans risque. 

Si Ton reprend Texemple anterieur, a la date Tj, (D/P) excede [rj(T - Tj)]. 
L’option d’achat est done susceptible d’etre exercee, ce qu’a confirme le calcul 
precedent. Mais cette condition d’exercice n’est pas suffisante pour determiner s’il 
y aura exercice ou non. En effet, la regie d’exercice qui vient d’etre degagee n’est 
qu’ approximative, puisqu’elle repose sur la borne inferieure du prix de Toption et 
non sur le prix comme tel. E’ autre facteur qui entre en ligne de compte est T abandon 
de la prime temporelle de Toption lors de Texercice. Elle pent en soi faire obstacle a 
Texercice si elle est suffisamment elevee. Cette prime est habituellement importante 
dans la zone se situant aux alentours du prix d’exercice et elle diminue au fur et a 
mesure que le prix de Taction s’eloigne notablement du prix d’exercice, a la hausse 
comme a la baisse. Il y a done deux facteurs a prendre en compte lors de Texercice 
d’une option: le niveau relatif du dividende du sous-jacent et sa prime temporelle. 
Il faut done prendre en compte ces deux facteurs lors de Texercice d’une option 
d’achat americaine. 
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L’ approximation de Black (1975) que nous venons d’exposer est particuliere- 
ment prisee parce qu’elle vise une grande partie des options d’ achat americaines qui 
sont negociees a la Bourse. Ces options sont en effet ecrites sur des actions d’entre- 
prises individuelles qui versent periodiquement des dividendes fixes, habituellement 
aux trimestres. 


4. Les conditions que doit satisfaire une option americaine 

CLASSIQUE LORS DE SON EXERCICE 

Dans cette section, nous nous concentrons sur les conditions qui doivent etre satis- 
faites lors de I’exercice d’une option americaine classique. Pour fixer les idees, nous 
analyserons le cas d’une option de vente ecrite sur une action qui ne verse pas de 
dividende, bien que le raisonnement puisse etre transpose facilement au cas d’une 
option d’achat ecrite sur une action qui verse un dividende. 

Soit F(S) une option de vente ecrite sur une action designee par S. Lorsque 
cette option n’est pas exercee, elle satisfait a I’equation differentielle de Black et 
Scholes, c’est-a-dire : 

3F 1 , , 

— + + rSF, - rF = 0 

at 2 ss s 

Elle obeit alors a la meme dynamique que 1’ option europeenne correspon- 
dante. Deux conditions doivent etre satisfaites lorsqu’elle est exercee. Soit S* le prix 
d’exercice de cette option. D’abord, la valeur de I’option de vente doit etre egale a 
son payoff, que nous designons en toute generalite par 0(S) . Par consequent, au prix 
d’exercice S*, la condition suivante doit etre satisfaite : 

F(S*) - cF(S*) 

C’est la la condition du payoff. Une autre condition a respecter au prix d’exercice S*, 
dite du smooth pasting, expression que Ton peut traduire par « collage en douceur ». 
Selon cette condition, au prix d’exercice S*, le gradient du prix de I’option par 
rapport au sous-jacent doit etre egal au gradient de la fonction du payoff pav rapport 
au sous-jacent, c’est-a-dire : 


Fs(S*) = Os(S*) 

Pour une option de vente classique, le payoff est egal a (X - S). Les deux condi- 

tions qui doivent etre respectees au prix d’exercice S* sont done les suivantes : 

F(S*)-X-S* 

Fs(S*) = -1 
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Tableau 11.5 Fonctions Visual Basic des prix des options 
de vente americaine et europeenne 


Function putamer(N, s, x, sigma, rf, T) 

Dim i As Integer 
Dim j As Integer 
Dim SmatO As Variant 
ReDim Smat(N) 

Dim CashO As Variant 
ReDim Cash(N) 

'Calcul du pas, des probabilites et du taux 
d'actualisation 
dt=T/N 

u=Exp(sigma*Sqr(dt)) 
d=Exp(-sigma*Sqr(dt)) 
p=(Exp(rPdt)-d) / (u-d) 
disc=Exp(-rf*dt) 

'Calcul des prix de Taction a la fin de Tarbre 
Smat(0)=s*(d^N) 

For j=1 To N 

Smat(j)=Smat(j-1)*(u / d) 

Next j 

'Calcul des flux monetaires de Toption de vente 
a la fin de Tarbre 
For j=0 To N 

Cash(j)=Application.Max(0, x-Smat(j)) 

Next j 


'Actualisation des flux de Toption 
For i=N-1 To 0 Step -1 
For j=0 To i 

Cash(j)=disc*(p*Cash(j+1)+(Tp)*Casb(j)) 
'On applique la regie d'exercice 
Smat(j)=Smat(j) / d 

Cash(j)=Application.Max(Casb(j), x-Smat(j)) 
Next j 
Next i 

'Prix du put americain 
putamer=Cash(0) 

End Function 


Function PutOptionBS(s, x, T, rf, sigma) 

Num=Log(s / x)+(rf+0.5*sigma''2)*T 
d1=Num / (sigma*Sqr(T)) 
Put0ptionBS=-s*Application.NormSDist(-d1)+. 
x*Exp(-T*rf)*Application. 

NormSDist(-d1+sigma*Sqr(T)) 

End Function 
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A la figure 11.5, nous illustrons les conditions qui doivent etre respectees lors de 
I’exercice premature d’une option de vente americaine, que nous comparons egale- 
ment a une option de vente europeenne. Le programme de I’arbre binomial, ecrit en 
Visual Basic, qui a servi a construire la courbe du prix de I’option de vente americaine 
est reproduit au tableau 11.5. La simulation de I’arbre comporte 100 pas (N = 100). 
L’ option de vente comporte les caracteristiques suivantes. Son prix d’exercice (X) est 
de 100; I’ecart-type du rendement de Faction sous-jacente (ct) est de 0,95 ; le taux 
sans risque (r^) est de 10% et Foption a une duree (T) de 1 an. La fonction qui a 
servi a tracer la courbe du prix de Foption de vente europeenne correspondante, soit 
la formule de Black et Scboles, apparait egalement au tableau 11.5. 

Comme on pent le constater, au prix d’exercice S*, la fonction du prix de 
Foption colle en douceur a celle du payoff. Le prix de Foption est alors egal au payoff 
et la pente de la fonction du prix est egale a celle du payoff Les deux conditions 
d’exercice sont done realisees au prix S*. On note par ailleurs que Foption de vente 
europeenne vaut moins que son bomologue americaine, comme il se doit, et que pour 
des prix egal ou infer! eurs a 49, Foption europeenne vaut moins que son payoff, ce 
qui ne saurait etre le cas pour une option americaine. Au prix de 49, la courbe du prix 
du produit derive coupe en effet la droite du payoff et vient se situer en-dessous. 


5. L'exercice premature et les dividendes 

VERSES PAR LE SOUS-JACENT DE L'OPTION DANS LE CONTEXTE 

DE L'ARBRE binomial 

Nous avons constate precedemment qu’une option d’acbat americaine classique 
ne sera jamais exercee si son sous-jacent ne verse pas de dividendes. Dans ce cas, 
lorsque le prix de Faction tend vers Finfini, le prix de Foption d’acbat tend vers le 
prix de Faction. Les deux instruments, option d’acbat et action, ont done tendance 
a se confondre quand le prix de Faction se dirige vers Finfini. II n’y a alors aucun 
interet a exercer Foption d’achat. Par ailleurs, lorsque le sous-jacent verse un dividende 
continu 8, la valeur de Foption d’acbat tend vers Se quand S tend vers Finfini, 
T etant Fecbeance de Foption. Le dividende verse par le sous-jacent ralentit alors la 
croissance de la valeur de Foption qui pourrait alors etre exercee, tout dependant de 
Fimportance du dividende. 

Dans cette section, nous analyserons F impact des versements de dividendes 
sur le prix d’une option americaine classique, qu’elle soit une option d’acbat ou 
une option de vente. Pour calculer le prix de ces options, nous recourrons a Farbre 
binomial classique. Nous envisagerons quatre types de dividendes : 1) le dividende 
continu; 2) le dividende proportionnel ; 3) le versement d’un dividende fixe durant 
la duree de vie de Foption ; 4) le versement de deux dividendes fixes durant la duree 
de vie de Foption. 
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5.1. Dividende continu 

Supposons que le sous-jacent de I’option verse un dividende continu 5 par unite 
de temps dt. Les mouvements de hausse et de baisse du prix de Taction ne sont pas 
affectes lors de la construction de Tarbre binomial du prix de Taction, c’est-a-dire : 
u = et d = e . Les probabilites de bausse et de baisse du prix de Taction 

ei-'-s)* _ d 

sont toutefois modifiees. La probabilite de bausse (p^) devient alors : p^ = . 

u- d 

Mis a part ce cbangement, la construction de Tarbre binomial s’effectue comme a 
Taccoutumee. 


5.2. Cas d'un dividende proportionnel 

Considerons le cas d’un put americain dont Toption sous-jacente paie un dividende un 
certain nombre de jours apres Temission de Toption, mais avant sa date d’ecbeance. 
Ce dividende est connu a Tavance et est proportionnel au prix de Taction sous-jacente 
a Toption. Pour fixer les idees, supposons les donnees suivantes pour le put: 

S : prix de Taction sous-jacente : 45 $ 

K: prix d’exercice du put : 45 $ 

T : duree de Toption : 1 an 
sigma : ecart-type du rendement de Taction : 0,25 
rf : taux sans risque : 0,06 

L’arbre binomial comprend trois periodes et la date de paiement du dividende 
est fixee a la deuxieme periode. Lors du paiement du dividende, le prix de Taction 
baisse du montant suivant : 


AS = -diVpS 

oil S est le prix de Taction au noeud de Tarbre oil se produit la baisse et diVp, le pour- 
centage du dividende verse exprime en termes du prix de Taction. Comme il s’agit 
d’un put americain, on doit verifier a chaque noeud si le payoff Au put, soit (K - S), 
excede la valeur donnee par Tactualisation des cash-flows de Toption a ce noeud. La 
valeur que prendra le cash-flow de Toption a ce noeud sera le maximum de ces deux 
montants. II faut done appliquer la regie d’exercice a ebaque noeud. Le dividende 
proportionnel est id fixe a 4% et est verse a la periode 2 de Tarbre, c’est-a-dire aux 
deux-tiers de Tannee (il y a 3 periodes). La sous-routine que nous avons ecrite en 
langage Visual Basic (Excel) se retrouve au tableau 1 1 .6. 
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Tableau 11.6 Sous-routine Visual Basic pour calculer le prix d’une option 
americaine classique dont le sous-jacent verse un dividende 
ponctuel qui est proportionnel au prix de Taction 


Sub CalloptiondivpropO 

K=45 

T=1 

S=45 

sigma=0.25 

rf=0.06 

N=3 

divp=0.04 

dtdiv=2 

iopt=-1 

Dim j As Integer 
Dim i As Integer 
Dim St() As Variant 
ReDim St(N) 

Dim CashfO As Variant 
ReDim Cashf(N) 

Dim cf() As Variant 
ReDim cf(N) 
dt=T / N 

Range("dtm").0ffset(0, 0)=dt 
u=Exp(sigma*Sqr(dt)) 
Range("um").Offset(0, 0)=u 
d=Exp(-sigma*Sqr(dt)) 
Range("dm").Offset(0, 0)=d 
pu=(Exp(rPdt)-d) / (u-d) 
Range("pum").Offset(0, 0)=pu 
pd=Tpu 

Range("pdm").0ffset(0, 0)=pd 
disc=Exp(-rf*dt) 

Range("discm").0ffset(0, 0)=disc 


St(0)=(S*(1-divp))*(d''N) 
Range("St02m").Offset(N, N)=St(0) 

For j=1 To N 
St(j)=St(j-ir(u/d) 

Range("St02m").Offset(-2*j+N, N)=St(j) 

Next j 

For j=0 To N 

Cashf(j)=Application.WorksheetFunction.Max(0, 

iopP(St(j)-K)) 

Range("cashf2m").0ffset(-2*j+N, N)=Cashf(j) 
Next j 

For i=(N-1) To 0 Step -1 
For j=0 To i 

Cashf(j)=disc*(pu*Cashf(j+1)+pd*Cashf(j)) 

If i >= dtdiv Then 
St(j)=St(j) / d 
cf(j)=St(j) 

Else 

St(j)=St(j) / d 
cf(j)=St(j)/(1-divp) 

End If 

Range("st02m").0ffset(-2*j+i, i)=cf(j) 
Cashf(j)=Application.WorksheetFunction. 

Max(Cashf(j), iopt*(cf(j)-K)) 
Range("cashf2m").0ffset(-2*j+i, i)=Cashf(j) 

Next j 
Next i 

Range("option1")=Cashf(0) 

End Sub 


Le dividende proportionnel a pour impact de deplacer proportionnellement vers 
le has I’arbre binomial a partir de la date de paiement du dividende proportionnel. 
L’arbre binomial se recombine done. Sous les donnees du probleme, le prix du put 
est de 4,31 $ pour N = 3. 

On remarque a la figure 11.6, qui retrace les arbres binomiaux de Taction et du put, 
que le prix de Taction baisse de 4% a la periode 2. Par exemple, au noeud babituel 
de stabilite du prix de Taction, celui-ci est de 43,20 au lieu de 45 $. Si Ton fixe N a 
30 (la date ex-dividende est alors fixee a 20), on obtient alors une valeur plus precise 
pour le prix du put, soil 4,13 $. 
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Figure 11.6 Arbres binomiaux de Faction et du put: 
dividende proportionnel 



Comme on le constate a la figure 11.7, il existe une relation positive entre la 
valeur du put et le taux du dividende proportionnel. En faisant diminuer le prix du 
sous-jacent, le dividende rehausse en effet la valeur du put. La relation inverse vaut 
pour un call. 

Figure 11.7 Evolution du prix du put en function du taux 
du dividende proportionnel 
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La sous-routine precedente permet de calculer le prix d’un call americain en 
fixant au depart la variable iopt a 1 (plutot qu’a -1 pour le cas d’un put). Si N = 30 
et dtdiv = 20, ce pour un taux du dividende de 4 %, le prix du call est alors de 4,98 $. 
Un relevement du taux du dividende, disons de 4% a 6%, fait diminuer la valeur 
du call de 4,98 $ a 4,82$. Le prix decoulant de la formule de Black et Scholes pour 
le call europeen correspondant sans dividendes est de 5,78$. Si I’on fixe le taux du 
dividende a 0 % dans le programme precedent (N = 30), on obtient une valeur de 
5,74$ pour le call americain, qui se confond alors avec le call europeen. La vitesse 
de convergence de notre sous-routine est done rapide. 
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5.3. Cas d'un seui dividende fixe (montant forfaitaire nominal) 

Nous avons montre auparavant comment calculer le prix d’une option d’achat ameri- 
caine avec dividende en utilisant la formule de 1’ approximation de Black. Nous proce- 
dons de la meme maniere pour calculer le prix d’une telle option avec la technique 
de I’arbre binomial. 

Attardons-nous a une option dont Faction sous-jacente est munie d’un divi- 
dende nominal fixe verse periodiquement. La date ex-dividende de Fun de ces 
dividendes se situe a Finterieur de la duree de F option. Pour traiter ce probleme, la 
procedure normale consiste a eclater le prix de Faction en deux parties : i) une partie 
deterministe, soit le dividende actualise de la date ex-dividende jusqu’au noeud ou Fon 
se trouve dans Farbre ; ii) une partie stochastique, designee par S , soit le residu, dont 
Fecart-type du rendement est connu. Soit a designer par x la date ex-dividende. A 
une periode donnee t de Farbre, le prix de Faction est done egal a: S,=S, si t>x, 
e’est-a-dire apres la date ex-dividende, et a: S, = S, +De si t < x , e’est-a-dire 
jusqu’a la date ex-dividende, puisque les investisseurs qui detiennent Faction ont 
droit au dividende jusqu’a la date ex-dividende. La sous-routine du programme du 
prix d’une option americaine classique ecrite sur une action munie d’un dividende 
apparait au tableau 11.7. 

Nous voulons calculer le prix de Foption d’achat aux caracteristiques suivantes. 
La duree de cette option est de trois mois et son prix d’exercice est de 50$. Le prix 
de Faction sous-jacente est presentement de 50$. La date ex-dividende advient dans 
deux mois et le montant du dividende est de 2 $. La volatilite du rendement de Faction 
est de 30% et le taux sans risque se situe a 10%. 

Comme cela a deja ete mentionne, nous devons nous servir du prix de Faction 
corrige du dividende actualise pour construire Farbre du prix de Faction. En effet. 
Faction comporte deux parties : une partie certaine, constitute des dividendes actua- 
lists, et une partie risqute. Ce n’est que cette demiere qui est soumise au processus 
binomial. C’est done avec la partie risqute de Faction que nous ttablissons Farbre 
binomial, qui se retrouve a la figure 11.8. 

Le dividende actualist sur deux mois est tgal a: = 1,97 $. Le prix 

de Faction corrigt du dividende actualist est de: 50 - 1,97 = 48,03$, soit le prix 
qui apparait au noeud de dtpart (0,0) de Farbre. A partir de ce prix, nous appliquons 
les multiples u et d comme dans la sous-routine du tableau 11.7 pour construire 
Farbre. 


Rajoutons maintenant la valeur actualiste du dividende aux noeuds pertinents 
pour obtenir Farbre final du prix de Faction, qui sert directement a tvaluer Foption, 
soit la figure 11.9. 
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Tableau 11.7 Sous-routine de la determination du prix 
d’une option americaine {call on put) 
avec une seule date ex-dividende (dividende fixe) 


Sub binodivfix1( ) 


K=50 

T=0.25 

S=50 

sigma=0.3 

rf=0.1 

N=3 

div=2 

dtdiv=2 

iopt=1 

Dim j As Integer 
Dim i As Integer 
Dim St() As Variant 
ReDim St(N) 

Dim CashfO As Variant 
ReDim Cashf(N) 

Dim cf() As Variant 
ReDim cf(N) 
tau=(dtdiv / N)*T 
dt=T/N 

Range("dtm").0ffset(0, 0)=dt 
u=Exp(sigma*Sqr(dt)) 
Range("um").Offset(0, 0)=u 
d=Exp(-sigma*Sgr(dt)) 
Range("dm").Offset(0, 0)=d 
pu=(Exp(rf*dt)-d) / (u-d) 
Range("pum").0ffset(0, 0)=pu 
pd=Tpu 

Range("pdm").0ffset(0, 0)=pd 
disc=Exp(-rf*dt) 

Range("discm").Offset(0, 0)=disc 
St(0)=(S-(div*Exp(-rPtau)))*(d''N) 
Range("St02m").Offset(N, N)=St(0) 


Range("st03m").Offset(N, N)=St(0) 

For j=1 To N 
St(j)=St(j-inu/d) 

Range("St02m").Offset(-2*j+N, N)=St(j) 
Range("St03m").Offset(-2*j+N, N)=St(j) 

Next j 

For j=0 To N 

Cashf(j)=Application.WorksheetFunction.Max(0, 

iopt*(St(j)-K)) 

Range("cashf2m").0ffset(-2*j+N, N)=Cashf(j) 
Next j 

For i=(N-1) To 0 Step -1 
For j=0 To i 

Cashf(j)=disc*(pu*Cashf(j+1)+pd*Cashf(j)) 

If i > dtdiv Then 
St(j)=St(j) / d 
cf(j)=St(j) 

Else 

discdiv=div*Exp(-rf*(tau-i*dt)) 

St(j)=St(j) / d 
cf(j)=St(j)+discdiv 
End If 

Range("st02m").0ffset(-2*j+i, i)=cf(j) 
Range("st03m").0ffset(-2*j+i, i)=St(j) 
Cashf(j)=Application.WorksheetFunction. 

Max(Cashf(j), iopt*(cf(j)-K)) 
Range("cashf2m").0ffset(-2*j+i, i)=Cashf(j) 

Next j 
Next i 

Range("option1")=Cashf(0) 

End Sub 
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Figure 11.8 Arbre binomial du prix de Faction sans dividende 


48,0331 



57,1166 


48,0331 


40,3941 


62,2835 3 

52,3783 2 

44,0483 1 

37,0431 0 

3 j 
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Figure 11.9 Arbre binomial du prix de Faction avec dividende 


62,2835 


50 


54,3617 


46,0317 



3 4L 


44,0483 1 


i 0 


Par exemple, a la position i = 1 et j = 1, le prix global de Faction est egal a: 
52,32 + l,97e o.osssxo.io _ 54 35 ^ la position i = 2 et j = 1, le prix de Faction est de : 
48,03 $ + 2 = 50,03 $®. An temps i = 3, on n’a plus a ajouter de dividende. 

Nous sommes maintenant en mesure de construire F arbre du prix de F option 
d’acbat qui apparait a la figure 11.10. Pour construire cet arbre, nous debutons par la 
fin, ce qui correspond a Fecbeance de Foption. En effet, on connait alors le prix de 
F option qui, a Fecbeance, est egal a sa valeur intrinseque, soit la difference entre le 
prix de Faction et le prix d’exercice. Par exemple, au noeud (i = 3, j = 3), le prix de 
Foption ou sa prime est de : 62,28 $ - 50$ = 12,28 $, ce qui est le prix de Foption a 
Fecbeance pour Fetat 3 de la periode 3 et ainsi de suite pour les noeuds associes a 
la fin de F arbre. 


9. II n’est plus question d’actualiser au temps i = 2, car on est alors rendu a la date ex-dividende. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, bout Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


L’exercice premature des options americaines classiques 379 


Situons-nous maintenant au mois 2 (i = 2). Considerons I’etat 2 (j = 2). La 
valeur de I’option pour cet etat est, en vertu de la formule de la binomiale : 

(0,53 X 12,28 + 0,48 x 2,37)e -o.ioxo.o833 ^ 7 45 j 

Mais comme cede option est americaine, 11 faut se demander s’il n’y a pas lieu de 
I’exercer. En effet, comme nous I’avons mentionne auparavant, il peut etre profitable 
d’exercer une option d’acbat ecrite sur une action versant un dividende, surtout a la 
derniere date ex-dividende, soit tout pres de I’ecbeance de I’option. Si elle est exercee 
au noeud actuel dont les coordonnees sont (i = 2 , j = 2 ), elle vaut alors sa valeur intrin- 
seque, soit pour ce noeud : 59, 11-50 = 9,11$. Pour ce noeud, on cboisit done la valeur 
la plus elevee des deux montants calcules, soit 9,11 $, ici sa valeur d’exercice. 

Calculons le prix de I’option correspondant a un autre noeud de I’arbre, soit 
celui dont les coordonnees sont de : i = 1 et j = 1 . La valeur actualisee des cash-flows 
de I’option pour ce noeud est de: (0,52 x 9,11 + 0,48 x l,24)e -oioxo.osss _ 5 34 $ 
Y a-t-il lieu d’exercer a ce noeud? Pour le savoir, il suffit de calculer la valeur 
intrinseque de I’option a ce noeud, qui est 54,36$ - 50$ = 4,36$. Cette valeur 
etant plus faible que la valeur actualisee des cash-flows de I’option, il n’y a pas 
lieu d’exercer et I’on retient le montant de 5,34$ pour ce noeud. On anticipait ce 
resultat, car on est deja loin de la derniere date ex-dividende. Finalement, le prix 
de I’option d’acbat reeberebe, qui se situe a la position (i = 0 , j = 0 ), est egal a: 
(0,52 X 5,34 -t 0,48 x 0,64)e -«.‘oxo,o833 ^ 3 ^ 99 $. 

Figure 11.10 Arbre de I’option d’achat avec un seul dividende 


3 ^ ^ 

2 

1 

0 

i 

-► 



Matlab dispose d’une fonction binprice pour calculer le prix d’une option 
classique americaine dont le sous-jacent verse des dividendes fixes a partir d’un arbre 
binomial. Elle se presente comme suit : 

[PR,OPT]=BINPRICE(S0,X,R,T,DT,SIG,FLAG,Q,DIV,EXDIV) 
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Dans cette expression, SO est le prix actuel de Faction; X, le prix d’exercice de 
I’option; R, le taux sans risque; T, la duree de Foption; DT, Fincrement de T dans 
Farbre ; SIG, la volatilite du rendement de Faction ; FLAG, un indicateur qui prend la 
valeur 1 si Foption est un call et 0 si elle est un put ; Q, le taux continu du dividende ; 
DIV, un vecteur qui donne les dividendes verses par le sous-jacent durant la duree de 
Foption; EXDIV, un vecteur qui donne les periodes de versements des dividendes 
fixes. Dans notre exemple, DIV prend la valeur de 2$ et EXDIV prend la valeur de 
2 puisqu’il est verse a la deuxieme periode. On ecrit done dans Matlab : 

» [PR,OPT]=binprice(50,50,0.10,3/12,1/12,0.3,1,0,2,2) 

Et on obtient le resultat suivant : 

PR= 

0,0000 54,3617 59,1166 62,2835 
0 46,0317 50,0331 52,3783 
0 0 42,3941 44,0483 
0 0 0 37,0431 

OPT= 

3,0955 5,3442 9,1166 12,2835 
0 0,6487 1,2420 2,3783 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

On obtient done Farbre du sous-jacent et Farbre des cash-flows de Foption, dont le 
prix calcule est de 3,095 5 $, soit le meme prix que nous avons obtenu avec Visual 
Basic. Si Fon ne desire que le prix du call, on met un ; a la fin de la fonction Matlab 
et on ecrit sur la ligne suivante : 


» OPT(1,1) 


Et on obtient comme reponse : 


ans=3,0955 

Pour plus de precision, on divise la duree du call en 100 sous-periodes. On ecrit 
dans Matlab : 


» [P,0]=binprice(50,50,0.10,3/12,0.0025,0.3,1, 0,2,66.66); 
Et on obtient comme reponse : 


» 0 ( 1 , 1 ) 

ans=2,9516 
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5.4. Cas de deux dividendes fixes 

(montants forfaitaires nominaux) 

Nous nous tournons maintenant vers le cas de la presence de deux dates ex-dividende 
au cours de la duree de 1’ option. Le dividende est de meme nature que dans le cas 
precedent. De fa^on a verifier la justesse de 1’ approximation de Black, nous utilisons 
les memes donnees que dans la section 3. La sous-routine apparaissant au tableau 
11.8 calcule le prix d’une telle option americaine. 

Pour resoudre un tel probleme, on construit d’ abord, a 1’ instar du cas precedent, 
I’arbre du prix de Paction excluant le dividende, qui se retrouve a la figure 11.11. Le 
prix de depart de Parbre est done egal a : 50 - 0,70e -oosxo.iee? _ q 7Qg -o,o 5 xo, 4 i 67 _ qg 52 $. 
Puis on applique les multiples u et d, respectivement egaux a 1,059 4 et a 0,943 9 
dans le cadre de cet exemple, pour construire Parbre. Par exemple, lorsque i = 1, le 
prix est de 51,50$ (48,62 x 1,059 4) a la bausse et de 45,89$ (48,62 x 0,943 9) a la 
baisse. Et ainsi de suite. 


Figure 11.11 Arbre binomial du prix de Paction excluant le dividende 


51,5099 


48,6202 



I 0 


Puis on rajoute les dividendes actualises a ebaque noeud de Parbre de la 
figure 11.11, qui devient le sous-jacent de Poption. Au noeud de depart, on renverse 
Poperation precedente. A la position (1,1), on ajoute, au prix de Paction de la figure 
11.11 a ce noeud, les deux dividendes actualises a cette periode. II reste alors 1 mois 
(0,083 3 annee) avant le proebain versement du dividende et 4 mois (0,333 3 annee) 
avant le versement du second dividende. Les deux dividendes actualises sont done 
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de : 0,70e -oos^sxo.os ^ o,70e -o3333xo,o5 _ ^ j-ajoute au prix de Taction a ce 

noeud, soil 51,51 $, pour obtenir 52,89 $. En procedant de la sorte pour tous les autres 
noeuds, on obtient la figure 11.12, soil Tarbre du prix de Taction avec le dividende. 

Tableau 11.8 Sous-routine Visual Basic de la determination 

du prix d’une option americaine avec deux dates 
ex-dividende (dividendes fixes) 


Sub 0ption2div() 

Range("E1:bc10000").CIearContents 

K=50 

T=0.5 

S=50 

sigma=0.2 

rf=0.05 

N=6 

div1=0.7 

div2=0.7 

dtdiv1=2 

dtdiv2=5 

iopt=1 

Dim j As Integer 
Dim i As Integer 
Dim St() As Variant 
ReDim St(N) 

Dim CashfO As Variant 
ReDim Cashf(N) 

Dim cf() As Variant 
ReDim cf(N) 
tau1=(dtdiv1 /N)*T 
tau2=(dtdiv2/N)*T 
dt=T / N 

Range("dtmm").Offset(0, 0)=dt 
u=Exp(sigma*Sqr(dt)) 
Range("umm").0ffset(0, 0)=u 
d=Exp(-sigma*Sqr(dt)) 
Range("dmm").Offset(0, 0)=d 
pu=(Exp(rPdt)-d) / (u-d) 
Range("pumm").Offset(0, 0)=pu 
pd=Tpu 

Range("pdmm").Offset(0, 0)=pd 
disc=Exp(-rf*dt) 

St(0)=(S-(div1*Exp(-rf*tau1))-(div2*Exp(- 

rPtau2))T(d''N) 

Range("St03m").Offset(N, N)=St(0) 


Range("st04m").Offset(N, N)=St(0) 

For j=1 To N 
St(j)=St(j-1T(u/d) 

Range("St03m").Offset(-2*j+N, N)=St(j) 
Range("st04m").Offset(-2*j+N, N)=St(j) 

Next j 

For j=0 To N 

Cashf(j)=Application.WorksheetFunction.Max(0, 

iopt*(St(j)-K» 

Range("cashf3m").0ffset(-2*j+N, N)=Cashf(j) 
Next j 

For i=(N-1) To 0 Step -1 
For j=0 To i 

Cashf(j)=disc*(pu*Cashf(j+1)+pd*Cashf(j)) 

If i > dtdiv2 Then 
St(j)=St(j) / d 
cf(j)=St(j) 

Elself i > dtdivi And i <= dtdiv2 Then 
discdiv2=div2*Exp(-rf*(tau2-i*dt)) 

St(j)=St(j) / d 

cf(j)=St(j)+discdiv2 

Else 

discdiv1=div1*Exp(-rf*(tauTi*dt)) 

discdiv2=div2*Exp(-rf*(tau2-i*dt)) 

St(j)=St(j) / d 

cf(j)=St(j)+discdiv2+discdiv1 
End If 

Range("st03m").0ffset(-2*j+i, i)=cf(j) 
Range("st04m").0ffset(-2*j+i, i)=St(j) 
Cashf(j)=Application.WorksheetFunction. 

Max(Cashf(j), iopt*(cf(j)-K)) 
Range("cashf3m").0ffset(-2*j+i, i)=Cashf(j) 

Next j 
Next i 

Range("option3")=Cashf(0) 

End Sub 
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Figure 11.12 Arbre binomial du prix de Faction incluant le dividende 
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Ayant ainsi obtenu revolution du sous-jacent de I’option d’achat, on pent alors 
construire son arbre binomial, qui apparait a la figure 11.13. Lorsque N = 6, le prix 
de I’option d’achat americaine est done de 2,82$. 

Figure 11.13 Arbre binomial d’une option d’achat americaine 
avec deux dividendes 
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Comme on est a meme de le constater a la figure 11.13, le flux monetaire de 
I’option n’est egal a son payoff qa' a la periode 5, plus precisement aux noeuds (5,4) 
et (5,5). Cela corrobore I’afflrmation de Black a I’effet qu’une option d’achat ne sera 
exercee, si tant est qu’elle le soil, que juste avant la derniere date ex-dividende. 

De fagon a obtenir une estimation plus precise de la valeur de 1’ option d’achat, nous 
avons porte N a 600. La premiere date de versement du dividende est alors de 200 
et la deuxieme, de 500. Nous obtenons alors un prix de 2,81 $ pour I’option d’achat. 
A la figure 11.14, nous examinons la vitesse de convergence du prix de I’option en 
fonction du nombre de pas de I’arbre. Comme on pent le constater, il taut que le 
nombre de pas de I’arbre excede 100 pour qu’on puisse en arriver a une estimation 
precise du prix de I’option. 

Figure 11.14 Evolution du prix du call en fonction du nombre de pas (N) 



N 


Nous pouvons recalculer les resultats precedents en recourant a la fonction 
binprice de Matlab. Considerons d’abord le premier cas oil Ton a divise la duree du 
call en six sous-periodes. Le vecteur de dividendes est alors : 

DIV=[0.7 0.7] 

et le vecteur des dates ex-dividendes : 

EXDIV=[2 5] 


On ecrit done dans Matlab : 

» [P,O]=binprice(50, 50, 0.05, 6/12,1/12,0.2, 1,0, [0.7 0.7],[2 5]) 
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Et on obtient comme resultat : 

P= 

50,0000 52,8955 55,9627 58,5090 61,9481 65,5914 68,7482 
0 47,2782 50,0115 52,2041 55,2685 58,5148 61,2510 
0 0 44,7094 46,5868 49,3173 52,2099 54,5714 
0 0 0 41,5821 44,0152 46,5926 48,6202 
0 0 0 0 39,2912 41,5879 43,3181 
0 0 0 0 0 37,1290 38,5941 
0 0 0 0 0 0 34,3853 

0 = 

2,8232 4,2835 6,3104 8,9614 12,1560 15,5914 18,7482 

0 1,2549 2,1101 3,4738 5,5550 8,5148 11,2510 

0 0 0,3331 0,6411 1,2339 2,3750 4,5714 

0000000 

0000000 

0000000 

0000000 

soil bien 2,823 2$ pour le prix du call. Maintenant, nous divisons la duree du call en 
600 sous-periodes pour obtenir plus de precision. Nous ecrivons dans Matlab : 

» [P,0]=binprice(50,50,0.05,6/12,.000833,0.2,1,0,[0.7 0.7],[200 500]); 

Et nous obtenons comme resultat : 


» 0 ( 1 , 1 ) 

ans=2,8098 

Qu’en est-il de la justesse de 1’ approximation de Black, qui fut etudiee a la 
section 3 ? Alors que I’arbre binomial de 600 pas etablit son prix a 2,81 $, I’approxi- 
mation de Black donne un prix de 2,70$ pour la meme option. En fait, le prix de 
I’option donne par 1’ approximation de Black est calcule a partir du prix de Taction 
excluant les dividendes, c’est-a-dire a partir de Tarbre de la figure 11.11 dans un cadre 
binomial, et non a partir de Tarbre de la figure 11.12 comme il se doit. Si, dans le 
programme de la figure 11.8, nous modifions la derniere partie comme suit: 

Cashf(j)=Application.WorksheetFunction.l\/lax(Cashf(j), iopt*(St(j)-K)) 
Range("cashf3m").Offset(-2*j+i, i)=Cashf(j) 

Next j 
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c’est-a-dire que nous rempla 9 ons cf(j) par St(j) pour calculer les flux monetaires 
de r option, et que nous nous situons juste avant la derniere date ex-dividende pour 
effectuer le calcufl®, nous trouvons effectivement un prix de 2,70$ pour I’option. Le 
prix donne par 1’ approximation de Black ne constitue done qu’une borne inferieure 
au prix de I’option d’achat americaine dont le sous-jacent verse des dividendes. Et 
si Ton integre le deuxieme dividende dans le calcul, toujours en considerant que le 
sous-jacent est le prix de Faction debarrassee de ses dividendes, on obtient un prix 
de 2,67 $ pour I’option, soit sa valeur comme option europeenne. 

Au tableau 11.9, nous avons ecrit un programme qui campe F approximation de 
Black dans le cadre d’un arbre binomial lorsque deux dividendes sont verses durant 
la duree de vie de F option. Comme on le voit, cette fonction revient a calculer le prix 
d’une option europeenne puisque la regie d’exercice n’apparait pas et que le calcul 
s’effectue a partir du prix de Faction excluant les dividendes verses. Pour approximer 
le prix d’une option americaine a partir de ce programme, on effectue done les opera- 
tions qui viennent d’etre evoquees. 

Qu’en est-il du put americain qui repond aux memes caracteristiques que 
Foption d’acbat precedente. En calculant sa valeur a partir du tableau 11.8 en 
flxant la variable iopt a -1, on trouve un prix de 2,88$ pour ce put en flxant N a 
600. En recourant a la fonction 9, on trouve que sa valeur serait de 2,82$ s’il etait 
europeen. Et F approximation de Black, toujours effectuee a partir de la fonction du 
tableau 1 1 .9, lui donne une valeur de 2,70 $ s’il est exerce juste avant la deuxieme date 
ex-dividende. Ce put ne sera done jamais exerce. Par consequent, F approximation de 
Black lui donne une valeur de 2,82$ alors qu’il en vaut effectivement 2,88 $. Encore 
une fois, F approximation de Black flxe une borne inferieure au prix de Foption de 
vente americaine. 

A la figure 11.15, on retrace Fevolution du prix dudit put en fonction de son 
sous-jacent. Comme le prix du put se situe toujours au-dessus de son payoff, il ne 
sera jamais exerce, ce que corrobore F approximation de Black. 


10. Nous avons fixe N a 500 pour effectuer ce calcul et nous avons considere que le deuxieme dividende 
est nul puisqu'il n’est pas encore verse lors du calcul. La periode de versement du premier dividende 
est de 200. 
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Tableau 11.9 Approximation de Black dans le cadre 
d’un arbre binomial : deux dividendes 


Function option2divB(K, T, S, sigma, rf, N, divi, div2, dtdivi, dtdiv2, iopt) 

Dim j As Integer 
Dim i As Integer 
Dim St() As Variant 
ReDim St(N) 

Dim CashfO As Variant 
ReDim Cashf(N) 

Dim cf() As Variant 
ReDim cf(N) 
tauHdtdivI /N)*T 
tau2=(dtdiv2/N)*T 
dt=T/N 

u=Exp(sigma*Sqr(dt)) 
d=Exp(-sigma*Sqr(dt)) 
pu=(Exp(rf*dt)-d) / (u-d) 
pd=Tpu 
disc=Exp(-rf*dt) 

St(0)=(S-(div1*Exp(-rf*tau1))-(div2*Exp(-rf*tau2)))*(d'^N) 

For j=1 To N 
St(j)=St(j-inu/d) 

Next j 

For j=0 To N 

Cashf(j)=Application.WorksheetFunction.Max(0, iopt*(St(j)-K)) 

Next j 

For i=(N-1) To 0 Step -1 
For j=0 To i 

Cashf(j)=disc*(pu*Cashf(j+1)+pd*Cashf(j)) 

Next j 
Next i 

option2divB=Cashf(0) 

End Function 
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Figure 11.15 Prix du put en fonction du prix de Faction : 
deux dividendes 



Prix de Taction 


Resume 

L’exercice premature d’une option americaine constitue un domaine de recherche en 
pleine evolution. A I’interieur de ce chapitre, nous avons etudie les bases de I’exer- 
cice premature d’une option americaine classique. Nous nous sommes places dans 
le contexte du treillis hinomial, qui s’avere tres souple pour analyser le phenomene 
de I’exercice premature d’une option. Nous avons envisage plusieurs scenarios de 
versements de dividendes, car les flux monetaires du sous-jacent de I’option influent 
sensihlement sur son prix. 

Black (1975) a propose une regie simple pour analyser I’exercice premature 
d’une option americaine. En construisant I’arhre hinomial qui correspond a cette 
approximation, nous avons ete a meme de constater que 1’ approximation de Black 
ne constituait qu’une home inferieure au prix d’une option americaine, home qui 
sous-estime parfois sensihlement le prix de I’option. Toutefois, la regie d’exercice 
proposee par Black s’avere rohuste. 
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CHAPITRE 


12 

LAVOLATILITE STOCHASTIQUE 

ET LE SMILE 


Un tres grand nombre d’articles ont ete consacres jusqu’ici a la volatilite stochastique 
et an smile. On s’est tres vite apergu que la celebre formule de Black et Scboles 
sous-estimait les prix des options sur actions bors-jeu on « en debors de la monnaie ». 
Force fut de conclure que la volatilite du sous-jacent variait en fonction du prix de 
Faction. Pour rebabiliter le modele de Black et Scboles, qui suppose que la volatilite 
du sous-jacent est constante, on s’en servit autrement. Etant donne le prix de Foption 
et les arguments autres que la volatilite de la formule de Black et Scboles, qui sont 
facilement calculables, tbeoriciens et praticiens ont utilise la formule pour calculer 
la volatilite implicite au prix de Foption. C’est ainsi que Fon a commence a coter 
certaines categories d’ options, comme les plafonds de taux d’interet (caps), en termes 
de leur volatilite implicite. 

Ainsi, on a pu constater un frown pour les options sur actions. C’est-a-dire 
que les prix des options bors-jeu sont sous-estimes, ce qui ne serait pas le cas pour 
les options en-jeu. La volatilite implicite d’une option exprimee en fonction du prix 
de Faction decroitrait done jusqu’au prix on Foption devient en jeu et se stabiliserait 
par la suite. Cependant, du cote des devises, on a remarque que la representation 
grapbique de la volatilite implicite etait veritablement un smile. En effet, les options 
sur devises, tant bors-jeu qu’en jeu, seraient sous-evaluees par la formule de Black 
et Scboles lorsque Fon suppose une volatilite fixe pour le sous-jacent. 

Dans la realite, on exprime la volatilite implicite d’une option en fonction du 
prix d’exercice car un seul prix du sous-jacent est observe a un instant precis alors 
qu’une option sur une action donnee se transige a divers prix d’exercice. Comme nous 
le verrons, Rebonato (2004) met en cause ce calcul, car ce qui importe du point de vue 
de la couverture de portefeuille, c’est la reaction de la volatilite au prix de Faction et 
non au prix d’exercice. Quoi qu’il en soit, Futilisation de la volatilite implicite est fort 
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repandue. On calcule egalement des surfaces de volatilite, c’est-a-dire un graphique 
en trois dimensions qui exprime la volatilite implicite d’une option en fonction de 
son prix d’exercice et de son echeance. 

Le present chapitre s’interesse aux sujets qui viennent d’etre relates. Mais 
auparavant, nous nous pencherons sur la modelisation de la volatilite stochastique et 
sur I’utilite d’une telle simulation de la volatilite pour calculer le prix d’une option. 
Nous ne saurions en effet nous en tenir a une simple description de la volatilite. 


1. Un modele de la volatilite stochastique 

Dans cette section, nous presentons un modele de volatilite stochastique pour le 
taux d’interet instantane, qui nous servira par la suite a calculer le prix d’une option 
d’achat sur une obligation a coupon zero. Soulignons auparavant qu’il y a grosso 
modo deux famous de creer du leptokurtisme au chapitre d’une serie simulee. On pent 
d’abord recourir a un processus de sauts. L’avantage est de creer du leptokurtisme 
a court terme, mais qui se resorbe toutefois rapidement. Par ailleurs, contrairement 
aux processus de sauts, la modelisation de la volatilite stochastique ne cree que peu 
de leptokurtisme a court terme, mais son avantage est de generer du leptokurtisme 
a plus long terme. Par consequent, une combinaison des processus de sauts et des 
modeles de volatilite stochastique est susceptible de prendre en compte les aspects a 
court terme et a plus long terme du leptokurtisme d’une serie. 

Envisageons le modele de volatilite stochastique de taux d’interet propose par 
Fong et Vasicek (1992). Dans ce mod^e, le taux d’interet instantane suit le processus 
suivant de retour vers la moyenne, dit encore processus « Ornstein-Uhlenbeck » : 

dr = a(r -r)dt + Vve,Vdt 

oil r est le taux d’interet instantane, r , le taux a long terme, a, la vitesse de retour 
du taux d’interet vers son niveau de long terme, dt, le pas temporel, v, la variance du 
taux d’interet, Vv, sa volatilite et Sj ~ N(0,1). 

Pour sa part, la variance du taux d’interet instantane obeit au processus 
stochastique suivant : 

dv = y(v- v) dt + ^VvejVdt 

oil V est le niveau a long terme de la variance, 7, la vitesse de retour de la variance 
vers son niveau de long terme, un facteur d’echelle de la volatilite et Sj ~ N(0,1)'. 
On suppose que les deux termes aleatoires Cj et Sj sont correles. 


1. II serait preferable de supposer que le terme d’erreur obeit a une chi-carree decentree. Mais de 
nombreux auteurs, tels Clewlow et Strickland (1998) et Schoutens (2003), recourent a la loi 
normale pour simuler le processus stochastique dit «racine carree » auquel obtempere ici la volatilite 
stochastique. 
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A partir de ce modele, nous voulons calculer le prix d’un call europeen de 1 an 
ecrit sur une obligation a coupon zero de 2 ans qui verse 100$ a son echeance. Le 
prix d’exercice de cede option est de 90$. Les parametres du modele se retrouvent 
au tableau 12.1. 

Tableau 12.1 Parametres du modele de volatilite stochastique 

_a 1,8 

_r 0,064 5 

J_ 2,4 

0,0035 

0,000 96 

P(Ei,£2) -0,36 

to 0,06 

Vo 0,05 


Comme on pent le constater au tableau 12.1, on suppose que la correlation 
entre les deux termes aleatoires est egale a -0,36. Les niveaux initiaux du taux d’in- 
teret instantane et de la variance sont respectivement fixes a 0,06 et a 0,05 pour tous 
les scenarios. Le programme ecrit en Visual Basic qui a servi a calculer le prix de 
I’option europeenne apparait au tableau 12.2. 

Examinons de plus pres la sous-routine du tableau 12.2. Nous declarons d’abord 
les indices i et j qui nous servirons a effectuer nos simulations. Nous indiquons que 
ce sont des entiers. 


Dim i, j As Integer 

Puis nous inserons dans le programme le calibrage^ du modele de Fong et 
Vasicek, soit la valeur des parametres des equations du taux d’interet et de la variance 
du taux d’interet, lesquels se retrouvent au tableau 12.1. 

alpha=1.8 
rbarre=0,0645 
gamma=2.4 
vbarre=0,0035 
zeta=0, 00096 
PEX=90 


2. La version 5.0 d’EViews renferme un programme permettant de calibrer les modeles de volatilite 
stochastique. 
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Tableau 12.2 Programme Visual Basic du calcul du prix 

d’un call europeen sur une obligation a coupon zero 
avec volatilite stochastique 


Sub MCobgeuro( ) 

Dim i, j As Integer 

'les parametres du modele de Fong et Vasicek 
et prix d'exercice du call 
alpha=1.8 
rbarre=0.0645 
gamma=2.4 
vbarre=0.0035 
zetha=0. 00096 
PEX=90 
iopt=1 

'Coefficients Cholesky 
CK1=Range("CK1") 

CK2=Range("CK2") 

M=100 

N=100 

T=1 

s=2 

dt=s / N 

callsum=0 

For i=1 To M 

r=0.06 

v=0.05 

Sum=0 

Sum1t=0 

For j=1 To N 

Randomize 


eps1=Application.WorksheetFunction. 

NormSlnv(Rnd) 

Randomize 

eps2=Application.WorksheetFunction. 

NormSlnv(Rnd) 

z1c=eps1 

z2c=-0.36*eps1+0.93*eps2 

v=v+gamma*(vbarre-v)*dt+zetha*Sqr(v)*z2c* 

Sqr(dt) 

r=r+alpha*(rbarre-r)*dt+Sqr(v)*z1c*Sqr(dt) 

If j <= 50 Then 
Sum1t=Sum1t+r*dt 
End If 

If j >= 50 Then 
Sum=Sum+r*dt 
End If 

Range("taux").0ffset(j, i)=r 
Range("vola").0ffset(j, i)=v 
Next j 

POBG=100*Exp(-Sum) 

callsum=callsum+Exp(-Sum1t)*Application. 

Max(0, iopt*(P0BG-PEX)) 

Next i 

Range("SUM")=Sum 
Range("SUM1T")=Sum1t 
Range("P0BG")=P0BG 
pcall=(callsum / M) 

Range("pcaN")=pcall 

End Sub 


Le modele peut servir tout autant a calculer le prix d’un call que celui d’un 
put europeen. Pour ce faire, nous nous servons de I’indicateur iopt. Si c’est un call, 
il prend la valeur +1 et si c’est un put, -1. Comme ici, nous calculons la valeur d’un 
call : 


iopt=1 
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Nous recourons a la factorisation de Cholesky^ pour correler les deux variables 
aleatoires. Les calculs sont effectues directement dans le chiffrier a partir de la fonction 
de Cholesky de Poptools. Au tableau 12.3, on retrouve la matrice de correlation des 
deux variables aleatoires et sa decomposition a partir de la fonction de Cbolesky. 


Tableau 12.3 



A 

B 

11 

Matrice correlation 

12 

1 

-0,36 

13 

-0,36 

1 

14 



15 

Decomp. Cholesky 

16 

1 

0 

17 

-0,36 

0,932952 


Les coefficients de Cholesky requis sont integres dans le programme Visual Basic. La 
cellule A17 du chiffrier a ete nommee CHKl et la cellule B17, CHK2. 

CK1=Range("CHK1") 

CK2=Range("CHK2") 

Chaque scenario comporte 100 pas et nous fixons le nombre de scenarios a 100. 
L’echeance de Toption (T) est de 1 an et celle de Tobligation a coupon zero, de 2 ans. 
Le pas dt, qui est defini sur une base annuelle, est done egal a (S/N). Nous definissons 
une variable qui accumule les prix des calls de chaque scenario: callsum, dont la 
valeur initiale est fixee a 0 : 


M=100 

N=100 

T=1 

s=2 

dt=s / N 
callsum=0 

Puis nous nous engageons dans le premier scenario de taux d’interet, le programme 
comportant M scenarios. La boucle de I’ensemble des scenarios est de : 

For i=1 To M 
Next i 


3. Sur ce sujet, on consultera Racicot et Theoret (2004). 
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Nous fixons initialement les valeurs de r et de v respectivement a 0,06 et 0,05. Nous 
definissons deux autres compteurs : Sum et Sumlt. Sum servira a actualiser le cash- 
flow de r obligation a coupon 0 et Sumlt aura pour sa part comme role d’ actualiser 
les cash-flows de I’option. La valeur initiale de ces deux compteurs est etablie a 0. 


r=0.06 

v=0.05 


Sum=0 

Sum1t=0 

Nous commandons un premier scenario de taux d’interet. Nous tirons deux variables 
aleatoires distribuees normalement et nous les correlons. 

For j=1 To N 

Randomize 

eps1=Application.WorksheetFunction.NormSlnv(Rnd) 

Randomize 

eps2=Application.WorksheetFu notion. NormSlnv(Rnd) 
z1c=eps1 

z2c=ck1*eps1+ck2*eps2 

Puis nous ecrivons les processus stochastiques suivis par la variance du taux d’interet 
et ensuite par le taux d’interet lui-meme. 

v=v+gamma*(vbarre-v)*dt+zeta*Sqr(v)*z2c*Sqr(dt) 

r=r+alpha*(rbarre-r)*dt+Sqr(v)*z1c*Sqr(dt) 

Puis nous etablissons les facteurs d’escompte des cash-flows de I’obligation et de 
ceux de 1’ option : 

If j <= 50 Then 
Sum1t=Sum1t+r*dt 
End If 

If j >= 50 Then 
Sum=Sum+r*dt 
End If 

Une fois termine le premier scenario de taux d’interet, nous calculons le prix de 
r obligation a coupon zero qui resulte du scenario et le prix du call correspondant, 
que nous accumulons dans callsum. 

POBG=100*Exp(-Sum) 

callsum=callsum+Exp(-Sum1t)*Application.Max(0, iopt*(POBG-PEX)) 
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Une fois effectue le nombre de scenarios demandes de taux d’interet, nous calculous 
le prix du call. 


pcall=(callsum / M) 

Sous les donnees du probleme, le prix du call est de 4,00$. 

A la figure 12.1, nous comparons I’un des scenarios quelconques de taux 
d’interet a la moyenne de tons les scenarios effectues. On remarquera que le scenario 
moyen est tres rapproche, cela pour tous les pas, de la valeur d’equilibre a long terme 
du taux d’interet. 

Figure 12.1 Scenarios du taux d’interet 



A la figure 12.2 apparait I’un des scenarios de la volatilite. On notera que le 
calibrage retenu de 1’ equation de la variance se traduit par un declin asymptotique 
de la volatilite vers sa valeur de long terme. Les previsions de la volatilite associees 
a un processus GARCH (1,1) ont le meme protil. En fait, un processus GARCH 
(1,1) reproduit une moyenne mobile ponderee exponentielle (EWMA). Toutefois, le 
processus stocbastique de la variance est de nature a generer des fluctuations assez 
marquees, tout dependant du calibrage du modele. Dans la simulation que nous avons 
effectuee, nous avons donne beaucoup plus de poids au processus de retour de la 
moyenne de la variance qu’a sa partie stocbastique, d’oil le declin exponentiel de la 
variance. Mais si nous avions donne davantage de poids a la composante stocbastique 
de la variance, nous aurions pu generer des profils beaucoup plus fluctuants. 

Nous pouvons comparer la solution obtenue a partir de la simulation de Monte 
Carlo pour le prix du call a celle resultant de 1’ application de la solution analytique 
de Black, qui suppose un taux d’interet fixe et une variance egalement fixe pour la 
variance du taux d’interet. Rappelons auparavant I’equation de Black. Ee prix d’un 
call d’echeance T ecrit sur une obligation d’ecbeance s ( s > T) est egal a : 

c(0,T,s)= P(0,T)[Pp(0,T,s)N(d,)-XN(d2)] 
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Figure 12.2 Scenario de la volatilite stochastique 



Pas 


ou c(0,T,s) est le prix du call d’echeance T ecrit sur une obligation d’echeance s, 
P(0,T), le facteur d’escompte pour la periode comprise entre 0 et T, Pp, le prix a 
terme de I’obligation a coupon zero et X, le prix d’exercice de I’option. Pour sa part, 
dj est egal a : 



et dj! 

dj = dj - aVY 

Au tableau 12.4 se retrouve une fonction ecrite en Visual Basic con^ue pour 
implanter la formule de Black dans un chiffrier Excel. 

Pour effectuer le calcul de I’equation de Black, nous avons suppose que la 
courbe des rendements etait borizontale et que le taux d’interet etait egal a sa moyenne 
de long terme, soit 6,45 %. Nous avons egalement fixe la volatilite a sa valeur de 
long terme. Forts de ces hypotheses, nous avons obtenu un prix de 4,25 $ pour le call 
contre 4,00$ dans le cadre de la simulation de Monte Carlo. Les valeurs sont somme 
toutes rapprochees. 11 faut toutefois souligner que le resultat de la simulation de Monte 
Carlo differe d’une simulation a I’autre. 11 est recommande de calculer I’ecart-type 
des scenarios de maniere a etablir I’intervalle de confiance de la simulation. 
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Tableau 12.4 Fonction Visual Basic de I’equation de Black 


Function callobgBlack(rT, rs, s, T, sigmaf, xf) 

'On definit P comme un vecteur de dimension s. Notez la syntaxe. 
Dim P() As Double 
ReDim P(0 To s) 

'On calcule les prix des obligations a coupons zero 
'd'echeance T et s. 

'On suppose ici des taux differents pour s et T 
P(T)=Exp(-rT*T) 

P(s)=Exp(-rs*s) 

'On calcule le prix a terme 
PF=P(s)/P(T) 

'On calcule d1 

Num1=Log(PF / xf)+(sigmaf''2 / 2)*T 
donef=Num1 / (sigmaPSqr(T)) 

'On calcule N(d1) 

Ndonef=Application.NormSDist(donef) 

'On calcule d2 et N(d2) 
dtwof=donef-sigmaf*Sqr(T) 

Ndtwof=Application.NormSDist(dtwof) 

'On calcule le prix du call sur I'obligation 
callobgBlack=P(T)*(PF*Ndonef-xf*Ndtwof) 

End Function 


2. Smile en deux et trois dimensions 

Nous avons deja defini le smile en deux dimensions. C’est la volatilite qui decoule de 
la formule de Black et Scholes (PB&S) lorsque Ton connait le prix de I’option : 

PB&S = f(S,X,T,r,o) 

Dans cede formule, la seule inconnue est la volatilite. Pour etablir le smile, il faut 
disposer des prix observes d’une option sur une action quelconque, qui ne different 
que par le prix d’exercice. On pent alors etablir la relation entre la volatilite et le 
prix d’exercice, qui devrait donner lieu a une forme de smile. Cbez Black et Scboles, 
la volatilite est constante, c’est-a-dire qu’elle ne depend pas du prix d’exercice. La 
distribution des rendements etant supposee normale cbez Black et Scboles, I’exces de 
leptokurtisme est d’office nul. Mais, dans la realite, la distribution des rendements jour- 
naliers et intrajournaliers (rendements a baute frequence) devie de la normale. L’exces 
de leptokurtisme est positif, c’est-a-dire que les evenements rares sont plus frequents 
que ceux qui sont associes a la loi normale. Un smile apparait done lorsque Ton etablit 
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la relation entre la volatilite et le prix d’exercice a partir de I’equation de Black et 
Scholes et des prix observes des options. Certes, plusieurs auteurs comme Rebonato 
(2004) et Scboutens (2003) contestent une telle procedure. Nous y reviendrons. 

Quo! qu’il en soil, les praticiens de la finance utilisent souvent le smile, c’est- 
a-dire une representation grapbique de la volatilite implicite a 1’ equation de B-S en 
deux dimensions. La figure 12.3 donne Failure d’un smile construit a I’aide de deux 
fonctions Excel (Visual Basic). 

Figure 12.3 



Les donnees utilisees pour effectuer cette representation sont presentees au 
tableau 12.5. 


Tableau 12.5 


SO 

45 

C 

t 

X 

ImpliedVolO 

r 

0,02 

7 

1 

50 

0,4773059 

erreur 

0,001 

3,8 

1 

55 

0,37935156 



2 

1 

60 

0,3310404 



1 

1 

65 

0,30256434 



1,1 

1 

70 

0,35298078 
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Dans le tableau 12.5, c represente la valeur marchande du call, cette valeur pouvant 
etre tiree des journaux financiers; t, I’echeance du call', X, le prix d’exercice; r, 
le faux sans risque; erreur, la tolerance permise en termes d’erreur approximation 
acceptable. Le tableau 12.6 fournit un programme Visual Basic de nature a reproduire 
un tel smile‘s. 

Tableau 12.6 Programme Visual Basic du smile en deux dimensions 

Function impvolcallO(c As Double, X As Double, t As Double, SO As Double, 
r As Double, erreur As Double) 

volatilite=0.2 

dv=erreur+1 

While Abs(dv) > erreur 

d1=Log(S0 / X)+(r+0.5*Volatilite^2)*t 

d1=d1 / (Volatilite*Sqr(t)) 

d2=d1-Volatilite*Sqr(t) 

erreurprix=S0*Application.NormSDist(d1)-X*Exp(-r*t)*Application. 

NormSDist(d2)-c 

vega=SO*Sqr(t / 3.1415926 / 2)*Exp(-0.5*dD2) 
dv=erreurprix / Vega 
volatilite=volatilite-dv 
Wend 

impvolcallO=volatilite 

End Function 


Dans ce programme, nous avons utilise la fonction Excel : Application. 

d, 

NormSDist(dl) afin de calculer Tintegrale : | f(z)dz , oil f(z) est la PDF normale. II 

existe d’autres fagons de calculer cette integrate. Par exemple, Wilmott (2001)^ utilise 
la fonction du tableau 12.7 pour effectuer le meme calcul. 


4. Le programme utilise pour construire le graphique est une modification du programme de Wilmott 
(2001). 

5. On consultera: P. Wilmott (2001), Paul Wilmott on Quantitative Finance, John Wiley & Sons, New 
York. 
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Tableau 12.7 


Function impvolcall(c As Double, X As Double, 
t As Double, SO As Double, r As Double, 
erreur As Double) 

volatilite=0.2 

dv=erreur+1 

While Abs(dv) > erreur 

d1=Log(S0 / X)+(r+0.5*volatilite^2)*t 

d1=d1 / (volatilite*Sqr(t)) 

d2=d1-volatilite*Sqr(t) 

erreurprix=S0*cdf(d1)-X*Exp(-r*t)*cdf(d2)-c 

vega=SO*Sqr(t / 3.1415926 / 2)*Exp(-0.5*dP2) 

dv=erreurprix / vega 

volatilite=volatilite-dv 

Wend 

impvolcall=volatilite 


End Function 

Function cdf(x) As Double 

Dim d As Double 

'Dim temp As Double 

Dim a1 As Double 

Dim a2 As Double 

Dim a3 As Double 

Dim a4 As Double 

Dim a5 As Double 

d=1 /(1+0.2316419*Abs(x)) 

a1=0.31938153 

a2=-0.356563782 

a3=1. 781 477937 

a4=-1.821255978 

a5=1. 330274429 

temp=a5 

temp=a4+d*temp 

temp=a3+d*temp 

temp=a2+d*temp 

temp=a1+d*temp 

temp=d*temp 

cdf=1-1 / Sqr(2*3.1415926)*Exp(-0.5*x''2)*temp 
'cdf=1-1 / Sqr(2*3.1415926)*Exp(-0.5*x*x)*(ar 
d+a2*d+a3*d*d*d+a4*d*d*d*d+a5*d*d* 
d*d*d) 

If X < 0 Then cdf=1-cdf 

End Function 


Ici, la fonction cdf(x) effectue le meme calcul que Tapplication Visual Basic 
d’ Excel : Application. normsdist(dl). La figure 12.4 donne la representation graphique 
de cette fonction en utilisant les memes donnees qu’anterieurement. 

Apres analyse, on constate que ces deux fonctions donnent exactement les 
memes resultats. On pent en conclure que Falgorithme qu’utilise Excel est probable- 
ment tres similaire a celui suggere par Wilmott (2001). 

Nous observons maintenant les prix d’une option sur une action associes a 
divers prix d’exercice et a diverses ecbeances. Nous voulons representer, en trois 
dimensions, la fonction reliant la volatilite implicite au prix d’exercice et a I’ecbeance, 
en utilisant encore une fois I’equation de Black et Scboles puisqu’elle est a la base 
de la notion de volatilite implicite. La figure 12.5 fournit une telle representation, 
etablie a partir d’une fonction Matlab (tableau 12.8). 
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Figure 12.4 



Figure 12.5 Surface de volatilite 


Surface de voialilit4 
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Tableau 12.8 Fonction Matlab de la surface de volatilite 


function v = BSinv(SO,X,r,t,c,erreur) 

% c : Valeur au marche du call 

% On utilise la methode de Newton-Raphson pour calculer la volatilite 
implicite 
n=1; 

sigma1=0.2; 

c1=0; 

erreur=0.001; 

while abs(cl-c) > erreur, 

sigma=sigma1; 

c1=BS(S0, X, r, t, sigma); % Ma fonction B-S 

vega1=vega(S0, X, r, t, sigma); 

sigma 1=sigma-((c1-c) / vegal); 

n=n+1; 

end 

v=sigma1; 

return 


function BS=BS(SO,X,r,t,sigma) 

d1=(log(S0/X)+(r+sigma''2/2)*t)/(sigma*sqrt(t)); 

d2=dT(sigma*sqrt(t)); 

BS=S0*normcdf(d1)-X*(exp(-r*t)*normcdf(d2)); 


function v = vega(SO,X,r,t,sigma) 

d1=(log(S0/X)+(r+sigma''2/2)*t)/(sigma*sqrt(t)); 
V = S0*sqrt(t)*normpdf(d1); 


A la difference de notre programme VBA, nous avons ici separe les calculs 
des valeurs de la B-S et de son vega. Nous pouvons constater que le resultat est le 
meme en comparant le resultat de ImpliedVolO, qui est de 0,477 (voir tableau Excel), 
au resultat presente ci-dessous pour SO = 45, X = 50, r = 0,02, t = 1 et c = 7 : 

sig1=BSinv(45,50,0.02,1,7) 

sig1=0,4773 

La figure 12.6 donne une autre fa 9 on de representer la meme fonction dans 
Matlab. 
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Figure 12.6 Surface de volatilite 



Ici la difference d’ allure du graphique reside dans le fait que nous n’avons 
pas effectue de rotation de la surface. En effet, dans Matlab, il possible de faire des 
rotations comme dans le cas de la figure precedente. Dans Excel, on pent egalement 
effectuer cette meme representation. En voici une representation a la figure 12.7. 

Figure 12.7 Surface de volatilite {volatility surface) 



On remarque que les capacites graphiques d' Excel n’ont pas la meme elegance que 
cedes de Matlab pour ce qui concerne les representations en trois dimensions. De 
plus, Excel n’offre pas la possibilite de cboisir I’ecbelle des axes x et y. 
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3. Critiques du calcul du smile 


Cette section n’a pas pour but de minimiser les developpements precedents ay ant trait 
an calcul du smile. Comme nous le disions dans 1’ introduction, plusieurs categories 
d’options sont cotees en termes de la volatilite implicite. C’est la une fa 9 on de rectifier 
I’equation de Black et Scholes. Les options qui presentent la volatilite implicite la 
plus elevee sont, ceteris paribus, plus couteuses. On se sert egalement de la volatilite 
implicite pour des fins de couverture bien que, comme nous le verrons, cette mesure 
soil plus ou moins appropriee. 

Comme nous savons maintenant que la volatilite varie en function du prix 
d’exercice, nous en deduisons qu’elle varie egalement en fonction du prix de Fac- 
tion. Le but ultime de Fexercice se rapportant au calcul de la volatilite implicite est 
evidemment d’etablir la relation entre la volatilite et le prix de Faction. Mais comme 
on n’observe qu’un seul prix d’action a un moment donne, on en est reduit a etablir une 
relation entre la volatilite et le prix d’exercice, une grille de ces demiers pouvant etre 
observee a un instant donne, cela pour une meme option. Mais la volatilite implicite 
ainsi calculee n’est qu’un substitut imparfait a celle que Fon vise en bout de ligne, 
soit la volatilite qui est en rapport direct avec le prix de Faction. 

Pour illustrer cette problematique, prenons Fexemple suivant de Rebonato 
(2004), qui exprime de severes reserves a Fendroit de F utilisation de la volatilite 
implicite. Envisageons le calcul du delta, input d’une operation de couverture, dans 
un monde oil la volatilite n’est plus constante comme dans celui de Black et Scboles, 
mais varie en fonction du prix de Faction. On ne pent plus a ce moment-la ecrire : 

A.=f = N(d,) 


car cette formule suppose que la volatilite ne reagit pas au prix de Faction. Le delta 
corrige A*^, est le suivant : 


A* 


N(d,) + 


dC 

as 


Dans cette expression, il existe une inconnue, soit — ^ . C’est la Fun des points 

as 

faibles de Fapprocbe par la volatilite implicite puisque cette derivee ne pent etre 
observee. Certes, on pent estimer cette derivee par simulation, mais le resultat demeure 
alors entacbe d’une erreur qui peut s’averer importante. 
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Resume 

L’equation de Black et Scholes suppose que la distribution des rendements est normale. 
Or, la distribution des rendements joumaliers et a baute frequence s’eloigne sensi- 
blement de la normale. II s’ensuit, entre autres, que les evenements rares sont plus 
frequents que sous une distribution normale. Cela donne lieu a des erreurs importantes 
au cbapitre du calcul des prix des options tres bors-jeu et tres en jeu lorsque Ton 
utilise I’equation de Black et Scboles. 

Pour pallier a cette carence de I’equation de Black et Scboles, on a imagine 
d’inverser cette equation. En supposant connus le prix de I’option et tons ses autres 
parametres sauf la volatilite, I’equation de Black et Scboles est alors recuperee pour 
calculer la volatilite. On parle alors de volatilite implicite. Cette volatilite s’obtient, 
comme on I’a vu dans ce cbapitre, en recourant a un algoritbme d’ optimisation, car on 
ne pent inverser directement I’equation de Black et Scboles. On pent alors se servir de 
la volatilite implicite pour coter les prix des options ou pour des fins de couverture. 

Mais I’approcbe par la volatilite implicite comporte plusieurs faiblesses. En 
effet, ce n’est pas tant la derivee du prix d’une option par rapport a la volatilite impli- 
cite qu’il importe de connaitre, mais sa derivee en regard de la veritable volatilite. 
Comme le dit Rebonato (2004), pour rapatrier I’equation de Black et Scboles, on 
met la mauvaise volatilite, soit la volatilite implicite, dans la mauvaise formule, soil 
I’equation de Black et Scboles, pour calculer le bon prix de I’option. Cette metbode 
est, il va sans dire, tres discutable. 

Quoi qu’il en soit, nous ne pouvions negliger de parler de la volatilite implicite 
dans ce traite, car elle est tres utilisee en gestion des risques. Nous avons egalement 
expose une solution de recbange tres valable a I’approcbe par la volatilite implicite, 
soit celle par la volatilite stocbastique. E’avenir de cette approcbe est indiscutable 
puisqu’elle permet de redonner a la volatilite sa veritable identite. En effet, la volati- 
lite n’est pas fixe mais evolue selon un processus stocbastique. Et les processus que 
I’on peut utiliser pour modeliser la volatilite sont multiples, car on pent faire appel 
a un grand nombre de distributions pour generer les termes aleatoires qui sont les 
moteurs de la simulation. C’est ainsi que nous avons calcule dans ce cbapitre le prix 
d’une option d’acbat europeenne ecrite sur une obligation a coupon zero en simulant 
le modele de taux d’interet propose par Eong et Vasicek (1992). Ee calibrage de notre 
modele s’est traduit par une volatilite obeissant a un modele du type GARCH (1,1) 
mais le modele de Eong et Vasicek autorise toute une panoplie de structures de vola- 
tilite, reliees au calibrage du modele bifactoriel de Eong et Vasicek. En comparant la 
solution du modele de Eong et Vasicek a celle de Black, nous avons pu constater que 
le modele de Black etait somme toute robuste. 
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CHAPITRE 


13 

LES OPTIONS EXOTIQUES’ 


L’ingenierie financiere s’est beaucoup developpee depuis la parution de la fameuse 
equation de Black et Scholes en 1973. Cette equation s’appliquait a des options 
standards^ ou classiques, a des options d’ achat et a des options de vente. Cette annee 
correspondit egalement a 1’ introduction en bourse de ces categories d’ options. 

Les cash-flows de ces options sont recherches par une certaine categorie de 
clientele. Celle-ci desire le profil de cash-flows issu de telles options pour se couvrir 
contre une situation particuliere. Par exemple, un gestionnaire de portefeuille pent 
desirer qu’en tout temps la valeur de son portefeuille ne tombe pas en dessous d’un 
certain niveau. II se portera alors acquereur d’options de vente dont le prix d’exer- 
cice lui assure qu’il en sera ainsi. II s’agit la du simple principe de I’assurance de 
portefeuille. 

Toutefois, les profils des cash-flows des options classiques peuvent ne pas 
correspondre a ceux qui sont recherches par un investisseur. Ou encore, de telles 
options peuvent se reveler trop couteuses en regard des besoins specifiques de 1’ in- 
vestisseur. Supposons qu’un exportateur canadien ait des revenus reguliers libelles 
en dollars americains tout au long de 1’ annee et que ses couts soient fixes en dollars 
canadiens. Un tel exportateur est vulnerable a une depreciation du dollar americain. 
Pour se couvrir, il peut se procurer des options de vente d’un mois definies sur le 
dollar americain et les renouveler a leur echeance. 

Mais une telle strategie de couverture se revele couteuse. Ce que veut couvrir 
notre exportateur americain, c’est le cours moyen du dollar americain au cours d’une 
annee. En effet, exprimees en deviation de la moyenne, ses pertes de change seront 
nulles s’il a convert le cours moyen du dollar americain. S’il existait une option 


1. Pour rediger ce chapitre, nous avons fait appel aux references suivantes : McDonald (2006), Wilmott 
(2006) et Haug (1997). 

2. Soit des plain vanilla options, en anglais. 


© 2006 - Presses de I'Universite du Quebec 

Edifice Le Delta i, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


410 Finance computationnelle et gestion des risques 


de vente sur le cours moyen du dollar americain, notre exportateur arriverait a se 
proteger contre le risque de change a moindre cout puisqu’une telle option serait 
moins volatile. 

C’est ici que I’ingenierie financiere entre en ligne de compte. Un ingenieur 
financier pent fabriquer I’option de vente dont notre exportateur a besoin. Certes, les 
options definies sur le prix moyen du sous-jacent existent depuis bon nombre d’annees. 
Ce sont les options dites « asiatiques ». Elies sont nees a partir des besoins specifiques 
de certains investisseurs qui, comme notre exportateur, etaient a la recherche d’un 
profil de cash-flows que ne pouvaient leur foumir les options classiques. De telles 
options sont taxees d’exotiques, car la distribution de leurs cash-flows se demarque 
de celle des options classiques. Et contrairement a la plupart des options classiques, 
elles sont vendues hors-bourse^. 

II existe aujourd’hui une grande variete d’ options exotiques, les besoins des 
investisseurs se diversifiant de plus en plus. Ces innovations apparaissent pour combler 
les lacunes laissees par les instruments financiers classiques. Ce chapitre ne vise pas 
a en fournir une liste exhaustive mais a n’en etudier qu’une brochette representa- 
tive. Nous laisserons au lecteur des references qui lui permettront de completer ses 
connaissances dans ce domaine. 

Ees options exotiques se demarquent des options classiques sous trois chapitres. 
D’abord, leur dimension. Ees options classiques sont unidimensionnelles en ce sens 
qu’elles sont ecrites sur un seul sous-jacent. Ees options exotiques peuvent pour leur 
part etre bidimensionnelles ou multidimensionnelles. A titre d’exemple, un quanto 
comporte deux sous-jacents : une devise et un indice boursier. Certaines options sont 
egalement ecrites sur le maximum de deux actifs. 

Une autre dimension qui distingue les options exotiques des options classiques 
est que les options exotiques peuvent dependre du chemin suivi par le sous-jacent. On 
dit que de telles options sont path-dependent. Certes, une option americaine classique 
depend du chemin suivi par le sous-jacent puisqu’il faut dans ce cas determiner le 
temps optimal d’exercice. Mais cette dependance est faible en ce sens qu’elle n’affecte 
pas I’equation differentielle suivie par cette option. Elle se traduit plutot par I’ajout 
d’une borne variable. Par consequent, un call ou un put americain sont consideres 
comme classiques et non comme exotiques. Des exemples types d’ options exotiques 
sont les options barrieres et les options asiatiques. Alors que I’option barriere depend 
faiblement du chemin suivi par le sous-jacent, I’option asiatique en depend fortement. 
Comme nous serons a meme de le constater dans ce chapitre, cette dependance 
se traduit par I’ajout a son equation differentielle d’un terme qui represente cette 
dependance. 


3. Ce sont done des options OTC, soit des options over-the-counter. 
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Finalement, une troisieme dimension qui permet de distinguer les options 
exotiques des options classiques est I’ordre de I’option. Une option classique est 
du premier ordre, car son sous-jacent est un instrument financier primaire, telle une 
action. Par contre, I’option composee, une option exotique, est du second ordre. Son 
sous-jacent est en effet une option. Une option composee est done une option sur 
une option. 

Nous ouvrons ce chapitre en «demembrant» I’equation de Black et Scholes. 
Nous montrons qu’un call europeen peut etre decompose en deux types d’options: 
une option « actif-ou-rien » et une option «numeraire-ou-rien». Cette decomposition 
peut s’averer utile pour concocter d’autres instruments financiers. Puis nous etudierons 
tour a tour les options exotiques suivantes : I’option composee, I’option barriere et 
les quantos. Nous verrons qu’un point commun regroupe les options exotiques : elles 
dependent du chemin suivi par leur sous-jacent. Cette dependance peut etre faible, 
comme e’est le cas pour les options «barrieres », ou forte, comme e’est le cas pour les 
options asiatiques que nous avons etudiees anterieurement. Finalement, nous conside- 
rerons un produit issu de I’ingenierie financiere, soit un compte de depot exotique qui 
est apparu a la fin des annees 1990 : le CPG indiciel. Un tel certificat de depot permet 
de tirer parti d’une hausse boursiere tout en assurant la protection du capital. 


1. Un «demembrement» de l'equation de Black et Scholes 

Black et Scholes ont propose une formule analytique pour un call europeen ecrit 
sur une action qui ne verse pas de dividendes et Font adaptee a un put aux memes 
caracteristiques, une relation de parite reliant en effet ces deux types d’options. Or, 
il est possible de decomposer un call classique en options plus simples qui peuvent 
par la suite servir de composants a de nouvelles options. II revient aux ingenieurs 
financiers de «fabriquer» de telles options. 

Rappelons l’equation de Black et Scholes : 

SN(di)-Xe"^^N(d2) 

Le premier terme est une option dite « actif-ou-rien ». Le deuxieme terme est 
une position a decouvert dans K options «numeraire-ou-rien». Precisons. 

Une option actif-ou-rien paie une unite du sous-jacent si (S > X) et rien 
autrement. Son payojf, qui est egal a (S^ est done plus genereux que celui d’un 
call traditionnel, qui est de (S.j. - X) . L’ option actif-ou-rien vaut done davantage. 
On comprend facilement que le prix d’une telle option est de SN(dj), soit le premier 
terme de l’equation de B-S. Le prix d’une telle option est en effet la valeur esperee 
actualisee du cash-flow final dans un univers neutre au risque. Si le payoff A' \me, telle 
option etait certain, on paierait S pour 1’ option, car le call se confondrait alors avec 
Faction elle-meme, qui represente ici son sous-jacent. Mais comme le paiement n’est 
pas certain, on paie seulement la valeur esperee, ici SN(dj). 
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Considerons maintenant 1’ option numeraire-ou-rien. Cette option paie 1 $ a 
son echeance si (S > X) on rien autrement. Si le paiement etait certain, cette option 
vaudrait e . Elle equivaudrait dans ce cas a une obligation a coupon zero qui paie 
1 $ a sa date d’echeance, soit T. Mais comme ce paiement est incertain, il faut le 
multiplier par la probabilite neutre an risque que cette option soit exercee, c’est-a- 
dire la probabilite que (S > X). Or cette probabilite est N(do). Le prix d’une option 
numeraire-ou-rien est done egal a SN(d 2 ). Comme I’affirme a juste titre McDonald 
(2003), les prix des produits derives sont des probabilites neutres au risque escomp- 
tees. Le second terme de I’equation de B-S est done une position a decouvert dans 
X options numeraire-ou-rien. 


2. Les options composees 

Une option composee est une option du second ordre. C’est en effet une option 
sur une option. Nous avons deja, sans le savoir, rencontre un tel type d’option. Ln 
effet, un call dont le sous-jacent est une action est a proprement parler une option 
sur une option. Ln effet, il est bien connu qu’une action est une option definie sur 
la valeur de I’entreprise et dont le prix d’exercice est la valeur nominale de la dette 
de I’entreprise. 

Il est relativement facile de determiner le prix d’une option composee^'. Celle- 
ci comporte une contrainte additionnelle en regard d’une option classique. Une 
«barriere» doit etre en effet franebie pour que I’option sous-jacente voie le jour: 
I’option sur I’option doit avoir une valeur positive au moment de son exercice. On 
pent determiner le prix critique S* au-dessus duquel I’option composee sera exercee. 
Supposons que nous sommes en t^. L’ option composee, dont le prix d’exercice est de 
k, donne le droit d’acbeter un call dont le prix d’exercice est de K et qui ecboit au 
temps T. Au temps tj, 1’ option composee vaut: C = (s, ,k,T- t,). Le prix critique S* 
auquel I’option composite sera exercee est associe w payoff Ae, cette option, e’est-a- 
dire qu’il verifie I’egalite suivante : C(S*,k,T - tj) = k. C’est-a-dire que pour tout prix 
au-dessus de S*, I’option composee sera exercee. A partir de t[, I’option composee se 
comporte comme une option ordinaire, c’est-a-dire qu’il ne subsiste alors que 1’ option 
sous-jacente. Sa valeur a I’ecbeance est de : 

Pour valoriser une option composee, on precede par etapes®. On determine 
d’abord la valeur de I’option sous-jacente, puis celle de I’option composee. Soit S le 
prix de I’actif et V la valeur de I’option s,ous-jacente. Le prix d’exercice de I’option 
composee est de k et celui de I’option sous-jacente, de K. Leur payoj^respectif est done : 


4. R. Geske (1979), «The Valuation of Compound Options », Journal of Financial Economics, vol. 7, 
p. 63-81. 

5. Pour plus de details sur cette approche, voir McDonald (2003). 

6. Wilmott (2000). 
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F(S) = (S - K)^ et G(V) = (V - k)"^. L’ equation differentielle de I’option sous-jacente est : 
+ — a^S^^-^ + rS^^-rV= 0. La condition aux homes qui doit alors etre 

at 2 as" as 

satisfaite est : V(S,T) = F(S). Designons par C la valeur de I’option composee. L’equa- 

3C 1 3C 

tion differentielle a laquelle elle est soumise est : 1 - — a"S" 1 rS rC = 0, 

at 2 as" as 

avec, comme condition aux homes : C(S,tj) = G(V). 

Geske (1979) a solutionne de fa^on analytique les deux equations differen- 
tielles qui decrivent I’option composee. Farce que deux evenements doivent survenir 
pour que I’option composee soit finalement exercee, c’est-a-dire S, > S * et S.j. > K, 
la solution met en cause la distrihution normale hivariee. Supposons deux variables 
aleatoires distrihuees normalement, Zj et Zj. La prohahilite cumulative de ces deux 
variables est alors de : Prob(zj < a,Z 2 < b;p) = NN (a,b;p) , ou NN est la distribution 
normale bivariee. p represente ici le coefficient de correlation entre les deux variables 

b 


Zj et Zj. II est egal a , ou tj < T. La formule d’un call europeen ecrit sur un call 
europeen dont le sous-jacent verse un taux de rendement du dividende 8 s’ecrit: 


Se“®"’NN 


ou: 




In 


- Ke^^^NN 


S* 


’dz;^ -ke-"'N(a2) 
+ (r- 5 + 0, 5a") t, 


a^ 

+ (r-5 + 0,5a")T 


Uj — Uj Ct-y/ti 

s 


In 


K 


d,=- 

dj = d, - Gx/t 


Gx/f 


On renoue avec les coefficients dj et dj de I’equation de Black et Scholes. Par 
ailleurs, les coefficients aj et aj ne different que par I’echeance et le prix d’exercice 
et se rapportent a I’exercice de I’option composee. 

En fait, I’equation de I’option composee ressemble beaucoup a celle de Black 
et Scholes, mais elle comporte une operation supplementaire : I’exercice de I’op- 
tion composee. Les deux premiers termes de I’equation de I’option composee, soit 
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Se"®’’NN 




et Ke^^'NN 




ont la meme forme que dans 


I’equation de Black et Scholes, mais ils doivent cependant prendre en compte deux 
evenements : I’exercice de I’option composee et de Foption sous-jacente. D’ou I’uti- 
lisation de la distribution normale bivariee. Le dernier terme de cette formule, soit 
ke“"‘ N(a 2 ), concerne I’actualisation du prix d’exercice de I’option composee. N(a,) 
represente la probabilite neutre an risque de I’exercice de I’option composee. 


II convient d’examiner davantage la relation entre I’equation de Black et 
Scholes d’un call europeen classique et celle d’une option composee consistant en 
un call europeen ecrit sur un call europeen. Considerons d’abord le call europeen 
classique aux specifications suivantes :S:45$;K = 45$;r=5%;CT = 35%;T = 0,5 
an. Son prix tel que donne par 1’ equation de Black et Scholes se situe a 4,95$. 


Supposons maintenant qu’il y ait un call ecrit sur cette option. Ce call a une 
duree de 0,25 an et pent etre exerce au prix d’exercice k. A son echeance, il donne lieu 
a la livraison du call precedent qui a alors une echeance restante de 0,25 an. Comme 
ce call compose comporte une contrainte additionnelle en regard du call classique, il 
vaut forcement moins que celui-ci. Mais il comporte I’avantage de permettre a son 
detenteur d’attendre et de suivre 1’ evolution du prix de Faction avant de prendre une 
decision ferme d’acheter Foption sous-jacente. Entre -temps, il se procure une option 
sur Foption sous-jacente en payant cette derniere a un prix moindre qu’autrement. 


Le tableau 13.1 retrace Fevolution du prix de Foption composee en fonction du 
prix d’exercice de Foption composee (Xj). Ces prix sont calcules a partir de F equation 
de Geske. L’ option composee vaut evidemment le prix que lui donne Fequation de 
B-S si X 2 est nul. Mais on remarque que le prix de Foption composee diminue au fur 
et a mesure que Xj augmente. Il devient pratiquement nul lorsque Xj devient egal au 
prix d’exercice du call sous-jacent. 


3. Les options barrieres 

Tel que leur nom Findique, les options barrieres naissent ou disparaissent si une 
barriere est atteinte. Si elles naissent lorsque la barriere est atteinte, on dit qu’elles 
sont knocked in. Par ailleurs, si elles disparaissent lorsque la barriere est touchee, on 
dit qu’elles sont knocked out. 

Les options barrieres sont moins couteuses que les options classiques tradi- 
tionnelles, car elles sont sujettes a une contrainte additionnelle : une barriere. Cette 
barriere permet de les activer ou de les desactiver. Elles peuvent done offrir a un 
investisseur le profil de flux monetaires qu’il desire a moindre cout. Supposons qu’un 
investisseur veuille se couvrir contre F incertitude reliee a la hausse du prix d’une 
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action, mais qu’il anticipe que ce prix ne depassera pas un certain niveau. II pent a 
ce moment-la se porter acquereur d’un call ecrit sur cette action dit up-and-out. Ce 
call est moins dispendieux qu’un call classique pour notre investisseur. 


Tableau 13.1 Evolution du prix d’une option composee {call sur call) 
en function de son prix d’exercice 


X2 

P 

0 

4,95 

0,5 

4,49 

1 

4,08 

1,5 

3,72 

2 

3,38 

2,5 

3,08 

3 

2,81 

3,5 

2,56 

4 

2,33 

4,5 

2,12 

5 

1,93 

5,5 

1,75 

6 

1,59 

6,5 

1,45 

45 

0,0001 


Une option barriere depend du chemin suivi par son sous-jacent, mais faible- 
ment. Une option up-and-out ou down-and-out se comporte en effet comme une 
option classique tant que la barriere n’est pas francbie. Une option up-and-in ou 
down-and-in devient pour sa part une option classique quand la barriere est francbie. 
Ces options obeissent done a I’equation differentielle de Black et Scboles, mais avec 
une contrainte additionnelle : la barriere. 


A litre d’exemple, envisageons le cas d’un call up-and-out. Tant que la barriere 
n’est pas francbie, ce call obtempere a Tequation de Black et Scboles, e’est-a-dire : 


2c2 3 "v „av 


3V 1 

— — ^ + rS rV = 0 

at 2 as' as 


Si la barriere n’est pas francbie lors de I’existence du call, celui-ci est soumis 
a la condition finale babituelle ay ant trait au payoff'. V(S,T) = (S - X)"^. Mais si la 
barriere est francbie, le call a alors une valeur nulle. Soil S„ le niveau de cette barriere. 
La contrainte additionnelle a laquelle est sujet un call up-and-out par rapport a un 
call classique est done : V(S^,t) = 0 pour t < T. Pour trouver la valeur V du call, on 
doit solutionner I’equation differentielle de Black et Scboles pour 0 < S < S^, avec 
les deux conditions dont il vient d’etre question. 
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II existe plusieurs formules analytiques pour valoriser les options barrieres, 
mais selon Wilmott (2006), elles ne sont que rarement utilisees dans la pratique. Pour 
notre part, nous recourrons a la simulation de Monte Carlo pour valoriser une option 
barriere call-and-in. Les caracteristiques de cette option sont les suivantes : S (prix 
du sous-jacent) = 45 ; X (prix d’exercice) = 45 ; ct (volatilite) = 0,5 ; rf (taux sans 
risque) = 0,02; T (duree de I’option) = 0,25 an. La barriere est fixee a 50. L’option 
n’a done une valeur positive seulement si cette barriere est franebie. 

Tableau 13.2 Simulation de Monte Carlo du prix d’un call up-and-in 

Randomize 

epsilon=Application.NormSlnv(Rnd) 
st=st*Exp(rtg+sigtg*epsilon) 

Next j 

If St > H Then 
payoff=st-K 
Else 

payoff=0 
End If 

Range("payoff").Offset(i, 0)=payoff 
comp=comp+payoff 
Next i 

pcall=Exp(-r*T)*(comp / M) 
Range("resat").0ffset(l, 0)=pcall 
compta=compta+pcall 
comp=0 
Next I 

pcall1=compta / p 
Range("pricean1")=pcall1 

End Sub 


Sub Barrieranl ) 

K=45 

r=0.02 

sigma=0.5 

T=0.25 

H=50 

N=200 

dt=T/N 

mu=0.2 

comp=0 

compt=0 

M=100 

p=100 

rtg=(r-0.5*sigma''2)*dt 

sigtg=sigma*Sqr(dt) 

For 1=1 To p 

For i=1 To M 

st=45 

st1=45 

For j=1 To N 


La simulation de Monte Carlo, qui se retrouve au tableau 13.2, est la suivante. 
Notre procedure consiste a effectuer 100 simulations, de calculer le prix du call 
associe a cbacune de ces simulations et de faire ensuite la moyenne des prix de ces 
simulations. Cette moyenne est egale au prix estime du call. Nos experiences nous 
donnent a penser que cette fagon de proceder donne des resultats superieurs a une 
autre qui accroitrait le nombre d’iterations pour obtenir des resultats plus satisfaisants. 
En effet, la distribution des moyennes obtenues dans la premiere procedure tend vers 
une loi plus normale; ainsi, I’ecart-type des moyennes diminue au fur et a mesure 
que Ton augmente le nombre de simulations. Certes, s’il y a beaucoup de resultats 
lors de la simulation qui se rapproebent de 0, voire qui y sont egaux, la distribution 
ne convergera pas exactement vers une normale. Par ailleurs, dans la deuxieme 
procedure, on augmente le nombre d’iterations, soi-disant pour avoir un meilleur 
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resultat. A chaque iteration est associe un payoff. Or, a I’evidence, la distribution 
de ces payoffs n’obtempere pas a une loi normale, car elle correspond a celle d’un 
call : elle est done fortement asymetrique. II s’ensuit que I’ecart-type de la simulation 
pent meme augmenter avec le nombre d’iterations, ce qui n’est evidemment pas le 
resultat recherche. 

On fixe done le nombre de simulations, qui est donne par la boucle suivante 
au tableau 13.2 : 


For 1=1 to p 
Next p 

On determine le nombre d’iterations pour calculer chacun des prix du call 
dont la moyenne const! tuera le prix estime du call. Dans le tableau 13.2, la boucle 
correspondante est de : 


For i=1 to M 
Next i 

A chacune de ces iterations est associe un payoff du call. Pour calculer chaque 
payoff, on genere un scenario du prix de Paction. Chaque scenario correspond lui- 
meme a une boucle : 


For j=1 to N 
Next j 

Dans chaque scenario, le prix de Paction (S) suit une evolution lognormale 

, , . _ _ (rf-0.5a^]dt+odz • v ^ , y • -i 

donnee par 1 equation : ■ Mais a 1 mteneur de chaque scenario, il 

faut verifier si la barriere est franchie. Si tel n’est pas le cas, le payoff du scenario est 
nul. Dans le tableau 13.2, cede verification s’effectue a Paide de la boucle suivante, 
oil H est la barriere : 


If St > FI Then 
payoff=st-K 
Else 

payoff=0 
End If 

L’algorithme utilise pour calculer le prix du call up-and-in se retrouve a 
la figure 13.1. A Paide du programme Visual Basic {Excel) du tableau 13.2, nous 
avons calcule le prix du call up-and-in dont les caracteristiques ont ete specifiees 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


418 Finance computationnelle et gestion des risques 


anterieurement. Sans barriere, le prix de ce call, c’est-a-dire celui associe a la formule 
B-S, se situe a 4,578 3$. Si on ajoute une barriere dont le niveau est fixe a 50$, son 
prix s’etablit a 4,536 5 $ selon la formule analytique du prix de ce calf. 

Figure 13.1 Algorithme du calcul du prix d’une option up-and-in 



Le prix obtenu par la simulation de Monte Carlo s’est etabli a 4,574 7 $, soil 
une marge d’erreur de pres de 1 % en regard du prix tbeorique. Comme Falgoritbrne 
comportait 100 simulations (p = 100), le prix obtenu est la moyenne de 100 prix. 
L’bistogramme de ces 100 prix est reproduit a la figure 13.2. Comme I’indique le test 
Bera-Jarque, il y a presomption d’une distribution normale pour les prix simules, la 
p-value du test se situant au-dessus de 0,5, ce qui signifie que le test ne peut rejeter 
I’bypotbese d’une distribution normale au seuil de confiance de 95 %. L’ecart-type des 
simulations est de 0,8. Comme on peut le constater a la figure 13.2, les simulations 
se sont traduites par quelques donnees extremes. La valeur maximale obtenue lors 


7. Voir a ce sujet: Hang (1997). 
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des simulations est de 6,508 7 et la valeur minimale, de 2,752 7. D’ou la necessite 
d’effectuer un grand nombre de simulations pour obtenir un resultat rapprocbe du 
prix tbeorique. 


Figure 13.2 Histogramme des 100 prix simules: call up-and-in 



Series: CALLUP IN 

Sample 1 100 


Observations 100 

Mean 

4,574706 

Median 

4,626603 

Maximum 

6,508738 

Minimum 

2,752752 

Std. Dev. 

0,813849 

Skewness 

-0,044620 

Kurtosls 

2,566468 

Jarque-Bera 

0,816306 

Probability 

0,664877 


Nous avons refait le meme exercice pour le call up-and-out, dont les caracte- 
ristiques sont les memes que le call up-and-in que nous venons d’analyser sauf que 
ce call prend maintenant une valeur nulle lorsque la barriere de 50$ est francbie. Le 
programme qui a servi a calculer son prix apparait au tableau 13.3. Le prix associe 
a la solution analytique de cette option est de 0,041 9$®. Le prix simule est pour sa 
part de 0,055 7$. La figure 13.3 foumit la distribution des prix obtenus lors de la 
simulation. On note que la distribution de ces prix n’est pas normale, la p-value du 
test Bera-Jarque se situant pres de 0. En effet, un bon nombre de prix simules sont 
egaux a 0 ou pres de cette valeur, ce qui a pour effet de tronquer la distribution des 
prix simules. Elle ne saurait done etre normale. 


8. Le prix associe a la solution analytique depend de la longueur du pas (dt). Plus le pas est grand, plus 
le prix du call up-and-in diminue. Une augmentation de dt revient done a un relevement effectif de 
la barriere. 
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Tableau 13.3 Simulation de Monte Carlo du prix d’un call up-and-out 


Sub Barrierout( ) 

K=45 

r=0.02 

sigma=0.5 

T=0.25 

H=50 

N=200 

dt=T / N 

mu=0.2 

comp=0 

compta=0 

M=100 

p=100 

For 1=1 To p 
For i=1 To M 
st=45 
h1=0 

For j=1 To N 
Randomize 

epsilon=Application.NormSlnv(Rnd) 

st=st+mu*st*dt+sigma*st*epsilon*Sqr(dt) 


If St >= H Then 
h1=st 
End If 
Next j 

If hi > 0 Then 

payoff=0 

Else 

payoff=Application.Max(st-K, 0) 

End If 

'Range("payoff").Offset(i, 0)=payoff 

comp=comp+payoff 

Next i 

pcall=Exp(-r*T)*(comp / M) 
Range("resat3").0ffset(l, 0)=pcall 
compta=compta+pcall 
comp=0 
Next I 

pcall1=compta / p 
Range("price2")=pcall1 

End Sub 


Figure 13.3 Histogramme des 100 prix simules: call up-and-out 


8 
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Series: CALLUP OUT 

Sample 1 100 
Observations 100 

Mean 

0,055753 

Median 

0,047453 

Maximum 

0,176054 

Minimum 

0,000000 

Std. Dev. 

0,041559 

Skewness 

0,937157 

Kurtosis 

3,382435 

Jarque-Bera 

15,24712 

Probability 

0,664877 


II existe des parites entre les prix des options barrieres. Pour les deux options 
que nous venous d’envisager, cette parite s’ecrit: 

{Call up-and-in) + {Call up-and-out) = Call B-S 
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La somme d’un call up-and-in et d’un call up-and-out est egale a un call 
classique. Cette formule montre qu’un call classique vaut davantage que les deux 
options barrieres correspondantes, car la valeur d’un call ne pent etre inferieure a 0. 
Pour le cas que nous venons d’ examiner, cette parite est egale a: 

4,536 5 + 0,041 9 = 4,578 4 

Notre erreur de calcul aurait done ete moins elevee sur le call up-and-in si 
nous avions utilise cette parite. En effet : 

Call up-and-in = (Call B-S) - (Call up-and-out) = 4,578 4 - 0,055 7 = 4,522 7 $ 

Nous nous sommes ici servis du prix du call classique et du prix simule du call 
up-and-out pour calculer le prix du call up-and-in. Ce prix est plus rapproche du prix 
analytique que le prix simule. Le lecteur voudra bien en tirer une conclusion evidente. 


4. L'option quanto 


Un quanto est defini en fonction d’un indice boursier d’un pays et est converti en 
une devise autre que celle dudit pays a son reglement. Supposons un call ecrit sur 
le Nikkei, un indice japonais, mais qui est converti en dollars americains lors de son 
reglement. On est done ici en presence d’un call bidimensionnel en ce sens qu’il est 
ecrit sur deux actifs : le Nikkei et une devise. 

Lorsqu’une option comporte plusieurs sous-jacents®, on doit tenir compte de 
la correlation entre les mouvements browniens des deux sous-jacents. Supposons que 
chaque sous-jacent obeisse a un mouvement brownien geometrique : 


dS; = PjS;dt + a,SjdZj 


oil E(dz.) = 0;E(dz^) = dt. Les nombres aleatoires dzj et dzj sont correles : 
E^dZjdZj j = Pjjdt . Pour trouver la valeur V d’une option comportant plusieurs 
dimensions, on doit recourir a la version multidimensionnelle du lemme d’It6'°, qui 
s’assimile en fait a une expansion de Taylor d’une fonction a plusieurs variables : 


a"v 


dV 1^^ 

dV — h / dSj H — / / ■ 

dt Yds. 2Y i dS.dS. 


Cov(dS„dSj) 


Mais comme : 


Cov(dSj,dSj) = ajOjPijdt 


9. Pour plus de details sur Poption ecrite sur plusieurs sous-jacents, on consultera Wilmott (2006), 
chapitre 11. 

10. Pour la version multidimensionnelle du lemme dTto, voir Cerny (2004). 
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on pent reecrire dV comme suit : 


f 


dV = 


at 2Y j ' 3s.aSj^ 


V- av 

dt + y dS; 

i as. ' 


Revenons an quanto. Le paFoj^d’un tel quanto est de : 


V(S„S^,t) = (S^-X)" 

oil Sj est le taux de change du yen en dollars americains et Sj^, la valeur de I’indice 
Nikkei. Selon Wilmott (2000), du fait de la simplicite de cq payoff, on pent rechercher 
une solution pour le prix du call qui soit independante du taux de change, c’est-a-dire 
une solution de la forme : 


V(S3,S^,t)=W(S^,t) 

On en arrive ainsi a 1’ equation differentielle suivante, qu’il faut solutionner 
pour trouver le prix d’un quanto : 

aw 1 2o2 3 "w ^ aw, \ „ 

at ^2^""^ as^ +S^^^^(r,-q-pa,a^)-r3V-0 

on q est le taux de rendement du dividende sur 1’ indice Nikkei, le taux sans risque 
japonais et r^, le taux sans risque americain. On renoue ainsi avec I’equation simple 
de B-S a un seul facteur. Si Ton compare cette equation avec celle qui integre le taux 
de rendement du dividende, on voit que revaluation d’un quanto equivaut a utiliser 
le rendement du dividende suivant : r^ - r^ + pcTjcr,.j. Le seul effet notable du taux de 
change est done un ajustement du taux de rendement du dividende. Ce rendement 
depend de la volatilite du taux de change et de la correlation entre le sous-jacent et 
le taux de change. 

Un quanto comporte une solution analytique". Reprenons le cas precedent du 
call ecrit sur I’indice Nikkei mais payable en dollars americains. La valeur du call 
en dollars americains est egale a I’expression suivante: 


c = S, 


SnC 


r,-r,-q-pas„as. T, 


N(d,)-Xe“^’’N(d2) 


oil Sj est le taux de change du dollar americain par unite de yen japonais. Le terme 
dj est egal a : 


In 


d,= 


f 


-2 \ 


+ 


i-f-q-pcts„cts. + — 

y J 


et d,, a : 


dj = dj — Og Vt 


11. Pour cette solution, voir Haug (1997). 
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5. L'option asiatique 


U option asiatique est une option qui depend fortement du chemin suivi par son sous- 
jacent. Prenons le cas d’une option asiatique dont le payoff est de : 


(s-x)* 


oil S est la moyenne du prix de Paction durant la duree de vie de l’option. La valeur 
de l’option depend done d’une nouvelle variable, I, qu’a I’instar de Wilmott (2006), 
on pent representer comme suit en termes continus : 

1 ^ 

I(t)=- js(x)dT 

T=1 

Le payoff Ae l’option asiatique est alors de : (l(t)- X)^ . En regard de I’equa- 
tion de Black et Scholes, 1’ equation differentielle que doit satisfaire l’option asiatique 
comporte un terme additionnel : 


3V 1 
— + -a"S 
3t 2 


2e2 3 "v „av .. „av 


, +rS rV + S — = 0 

as" as ai 


Ce terme est de : S — . 

ai 


Lorsqu’une option ne depend que faiblement du cbemin suivi par son sous- 
jacent, ce terme n’apparait pas dans son equation differentielle. Cette faible dependance 
se traduit simplement par I’ajout de bornes additionnelles en regard du probleme 
classique represente par les options a la Black et Scboles. Nous avons deja rencontre 
des options qui dependent faiblement du cbemin suivi par leur sous-jacent: les 
options americaines classiques et les options barrieres. Leur equation differentielle 
est identique a celle de B-S. Mais lorsqu’il y a forte dependance du cbemin suivi par 
le sous-jacent, I’equation differentielle s’en voit modifie. 


6. Une application de l'ingenierie financiere : le CPG indiciel 

Le certificat de placement garanti (CPG) indiciel est un vebicule d’epargne qu’offrent 
les institutions financieres depuis quelques annees deja. Le capital de tels certificats 
est garanti, mais ils peuvent participer a la bausse d’un indice boursier'". 

Supposons qu’un individu investisse 20 000$ dans un CPG indiciel relie a 
un indice boursier qui se situe presentement a 1 000. Ce niveau devient done le prix 
d’exercice du call inherent au CPG. A I’ecbeance du CPG, I’investisseur recevra au 


12. Sur les CPG indiciels, on consultera McDonald (2000). 
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moins 20 000$ puisque le capital du CPG est garanti. II recevra egalement un certain 
pourcentage, disons 70%, du rendement de I’indice boursier si celui-ci s’est avere 
positif durant la duree du placement. Le CPG remboursera done a son ecbeance : 



Ind|- I ^ 

+ 

1 + 0,7 




[ 1 000 j 



oil Indgj^^i est la valeur finale de I’indice a la date d’ecbeance du CPG. C’est comme 
si I’investisseur detenait 20 unites de I’indice boursier (20 000 / 10). Par unite de 
placement, il recevra a I’ecbeance 70 % d’un call ecrit sur I’indice plus une obligation 
a coupon zero qui paie 1 000 $ a son ecbeance. 

Formalisons davantage ce probleme represente par un CPG indiciel. Un 
investisseur depite par la faiblesse des taux d’interet reeberebe un investissement qui 
promet un rendement plus important que les certificats de placement traditionnels. 
Mais comme il eprouve une forte aversion au risque, il veut preserver la valeur de 
son capital. Il dispose de 10 000 $ pour des fins de placement. Il se tourne done vers 
un CPG indiciel lie a un indice boursier qui se situe presentement a 1 000. Ce niveau 
devient egalement le prix d’exercice du call incorpore dans le CPG indiciel. La vola- 
tilite de I’indice boursier est de 20 %. Le taux sans risque est de 3 % et I’ecbeance du 
placement est de 5 ans. Le CPG promet de verser 50% de 1’ appreciation de I’indice 
boursier. 

Cbacune des unites dans P indice boursier que P investisseur detient vaut 1 000 $ 
(10 000 / 1 000). Ce placement equivaut a un investissement dans une obligation a 
coupon zero qui verse 1 000$ a son ecbeance et a 50% d’un call ecrit sur Pindice 
boursier. Au moment de Paebat, le cout du placement est le suivant. L’ obligation a 
coupon zero qui verse 1 000 $ a son ecbeance vaut : 

1 000 X = 860,71 $ 

Par ailleurs, le call sur lequel est ecrit Pindice boursier vaut : 

c(S;X;r;T;a)= c(l 000; 1 000; 0,03; 5; 0,2) = 243,26 

Comme 50 % de ce call est incorpore au CPG, ce dernier equivaut a Paebat d’un 
call valant 121,63 $. Le cout initial d’une unite dans Pindice boursier est done de ; 

Valeur d’une unite = (Obligation a coupon zero) 

+ (0,5 X call) = 860,71 + 121,63 = 982,34$ 

Cette valeur est inferieure au cout initial de ebaque unite, soit 1 000$. Cela 
implique que la banque s’est verse au moment de Paebat une commission egale a: 
17,66 $ (1 000 - 982,34). Il faut ici remarquer que le cout initial d’une unite ne saurait 
exceder 1 000$, car la banque ferait alors des cadeaux a ses clients. Par exemple. 
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elle ne saurait donner a son client tout le call car la valeur de chaque unite excede- 
rait alors la mise de fonds initiale du client. C’est pourquoi la banque ne cede qu’un 
pourcentage du call a son client. 

Supposons qu’a I’echeance du CPG, I’indice boursier vaille 2 000. Le payojf 
du call est alors de : (2 000 - 1 OOO)"^ = 1 000. La valeur finale de chaque unite est 
done de : 


Valeur finale de chaque unite = (Obligation a coupon zero) 

+ (0,5 call) = 1 000 + 500 = 1 500 

Le rendement annuel realise par notre investisseur sur chaque unite en regard 
de leur cout initial est de : 

1500 V 

-1 = 8,83% 

982,34 ) 

Ce rendement est sensiblement superieur au rendement de 3 % qu’il aurait 
obtenu s’il avait investi ses fonds dans de simples depots. 

Quels sont les enjeux d’un tel placement pour I’investisseur et pour I’institu- 
tion financiere qui offre le CPG indiciel? Du cote de I’investisseur, ce placement lui 
permet d’investir sur le marche boursier sans en subir le risque. Mais ce placement 
comporte un cout d’option: I’interet sacrifie sur le CPG. Ce sacrifice d’interets est 
une fagon pour I’investisseur de payer la prime du call. II se peut fort bien qu’a 
I’echeance du placement, 1’ indice boursier soit inferieur au niveau oil il se situait au 
debut du placement. L’ investisseur se retrouve alors avec un placement qui lui rapporte 
un rendement nul. Comme le note McDonald (2003), I’investisseur pourrait faire du 
reverse engineering, expression que Ton peut traduire par «ingenierie a rebours», 
et concocter par lui-meme le placement que lui offre la banque : il n’a qu’a se porter 
acquereur d’une obligation a coupon zero et a acheter 0,5 call. Mais I’avantage du 
CPG indiciel est que la banque lui offre un package tout fait. 

Pour la banque, I’enjeu repose dans la couverture d’un tel placement. En effet, 
on ne saurait evaluer par arbitrage un produit derive si on ne peut le couvrir, e’est- 
a-dire former un portefeuille qui supprime son risque. L’ institution financiere qui a 
vendu des CPG indiciels est dans une position risquee, car elle detient une position 
a decouvert sur des calls. Elle peut done se couvrir en achetant des calls equivalents 
d’une banque d’affaires. Ses comptes de calls sont alors equilibres. 
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Resume 

L’eventail des produits exotiques s’elargit de plus en plus. II vise a satisfaire des 
investisseurs toujours en quete de nouveaux produits correspondant aux cash-flows 
qu’ils recherchent pour des fins d’investissement ou de couverture. La valorisation de 
ces produits est cependant un veritable enjeu, car ces options ne sont pas transigees 
sur les marches boursiers. A titre d’exemple, nous avons pu constater que le calcul 
du prix du call incorpore dans le CPG indiciel pouvait faire probleme. De maniere 
a valoriser ce produit, il faut en effet etre en mesure de le couvrir, c’est-a-dire de 
reproduire ses flux monetaires. Ou encore, la banque qui offre ce produit doit etre en 
mesure de transferer le call incorpore dans le CPG indiciel a une contrepartie qui est 
prete a en assumer le risque. Mais pour que cette transaction ait lieu, il faut fixer un 
prix pour le call. Une marge d’erreur risque de se produire en procedant a ce calcul 
et on renoue alors avec le prix du risque, un butoir que I’approche neutre au risque 
reussit a contourner. 

Il est egalement particulierement difficile de couvrir certaines options exoti- 
ques. Les options barrieres font partie de celles-la. Comme le note Wilmott (2000), 
les « grecques » de telles options sont tres instables dans le voisinage de la barriere 
puisque le payoff esi discontinu a la barriere. Il pent alors etre complique de trouver 
une contrepartie qui soit prete a assumer la couverture de ces options. Encore la, le 
prix du risque refait surface. Or, il est toujours hasardeux de s’attaquer au calcul d’un 
tel prix. Avant I’approche par arbitrage introduite par Black et Scholes pour le calcul 
des prix des options, des chercheurs comme Samuelson proposaient des formules 
qui comportaient une marge d’erreur non negligeable, car elles ne parvenaient pas a 
eliminer le prix du risque. Or, qui dit prix du risque dit fonction d’utilite et alors, des 
aspects qualitatifs s’introduisent dans les calculs financiers. D’ou les imprecisions et 
les marges d’erreur inevitables de ces calculs. On semble redecouvrir ce triste passe 
avec les options exotiques. 
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CHAPITRE 


14 

LES PROCESSUS 
DE SAUTS 


Black et Scholes et plusieurs autres chercheurs qui ont suivi ont suppose que les 
rendements des actions obeissaient a une distribution normale. Ils ne se sont done 
interesses qu’aux deux premiers moments de la distribution des rendements et ont 
suppose implicitement que Tasymetrie et le leptocurtisme excedentaire des rende- 
ments etaient nuls. Certes, la distribution des rendements mensuels s’approcbe de 
la normale, mais elle devient de plus en plus leptocurtique et asymetrique au fur 
et a mesure qu’on augmente la frequence des observations. Ainsi, les rendements 
journaliers presentent-ils une distribution nettement asymetrique et leptocurtique qui 
s’accentue davantage quand on passe aux donnees a baute frequence, e’est-a-dire aux 
donnees intrajournalieres. Si Ton ne prend pas en compte le caractere leptocurtique et 
asymetrique des rendements, on pent biaiser fortement le calcul des prix des options. 
De meme n’arrive-t-on pas a expliquer le pbenomene qualifie de smile dans la tbeorie 
des options qui emane des troisieme et quatrieme moments de la distribution des 
rendements. 

II existe plusieurs fagons de prendre en compte les troisieme et quatrieme 
moments de la distribution des rendements dans un modele financier. On pent par 
exemple faire la somme de deux distributions normales dont les deux premiers 
moments different. On obtient alors une distribution qui est asymetrique et qui 
comporte un exces de leptocurtisme. On pent egalement recourir a des modeles de 
volatilite stoebastique, un modele GARCH permettant entre autres de conferer des 
queues epaisses a la distribution des rendements. Ou Ton pent tirer des nombres 
aleatoires generes par une distribution qui fait montre d’asymetrie et d’ exces de 
leptocurtisme. La distribution de Student fait partie de celles-la. Mais la plus connue 
est la distribution de Poisson. En effet, cette distribution rend compte des sauts dont 
font montre sporadiquement les rendements. De tels sauts sont des evenements rares 
et donnent lieu a une distribution oil les troisieme et quatrieme moments jouent un 
grand role. 
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Dans ce chapitre, nous etablirons d’abord la distinction entre un evenement 
normal et un evenement rare. Puis nous introduirons la distribution de Poisson et nous 
montrerons comment on pent superposer aux processus stocbastiques classiques, qui 
reposent sur la distribution normale, un processus de Poisson de maniere a prendre 
en compte les troisieme et quatrieme moments de la distribution des rendements. 
Puis nous nous attaquerons a la determination du prix d’options dont le sous-jacent 
fait montre de sauts sporadiques. Nous analyserons par la suite la solution analytique 
proposee par Merton (1976) pour determiner le prix d’une option dont le sous-jacent 
fait I’objet de sauts pour finalement aborder deux autres sujets, soit d’une part la fixa- 
tion des prix d’options reelles dont le sous-jacent fait I’objet de sauts et de I’autre, le 
risque economique et politique dont la modelisation fait appel a la loi de Poisson. 


1. Les evenements normaux et les evenements rares 

Merton (1992) et Neftci (2000) ont etabli une distinction tres nette entre un evenement 
normal et un evenement rare et ont montre que, dans le premier cas, seuls les deux 
premiers moments importaient alors que dans le second, il fallait egalement prendre 
en compte les moments d’ordre superieur. 

Soit b un intervalle de temps egal a dt. Un evenement est dit normal si son 
amplitude diminue au fur et a mesure que b diminue. Par ailleurs, la probabilite d’un 
tel evenement ne depend pas de b, c’est-a-dire qu’elle ne s’annule pas quand b tend 
vers 0, c’est bien pour cela qu’un tel evenement est qualifie de normal. 

Un evenement rare presente un profil qui est I’inverse de I’evenement normal. 
Son amplitude ne diminue pas quand b diminue : il prend 1’ aspect d’un saut'. Cepen- 
dant, sa probabilite d’occurrence tend vers 0 quand b tend vers 0 et c’est la la raison 
pour laquelle il est qualifie de rare. 

Pour analyser la distribution des evenements normaux, les deux premiers 
moments suffisent, car les moments d’ordre superieur a deux sont proportionnels au 
carre de b. On pent done les negliger. La distribution normale pent alors etre utilisee 
pour analyser la dimension stoebastique de tels evenements. A titre d’exemple, le 
mouvement brownien geometrique et le processus de retour vers la moyenne reposent 
sur la distribution normale. 

Par ailleurs, les troisieme et quatrieme moments d’evenements rares sont 
proportionnels a b. On ne pent done les negliger lors de 1’ analyse de tels evenements. 
Comme ils sont assimilables a des sauts, la distribution de Poisson semble appropriee 
pour etudier de tels evenements. La proebaine section s’interesse plus particulierement 
aux caracteristiques de cette distribution. 


1. Jump, en anglais. 
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Neftci (2000) montre comment le processus de Poisson peut etre incorpore 
dans un arbre binomial. Si le prix de Paction n’est influence que par des evenements 
normaux, les mouvements de hausse (u) et de baisse (d) prennent generalement la 
forme suivante : 


d = e-''^ 

oil CT est Pecart-type du rendement de Paction. La probabilite d’un mouvement de 
hausse peut etre choisie comme suit : 



oil a est le taux de croissance du prix de Paction. On note que lorsque h tend vers 0, 
p tend vers i4, ce qui justifle le choix de cette constante par plusieurs auteurs comme 
probabilite de hausse ou de baisse en autant que h soit tres petit^. Les valeurs de u, 
d et p relevent bien d’evenements normaux. En effet, Pimportance des mouvements 
de hausse et de baisse d’evenements normaux tend a s’amenuiser au fur et a mesure 
que h diminue. Mais la probabilite de tels evenements ne s’annule pas quand h tend 
vers 0. Elle se dirige plutot vers la constante Yi. 

Pour les evenements rares, on formule les hypotheses suivantes sur les trois 
parametres : u, d et p. On suppose que le mouvement de hausse u est une constante et 
qu’il depend de Pimportance du saut. Ee parametre d est fixe pour sa part a : d = e®*" 
et est associe a Pabsence de sauts. Par ailleurs, la probabilite p d’un saut est egale 
a A,h. Ees parametres A, et 0 doivent etre calibres selon Pampleur et la probabilite de 
Pevenement rare. Ee mouvement de saut etant une constante, il ne depend pas de h, 
ce qui est Pune des caracteristiques d’un evenement rare. Par ailleurs, la probabilite 
p de Pevenement rare tend vers 0 quand h tend lui-meme vers 0. 


2. La distribution de Poisson^ 

A Pinstar de la distribution hypergeometrique que nous avons etudiee precedemment, 
la distribution de Poisson est une forme particuliere de la loi binomiale. Soit n le 
nombre de tirages et p la probabilite d’ observer un evenement rare. On fait tendre n 
vers Pinflni et p tend alors vers 0 sous contrainte que np demeure fini et tende vers A. 
On obtient alors la fonction de densite suivante, soit celle de la loi de Poisson : 


2. Par exemple, dans leur modele binomial de taux d’interet, Black, Derman et Toy supposent que la 
probabilite d’une hausse de taux, de meme que la probabilite d’une baisse, est egale a Vi. 

3. Pour plus de details, voir Stuart et Ord (1994). 
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r n— r 

p q 



r = 0,1,2,... 


avec A, > 0. Les quatre premiers moments de cette distribution sont les suivants : 


Pl=P2=b3=!^ 
P4 = A + 3A^ 


Lorsque les evenements sont normaux, la distribution binomiale tend vers la distri- 
bution normale. Si les evenements sont rares, la distribution binomiale tend vers la 
distribution de Poisson. Lorsque A tend vers I’infini, la distribution de Poisson tend 
cependant vers la distribution normale. 

Comment peut-on calculer le lambda? Une methode simple est fournie par 
Dixit et Pindyck (1994). Designons par E(T) I’esperance du temps pour qu’un saut 
se manifesto. Par exemple, si E(T) est egal a 10, cela signifie qu’un saut se produit 
en moyenne a tous les dix ans. Ea probabilite qu’aucun saut ne se produise est, en 
vertu de la fonction de densite de la distribution de Poisson : 



e 




Ea probabilite que le premier evenement se produise dans I’intervalle (T, 
T-i-dT) est de : 


t, = e — = Ae 
‘ 1 ! 


De telle sorte que E(T) est egal a : 

E(T) = j ATe^^'^dT = - 

represente done I’intervalle de temps moyen entre deux sauts. 

Si A = 0,2, cela signifie qu’il se produit un saut a tous les cinq ans. Par consequent, 
s’il se produit un saut en moyenne a tous les cinq ans, A prendra la valeur de 0,2, et 
ainsi de suite. 


Ee ratio | — 
A 
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3. Mouvements browniens et sauts 

Soil le mouvement brownien geometrique suivant suivi par le prix d’une action 

(S): 

dS = aSdt + aSdz 

oil a est le taux d’ appreciation du prix de Taction egal a (p-5), p., le taux de 
rendement espere de Taction et 8, le taux continu du dividende ; ct est Tecart-type du 
rendement de Taction et dz = eVh, oil e ~ N (0,l) . 

Sous ces hypotheses, il coule de source que dS/S suit une distribution normale 
et que seuls les deux premiers moments de la distribution des rendements de Tac- 
tion importent lors de la simulation. Le mouvement geometrique brownien strict ne 
permet done pas d’integrer le caractere leptocurtique des rendements mesures a haute 
frequence. 

Une fagon de contoumer ce probleme est de superposer an mouvement brow- 
nien geometrique un processus de sauts qui obeit a une loi de Poisson. On sait en 
effet que la distribution de Poisson est asymetrique et leptocurtique. Ajoutons done 
un processus de saut an mouvement brownien. Supposons que la variable dq suive un 
processus de Poisson. Lorsqu’un saut se produit, elle prend la valeur 1 et la proba- 
bilite d’un tel saut est de A,h. Lorsqu’il n’y a pas de saut, elle prend la valeur 0 et la 
probabilite d’un tel evenement est done de (1 - A,h). Lorsqu’un saut se produit, le prix 
de Taction passe de S a JS. S’il s’agit de sauts negatifs, J est compris entre 0 et 1 et 
s’il s’agit de sauts positifs, J est superieur a 1. Le mouvement geometrique brownien 
du prix de Taction auquel se superpose un processus de saut s’ecrit: 

dS = aSdt -I- aSdz -i- ( J - l)Sdq 

oil (J - 1) < 0 s’il s’agit d’un saut negatif et (J - 1) > 0 s’il s’agit d’un saut positif. 
Par exemple, si le prix de Taction passe de S a 0,8S lors d’un saut negatif, la valeur 
de (J - 1)S qui apparaitra dans T equation de dS sera un flux monetaire negatif. 

Wilmott suggere d’operationnaliser cette equation en faisant des tirages dans 
la distribution uniforme. Soit epsi Tun de ces nombres tires. Si epsi < A,dt, il y aura 
alors un saut, e’est-a-dire que dq prendra la valeur 1. Sinon, il n’y a pas d’evenement 
rare et le mouvement brownien continue d’evoluer. Au tableau 14.1 se retrouve un 
programme ecrit en langage Visual Basic du mouvement brownien geometrique d’une 
action qui subit concomitamment des sauts baissiers. Le lambda est ici fixe a 2“* et 
lors d’un saut, le prix de Taction diminue de 50 %. A la figure 14.1 est retracee Tune 
des simulations effectuees a partir de ce programme. Le premier saut baissier a lieu 
lorsque dt = 0,27 et le deuxieme lorsque dt = 0,88. On voit que la trajectoire suivie 


4. C’est-a-dire qu'il se produit en moyenne 2 sauts par periode, la periode etant egale a I’unite 
(dt = 1). 
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par le mouvement brownien geometrique avec sauts differe considerablement de celle 
du mouvement sans sauts meme si les memes variables aleatoires sont utilisees pour 
construire les deux trajectoires. 

Tableau 14. 1 Programme Visual Basic du mouvement geometrique 
brownien accompagne de sauts baissiers 

Sub brownienjumpdl ) 

'Declaration des parametres 

S=100 

u=0.2 

sigma=0.4 

lambda=2 

jump=0.5 

N=100 

dt=1/N 

Dim i As Integer 
'Mise en forme du chiffrier 
Range("deltat").0ffset(0, 0)=0 
Range("MBGJ").Offset(0, 0)=S 
Range("rare").0ffset(0, 0)=0 

'Simulation du prix de I'action : mouvement brownien geometrique avec sauts 

For i=1 To N 

epsi=Rnd 

If epsi < lambda*dt Then 

v=1 

Else 

v=0 

End If 

Range("rare").Offset(i, 0)=v 

S=S*(1+u*dt+sigma*Sqr(dt)*Application.WorksheetFunction. 

NormSlnv(epsi)-jump*v) 

Range("deltat").Offset(i, 0)=i*dt 
Range("MBGJ").Offset(i, 0)=S 
Next i 

End Sub 


Supposons maintenant que Faction fasse Fobjet de sauts sporadiques autant 
baussiers que baissiers. L’ action suit alors le mouvement geometrique suivant: 

dS = aSdt+aSdz + (J-l)Sdq+ (K - l)Sdw 
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Figure 14. 1 Mouvement brownien geometrique avec sauts a la baisse 
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Lorsque Faction enregistre un saut baissier, sa valeur passe de S a JS, oil 
J < 1. Par ailleurs, lorsque Faction fait Fobjet d’un saut baussier, sa valeur passe de 
S a KS, ou K > 1. Si epsi < A,dt, il se produit un saut baissier. Par ailleurs, si epsi > 
(1 - A,dt), il se produit un saut baussier. Les deux processus de sauts sont supposes 
independants Fun de F autre. 

Le tableau 14.2 reproduit un programme ecrit en langage Visual Basic du 
mouvement brownien geometrique d’une action qui subit des sauts tant baussiers que 
baissiers. Le lambda est ici fixe a 2 et lors d’un saut, le prix de Faction augmente 
ou diminue de 50 %. A la figure 14.2 est retracee Fune des simulations effectuees 
a partir de ce programme. Le premier saut baissier s’enclencbe lorsque dt = 0,41 et 
le second, lorsque dt = 0,95. Par ailleurs, le premier saut baussier s’opere lorsque 
dt = 0,10 et le second, lorsque dt = 0,53. On remarque que lorsque les sauts baussiers 
et baissiers alternent, le processus avec sauts est plus rapprocbe du processus sans 
sauts que lorsqu’il n’y a pas d’alternance. 

Tournons-nous maintenant vers les processus stochastiques Omstein-Uhlenbeck 
avec sauts. Supposons que P suive un tel processus. A Finstar du mouvement brownien 
geometrique avec sauts, le processus Ornstein-Ublenbeck avec sauts s’ecrit: 

dP = ri(P - P)Pdt + aPdz + ( J - l)Pdq + (K - l)Pdw 

oil Ti est la vitesse de retour de P vers sa moyenne a long terme P. Supposons que 
P soit le prix du petrole et que son niveau d’equilibre a long terme P soit de 25$ 
par baril. Au tableau 14.3, nous simulons la valeur de P selon le modele d’Omstein- 
Uhlenbeck. Nous supposons une vitesse d’ajustement plutot lente, soit de 0,2. Nous 
simulons simultanement un processus avec sauts baussiers et baissiers, soit celui de 
P, et sans aucun saut, soit le processus de S. A la figure 14.3, nous reproduisons une 
simulation de P et de S a partir de ce programme. 
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Tableau 14.2 Programme Visual Basic du mouvement geometrique 
brownien accompagne de sauts haussiers et baissiers 


Sub brownienjumpud( ) 

FeuilS.Activate 

S=100 

u=0.2 

sigma=0.4 

lambda=2 

jump=0.5 

N=100 

dt=1 / N 

Dim i As Integer 
Range("deltat1").0ffset(0, 0)=0 
Range("MBGJ1").Offset(0, 0)=S 
Range("rare1’').0ffset(0, 0)=0 
Range("rare2").0ffset(0, 0)=0 
For i=1 To N 
epsi=Rnd 

Range("epsi1").0ffset(i, 0)=epsi 

'Saut baissier 

If epsi < lambda*dt Then 


v=1 
Else 
v=0 
End If 

'Saut haussier 

If epsi > (1-lambda*dt) Then 

w=1 

Else 

w=0 

End If 

Range("rare1").0ffset(i, 0)=v 
Range("rare2").0ffset(i, 0)=w 
S=S*(l+u*dt+sigma*Sqr(dt)*App 
lication.WorksheetFunction. 
NormSlnv(epsi)-jump*v+jump*w) 
Range("deltat1").0ffset(i, 0)=i*dt 
Range("MBGJl").Offset(i, 0)=S 
Next i 

End Sub 


Figure 14.2 Mouvement brownien geometrique 
avec sauts haussiers et baissiers 
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Tableau 14.3 Programme Visual Basic du processus Ornstein-Uhlenbeck 
avec sauts haussiers (P) et baissiers et sans aucun saut (S) 


Sub Ornstein_Uhlenbeckud( ) 

Feuil4. Activate 

P=40 

S=40 

u=0.2 

sigma=0.4 

lambda=2 

jump=0.5 

retour=1# 

Pbarre=25 
Sbarre=25 
N=100 
dt=1 / N 

Dim i As Integer 
Range("deltat2").0ffset(0, 0)=0 
Range("MBGJ2").Offset(0, 0)=P 
Range("MBGJ3").Offset(0, 0)=S 
Range("rare3").0ffset(0, 0)=0 
Range("rare4").0ffset(0, 0)=0 
For i=1 To N 
epsi=Rnd 

Range("epsi2").0ffset(i, 0)=epsi 

'Saut baissier 

If epsi < lambda*dt Then 


v=1 
Else 
v=0 
End If 

'Saut haussier 

If epsi > (Tlambda*dt) Then 

w=1 

Else 

w=0 

End If 

Range("rare3").0ffset(i, 0)=v 
Range("rare4").0ffset(i, 0)=w 
P=P*(1+retour*(Pbarre-P)*dt+sigma*Sqr( 
dt)*Application.WorksheetFunction. 
NormSlnv(epsi) _ 

-jump*v+jump*w) 

S=S*(1+retour*(Sbarre-S)*dt+sigma*Sqr 

(dt)*Application.WorksheetFunction. 

NormSlnv(epsi)) 

Range("deltat2").0ffset(i, 0)=i*dt 
Range("MBGJ2").0ffset(i, 0)=P 
Range("MBGJ3").0ffset(i, 0)=S 
Next i 

End Sub 


Figure 14.3 Processus Ornstein-Ublenbeck avec sauts et sans sauts 
(vitesse de retour = 0,2) 



Avec sauts 
Sans sauts 


On constate a la figure 14.3 que la superposition de sauts a un processus 
Ornstein-Uhlenbeck pent augmenter considerablement les fluctuations du prix du 
petrole, qui finit quand meme par retourner vers son niveau de long terme, soit 25 $. 
En augmentant la volatilite de P, I’ajout de sauts a un processus Ornstein-Uhlenbeck 
se traduit par une augmentation de la valeur des options ecrites sur P. 
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A la figure 14.4, nous avons augmente la vitesse de retour de P vers sa moyenne 
de 0,2 a 1,0. On observe alors que le processus avec sauts retoume rapidement vers le 
processus sans sauts en depit de deviations importantes lors des sauts. En diminuant 
la volatilite du processus avec sauts, une augmentation de la vitesse de retour de P 
vers sa moyenne retranche a la valeur des options ecrites sur P. 


Figure 14.4 Processus Ornstein-Uhlenbeck avec sauts et sans sauts 
(vitesse de retour = 1,0) 



4. L'equation differentielle avec sauts 


Reecrivons l’equation d’un mouvement brownien geometrique avec sauts: 

dS = aSdt + aSdz + ( J - l)Sdq 

Nous supposons qu’une option est ecrite sur cette action et qu’elle prend la 
forme: V = V(S,t). Nous voulons calculer l’equation differentielle de celle-ci de 
maniere a la valoriser. A I’instar de Dixit et Pindyck (1994), nous recourons pour 
ce faire a la programmation dynamique, c’est-a-dire que nous cherchons a etablir la 
solution a partir de l’equation du rendement, qui est tout simplement l’equation de 
Bellman dans le cadre du probleme qui nous interesse : 

pVdt = E(dV) 


Pour calculer E(dV), nous recourons au lemme d’lto. Nous savons qu’en 
I’absence de sauts, dV serait egal a: 


dV = — dt + — as + -a"s" 


at 


as 


2 


as" 


-dS" 


II est facile de montrer que E(dV) est alors egal a, sachant que E(dz) = 0 et 
E(dz") = dt : 

E(dV) = — dt + (p-5)S — dt + -a"s"^dt 

at as 2 as 
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Mais il faut integrer a cette esperance celle du saut. A la suite de la baisse de 
I’actif de S a JS, la valeur de roption ecrite sur ce sous-jacent passe de V(S) a V(JS), 
c’est-a-dire une variation de [V(JS) - V(S)]. La probabilite d’un tel evenement par 
intervalle de temps dt est egale a X. Par consequent, I’esperance du saut est egale a: 
X[V(JS)- V(S)]dt. E(dV) avec saut devient: 

E(dV) = — dt + (p-5)S — dt + -a"s"^dt + ;v[v(JS)-V(S)]dt 
3t dS 2 dS 

L’ equation du rendement se reecrit done : 

pVdt = — dt + (p - 5)S — dt + -a"s" ^dt + ;^[V(JS)- V(S)]dt 
3t dS 2 dS 

Cette equation pent etre rearrangee comme suit : 

— +-a^s^-^+(p- 5)s— -(p+;v)v+>.[v(js)] = 0 

Si on suppose que le risque represente par les sauts est diversifiable^, on pent 
assimiler le taux d’escompte p au taux sans risque. L’ equation differentielle devient 
done dans ce cas : 


D^ + ^<^V0 + (r-5)s|^-(r + X)V + X[v(JS)]=O 


En regard de I’equation differentielle de Black et Scholes sans sauts, on 
remarque que le terme qui precede V, assimilable au taux d’escompte des flux mone- 
taires de I’option, est rehausse de X. De plus, un terme vient s’ajouter, soit A,[V(JS)]. 
Si J = 0, c’est-a-dire si la valeur de I’actif sous-jacent s’annule de fagon permanente 
lorsque le saut survient, alors I’equation differentielle avec sauts s’ecrit: 


at 


2 as" 


-r(r-5)S 


3S 


(r-l-;v)v = 0 


On retrouve dans ce cas I’equation differentielle de Black et Scholes avec 
pour seul changement le coefficient de V, qui passe de r a (r -i- X). Par consequent, 
les flux monetaires de I’option sont davantage escomptes quand I’actif sous-jacent 
fait I’objet de sauts. 


5. C’est cette hypothese qui nous permet de valorise!' I’option en recourant au modele d’arbitrage. 
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Dixit et Pindyck^ illustrent bien ce dernier point. Ils supposent qu’une machine 
produit un flux de profit tt tant qu’elle opere. Les auteurs font d’abord I’hypothese 
que la machine ne se brise jamais et qu’il n’existe aucun risque. L’ equation du rende- 
ment est alors : 

rVdt = 71 dt — ^ V = — 
r 

Maintenant on suppose que la machine pent faire defaut et alors elle est 
remplacee. Cette machine obeit a I’equation suivante: 

dV = 71 dt - Vdq 

oil dq est le processus de Poisson habituel. L’equation du rendement est de : 

E(dV) = rVdt 
7tdt-XVdt= rVdt 


r + ^ 

Le processus de Poisson a done pour effet de rehausser le taux d’escompte de 
I’intensite du processus, soil X, ce qui illustre bien I’incidence de I’ajout du processus 
de saut au mouvement brownien geometrique quand J = 0, e’est-a-dire quand la valeur 
de I’actif s’annule lors d’un saut. 

Reecrivons 1’ equation differentielle avec sauts : 

0 + (i- 5)s|^ - (r + ^) V + ^[V( JS)] = 0 

Merton (1976) a trouve une solution analytique au prix de I’option V lorsque 
J obeit a une distribution lognormale. Soit 7 le pourcentage total de la volatilite de 
S expliquee par les sauts. La formule du call europeen (c) s’ecrit alors, en presence 
de sauts’ : 

c = y — ^c.(S,X,T,r,5,a,) 

i! ^ ^ 


6. Dixit et Pindyck (1994), chapitre 3, p. 87. 

7. Sur ce sujet, on consultera egalement Hang (1997), p. 8 et 9. 
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oil Cj est la valeur du call europeen telle que donnee par 1’ equation de Black et Scholes 
pour un tel call et T, I’echeance du call. L’ecart-type du rendement de Taction qui 
apparait dans la formule est egal a : 





oil 




. Comme on pent le constater, le prix d’un call 


europeen avec sauts est egal a la moyenne ponderee des valeurs des calls europeens 
lors de chaque saut. Les facteurs de ponderation sont les probabilites reliees a cbacun 
des sauts. La formule suppose un nombre infini de sauts, mais dans la pratique on 
s’en dent a un nombre limite de sauts. 


Une simulation de la solution analytique de Merton nous permettra de mieux 
comprendre cette formule. Les inputs dont nous nous servons apparaissent au tableau 
14.4. Au tableau 14.5 sont ecrites deux fonctions en langage Visual Basic {Excel). La 
premiere est cede du prix d’un call europeen ecrit sur une action versant un dividende 
proportionnel, mais qui ne subit aucun saut. La deuxieme fonction fait appel a la 
premiere en supposant que N sauts se produisent*. 


Tableau 14.4 Input de la simulation 


s 

45 

X 

45 

T 

0,25 

r 

0,05 

CT 

0,4 

8 

0 

X 

0,25 


Nous constatons a la figure 14.5 que la valeur de N, c’est-a-dire le nombre 
de sauts, a laquelle la valeur du call se stabilise est fonction de A,. Plus A est impor- 
tant, plus N Test egalement. On connait d’ailleurs la relation tbeorique qui relie N 
a A, c’est-a-dire que A represente le nombre moyen de sauts par unite de temps. Par 
consequent, pour des niveaux raisonnables de A, N ne devrait guere exceder 10 dans 
la formule de Merton. Nul besoin d’additionner jusqu’a Tinfini... 


8. Ces programmes s’inspirent de Haug (1997). 
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Tableau 14.5 Programme Visual Basic de la formule de Merton (1976) 
d’un processus de diffusion avec sauts 


Function CallOptionBSdiv(s, x, T, rf, sigma, delta) 

Num=Log(s / x)+(rf-delta+0.5*sigma''2)*T 
d1=Num / (sigma*Sqr(T)) 

Call0ptionBSdiv=s*Exp(-delta*T)*Application.NormSDist(d1)-, 

x*Exp(-T*rf)*Application.NormSDist(d1-sigma*Sqr(T)) 

End Function 


Function CallOptionBSdivj(s, x, T, rf, sigma, delta, gamma, lambda, N) 

fi=Sqr(gamma*sigma''2 / lambda) 
z=Sqr(sigma''2-lambda*fi''2) 

Sum=0 
For i=0 To N 

sigmai=Sqr(z^2+fi''2*(i / T)) 

Sum=Sum+(Exp(-lambda*T)*(lambda*T)''i) / Application. Fact(i)*CallOptionBSdiv(s, x, T, rf, sigmai, 
delta) 

Next i 

CallOptionBSdivj=Sum 

End Function 


Figure 14.5 Evolution du prix du call en fonction de lambda 



Les resultats de Tequation de Black et Scholes avec sauts ne different pas 
sensiblement de ceux de Tequation de Black et Scholes sans sauts lorsque le call est 
en jeu. Cependant, lorsque Toption est hors-jeu, le prix du call donne par Tequation de 
Black et Scholes avec sauts excede celui qui resulte de Tequation de Black et Scholes 
classique, cela pour des echeances relativement courtes de Toption. Cela conforte les 
resultats des etudes qui alleguent que Tequation de Black et Scholes sous-estime les 
calls hors-jeu. La presence de sauts peut done fournir une explication du phenomene 
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du smile observe sur les marches des options. En effet, en introduisant une dose de 
leptocurtisme dans la distribution des rendements du sous-jacent, le processus de 
Poisson valorise davantage les options hors-jeu. 

A la figure 14.6, nous faisons evoluer le prix du call en fonction du prix 
d’exercice pour deux situations : celle oil le call fait I’objet de sauts et celle oil le call 
n’en subit aucun. Les donnees du probleme sont celles qui apparaissent au tableau 
14.4, de telle sorte que le call est hors-jeu lorsque le prix d’exercice est superieur a 
45, soil le prix actuel de Taction. On note que lorsque le prix de Taction excede 52, 
le prix d’un call avec sauts est superieur a celui d’un call sans sauts. La figure 14.6 
est construite pour une echeance du call de 0,25 an. Cependant, si Ton augmente 
Techeance de 0,25 a 1 an, le prix du call avec sauts demeure inferieur au prix du call 
sans sauts, meme pour un prix d’exercice aussi eleve que 60. Comme le mention- 
nent plusieurs etudes, le processus de Poisson pent rendre compte du leptocurtisme 
au chapitre des rendements dans un horizon court et non dans un horizon eloigne. 
II faut alors recourir a la volatilite stochastique pour expliquer le leptocurtisme des 
rendements sur un horizon plus eloigne. 


Ligure 14.6 Evolution du prix du call en fonction du prix d’exercice 



■ B-S avec sauts 
□ B-S sans sauts 


Prix d'exercice 


On pent egalement visualiser le smile en calculant, a la figure 14.7, Tecart 
entre les prix du call avec sauts et sans sauts en fonction du prix de Taction. Comme 
on pent le constater, lorsque Toption est suffisamment hors-jeu ou en jeu, Tecart est 
positif, c’est-a-dire que Tequation de Black et Scholes sans sauts sous-estime le prix 
du call dans ces intervalles. Elle surestime le prix du call autrement. 


II est possible de simplifier Tequation de Merton en supposant qu’il n’existe 
qu’un seul saut et que lors de ce saut, la valeur de Tactif s’annule irremediablement. 
On a vu auparavant que dans ce cas, Tequation differentielle s’ecrivait: 


at 


2 as" 


+ (r-5)S 


as 


(r-l-;^)V = 0 
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Figure 14.7 Le smile 



L’equation differentielle ne differe de celle de Black et Scholes que par le 
dernier terme, oil le taux d’interet se voit rehausse de I’intensite du processus de 
Poisson, soit X. La valeur du call europeen se calcule alors directement a partir de 
I’equation de Black et Scholes, oil le taux d’interet prend alors une valeur plus elevee 
puisqu’il est alors egal a (r + A,). Selon Merton (1976), puisque le prix d’un call est 
une fonction croissante du taux d’interet, un call ecrit sur une action qui est sujette 
a une probabilite positive de ruine complete vaut davantage qu’un call ecrit sur une 
action dont la probabilite d’un tel evenement est nulle, ce qui, a ses dires, verifie une 
conjecture de Samuelson a ce sujet et qui n’apparait pas evidente a priori. 

Comme dans le cas d’une perte de valeur complete du sous-jacent lors d’un 
saut pour lequel le lambda s’assimile a un taux d’interet, on comprend qu’il pent 
exercer un effet de levier tres important sur le prix du call s’il est suffisamment 
important. Dans le cadre de notre exemple (tableau 14.4), si A = 1, cela revient a 
relever le taux d’interet de 5 % a 105 % ! On comprend alors que la valeur du call 
s’en verra enflee dans ce cas, lorsque Ton passe d’un etat sans sauts a un etat avec 
sauts. A titre d’exemple, selon les donnees du tableau 14.4, un call sans sauts vaut 
5,55 $ mais un call avec sauts en vaut 29,25 $ pour un lambda de 1 lorsque la valeur 
du sous-jacent s’annule lors d’un saut, ce qui represente evidemment un gonflement 
majeur du prix du call. A la figure 14.8 est retracee revolution du prix du call en 
fonction de lambda dans un etat de ruine. Le prix du call atteint alors un sommet de 
45 lorsque le lambda s’eleve a 20, ce qui represente evidemment un taux d’interet 
excessif, digne des pays d’Amerique latine. 

Par ailleurs, on pourrait penser que I’hypothese de ruine a davantage d’inci- 
dence sur la valeur d’un put que sur elle d’un call, car le put reagit positivement a 
une perte de valeur du sous-jacent, ce qui est 1’ inverse pour le call. Mais, comme on 
I’a vu, deux effets s’opposent dans le cas du call. 11 y a d’abord I’effet dit de la ruine, 
qui joue negativement sur le prix du call. Mais 1’ impact d’un saut est assimilable a 
une hausse de taux d’interet. Comme le rho du call est positif, un saut qui conduit 
a la ruine exerce egalement un effet positif fort important sur la valeur du call, qui. 
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on I’a vu, compense et au-dela 1’ impact resultant de la perte de valeur complete du 
sous-jacent. Comme le rho du put est negatif, on pent s’ attendee a ce que les sauts 
puissent dans certains cas devaloriser fortement la valeur d’un put. 

Figure 14.8 Evolution du prix du call avec mine 
en function du niveau de lambda 



Lambda 


A la figure 14.9, nous faisons varier le prix du put en fonction du prix de Fac- 
tion, en recourant aux donnees du tableau 14.4. Le lambda est fixe a 1 et le put est en 
jeu quand le prix de Faction est inferieur a 45, ici le prix d’exercice. Comme on pent 
le constater, le prix du put se situe continuellement sous sa valeur intrinseque. Certes, 
le lambda est tres important en regard du taux d’interet dans cet exemple puisqu’il 
fait passer le taux d’interet de 5 % a 105 %. 

Figure 14.9 Prix du put avec mine 

50 
40 
30 
20 
10 
0 

0 20 40 60 

Prix de Taction 



Prix du put 
Valeur intrinseque 


En conformite avec la suggestion de Dixit et Pyndick (1994), on pent endoge- 
neiser F impact du saut sur le taux de rendement de Faction en versant un dividende 
egal a A, sur une base annuelle de fa 9 on a compenser le detenteur de Faction de 
Feventualite de la mine. L’ equation du put s’ecrit alors : 

p = (-d^ ) - (-d, ) 
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ou: 


d,= 




,.2 \ 


r + A, ~ X- + 

a^/f 




2 \ 


a^/T 


dj = dj - Oa/t 


A la figure 14.10 est retracee revolution du prix du put sous I’liypothese de 
mine avec et sans compensation pour la devalorisation complete de Taction adve- 
nant un saut. Comme on pent le constater, une compensation egale a ^ se traduit 
par une hausse du prix du put, mais encore la, le put compense continue de se situer 
la plupart du temps sous la valeur intrinseque de Toption. Cette compensation n’est 
pas suffisante pour annuler la chute marquee du prix d’exercice causee par Tajout 
de X au taux d’interet. 


Figure 14.10 Evolution du put sous diverses hypotheses 
de procesus de sauts 



Prix de Taction 


Valeur intrinseque 

Put ruine avec 
compensation 
Put ruine sans 
compensation 


Finalement, la formule de Merton sans Thypothese de « ruine » fait egalement 
apparaitre un smile au chapitre de revolution de I’ecart entre les prix du put avec sauts 
et sans sauts, mais comme on est a meme de le constater a la figure 14.11, celui-ci 
est beaucoup plus saccade que dans le cas du call. 

Figure 14.11 Le smile du put 
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5. Valorisation d'une option d'investissement (perpetuelle) 

AVEC SAUTS 

Dixit et Pindyck (1994) examinent le cas d’un puits de petrole sujet a expropriation. 
Lors de 1’ expropriation, la valeur des flux monetaires actualises du puits passe de 
V a JV. La valeur V du projet obeit au mouvement brownien geometrique suivant 
avec sauts : 

dV = aVdt + aVdz + (J - 1) Vdq 

Ce projet comporte une option d’investir representee par F(V). Nous avons 
vu auparavant que 1’ equation differentielle de cette option prenait la forme suivante 
lorsque le sous-jacent, ici V, fait I’objet de sauts : 

^a"V%v+(r-5)VFv-(r + ;^)F + ;^[F(JV)]=0 

Comme a I’accoutumee, la solution de cette equation differentielle est de la 
forme suivante : F = AV^ En substituant cette solution dans F equation differentielle, 
on obtient : 

^ a"v"p (p - 1) + (r - 5) VpAV'*"* - (r + iV) AV" + X [ AJ^V'* ] = 0 

En divisant cette equation par AV^, on obtient I’equation caracteristique : 
^a"p(p-l) + (r-5)p-(r + X) + ^jP=0 

Cette equation differe de celles que nous avons vues jusqu’a present par 
le terme qui s’ajoute en raison du saut. II n’existe pas de solution analytique 
comme telle a cette equation comme dans le cas de la forme quadratique. II faut la 
solutionner numeriquement en prenant en compte la condition aux homes : E(0) = 0. 
Ees deux autres conditions aux homes sont les conditions habituelles qui s’appliquent 
a la date d’exercice. En effet, a la valeur d’exercice V* de I’option d’investissement, 
la valeur de I’option doit etre egale a son payoff, c’est-a-dire : E(V*) = V* -1. Ea 
condition dite du smooth pasting doit etre egalement respectee a la valeur d’exercice 
V*, c’est-a-dire: Ey(V*) = 1. 

Une solution plus conviviale peut etre trouvee si Ton suppose que la valeur 
du projet V s’annule completement lors d’un saut, c’est-a-dire que J = 0. E’ equation 
caracteristique devient alors : 

^a^P(P-l)H-(r-5)P-(r + X) = 0 
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II est alors facile de trouver les deux racines de cede equation. Comme il s’agit 
ici d’un call perpetuel, on ne retient que la racine positive Pj, car la condition aux 
homes F(0) = 0 doit etre satisfaite. Cette racine est egale a : 


P. 


2 





La solution analytique de ce probleme fut donnee a I’interieur du chapitre ayant 
trait aux options perpetuelles. La valeur du call perpetuel est egale a : 


F = 


Le seuil critique de la valeur du projet V* pour lequel F option est exercee 

est de : 


V* = — — I 

Pi-1 

oil I est le niveau requis d’investissement pour entreprendre le projet, soit le prix 
d’exercice de I’option d’investissement. La constante Aj se definit en termes de 
V* : 


V*-X 

(V*/' 


Nous avons simule la valeur du call en fonction de A,, c’est-a-dire I’intensite 
du processus de Poisson, selon les donnees qui apparaissent au tableau 14.6. La figure 
14.12 prend acte de cede simulation. 


Tableau 14.6 


R 

0,05 

CT 

0,2 

S 

45 

X 

45 

8 

0,045 


Comme on pent le constater a la figure 14.12, une hausse de A de 0 a 1 occa- 
sionne une chute marquee du prix du call, qui tend par la suite a se stabiliser quand 
A est superieur a 1. Ce resultat est a I’oppose du modele de Merton sous I’hypothese 
de mine alors qu’une hausse du A etait assimilable a une hausse de taux d’interet 
s’agissant d’une option munie d’une courte echeance. Mais ici nous faisons face a 
un call perpetuel. Selon Dixit et Pyndick (1994), deux effets s’opposent sur la valeur 
du call lorsque le parametre A augmente. D’abord, ce parametre reduit le gain de 
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capital attendu du projet d’investissement. En effet, le gain de capital est, lorsque 
1 E(dV) 

J = 0 : = a - ^ . Cet effet exerce done, ceteris paribus, un effet negatif sur 

dt V 

le prix du call. Ensuite, une augmentation de A, augmente la variance de V, ce qui se 
traduit, ceteris paribus, par une hausse du prix du call. Ee premier effet dominant le 
second, la valeur du call diminue a la suite d’une hausse de A. 

Figure 14.12 Evolution du prix du call en function de lambda 



Lambda 


Qu’est-ce qui peut expliquer qu’une hausse du A augmente la valeur d’un call 
qui est dote d’une echeance limitee et diminue par ailleurs la valeur d’un call qui est 
perpetuel ? E’ explication semble etre la suivante. A court terme, I’effet de la variance 
prime sur celui du trend dans un processus stochastique. Un call qui a une echeance 
courte verra done son prix augmenter a la suite d’une hausse de A. A plus long terme, 
I’effet du trend prend le devant alors que I’impact de la variance s’estompe. Ee prix 
d’un call perpetuel diminuera done a la suite d’une hausse de A. 

Comme la valeur d’un call perpetuel diminue a mesure que A est rehausse, il 
s’ensuit que le cout d’opportunite de I’investissement diminue dans la meme direction 
que A. II en resulte qu’une augmentation de A devrait se traduire par une acceleration 
de I’investissement, e’est-a-dire par une diminution de V*. Ea figure 14.13 prend acte 
de cette relation entre V* et A. 

Figure 14.13 Evolution de V* en function de lambda 



40 H 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0123456789 10 


Lambda 
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6. Risque economique et politique et processus de sauts® 


Plusieurs auteurs out tente de modeliser les risques economiques et politiques par des 
processus de sauts. Pindyck et Solimano (1993) out analyse I’impact de I’instabilite 
economique sur la productivite marginale du capital dans certains pays industrialises 
et en voie de developpement. Ils en ont conclu que la productivite marginale du capital 
etait surtout influencee par le taux d’inflation, bien qu’il soil difficile de dissocier le 
niveau d’instabilite economique du niveau de I’inflation. Plus recemment, Hassett et 
Metcalf (1999) ont recouru aux processus de sauts pour etudier I’impact de I’incerti- 
tude au plan de la politique fiscale sur la decision d’investissement. 11s en sont arrives 
a la conclusion que I’investissement diminue a la suite d’une bausse de I’incertitude 
entourant la politique fiscale dans un modele geometrique brownien, mais qu’il peut 
augmenter dans un modele de sauts. Selon ces auteurs, le modele stocbastique utilise 
peut done influencer fortement la decision d’investissement. 

Nous etudierons plus specifiquement dans cette section un article de Clark 
(1997) qui essaie d’evaluer le risque politique dans le contexte de la decision d’in- 
vestissement. Le cout du risque politique est assimile a la valeur d’une police d’ as- 
surance qui couvrirait toutes les pertes advenant une crise politique. L’entreprise est 
a decouvert dans cette police d’ assurance. Cette derniere represente done le cout du 
risque politique. 

Clark distingue deux dimensions au ebapitre du risque politique. II y a d’abord 
r exposition normale au risque politique qui decoule, entre autres, de la politique 
macroeconomique dans un pays. II y a ensuite le risque politique relie a un evene- 
ment politique explicite, telle une expropriation, qui occasionne une perte majeure a 
I’entreprise. L’ exposition au risque normal est modelisee par un mouvement brownien 
geometrique standard tandis que I’exposition a un evenement explicite est modelisee 
par un processus de Poisson. Soil x(t) I’exposition aux pertes dues au risque politique 
normal, mesurable par les pertes potentielles dues au climat politique. Cette variable 
obeit a un mouvement brownien geometrique : 

dx(t)= (a + P)x(t)dt + ax(t)dz(t) 


oil a est le taux de croissance de I’intensite du risque politique et p, le taux de crois- 
sance des investissements. Par contre, I’evenement politique explicite est modelise 
par un processus de Poisson. On a, comme a I’accoutumee, le processus de Poisson 
suivant : 


! 1 avec une probabilite kdt 
0 avec une probabilite (l - kdt) 


9. Pour plus de details sur ce sujet, voir: A. Coen et R. Theoret (2005), «L’ evaluation du risque 
politique dans le cadre de la modelisation de la valeur d’une entreprise», Cahiers de recherche du 
vice-decanat de la recherche, ESG, UQAM. 
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Soil K la perte subie lors de I’evenement politique et V(x), la valeur de la police 
d’ assurance qui offre une protection totale contre cette perte. Pour determiner la valeur 
de cette option d’ achat dont la valeur est une fonction croissante de x, on recourt a 
r equation du rendement qui, comme on I’a vu auparavant, represente 1’ equation de 
Bellman du probleme : 

E(dV) = (r + iV)Vdt 

En recourant au lemme d’lto pour trouver I’expression de dV, on obtient: 
^V,^,^x^a^dt + V,, (a + |3)xdt + /^Kdt = (r + /\,)Vdt 

En simplifiant, on obtient 1’ equation differentielle suivante a solutionner: 

+ V,^(a + P)x-(r + + = 0 

Ea solution de cette equation a ete analysee auparavant. Elle est de la forme 
suivante : 


V = 


/Vk 


, - + A,x^‘ + A,x^" 

- + ^-(a + p) ‘ ' 


Ee premier terme du membre de droite de cette equation represente la valeur a 
long terme de V, c’est-a-dire la valeur actualisee de I’esperance de la perte. Ea solution 
comporte egalement deux racines: une racine positive "Vj et une racine negative ' 72 - 
Pour satisfaire a la condition aux homes : V(0) = 0, on doit poser : Aj = 0. Ea valeur 
de V prend alors la forme suivante : 


V = 




r + A. — (oc + P) 


+ A|X^' 


Cette option etant americaine, elle pent etre encaissee en tout temps. Ees deux 
autres conditions aux homes sont done celles A\x payoff eX du smooth pasting. Ces deux 
conditions permettent de calculer la valeur critique de x reliee a I’exercice, x*, ainsi 
que la constante Aj. Soil £2(x*) la valeur d’encaissement de la police d’assurance. 
E’ equation du payoff esi done la suivante : 


V(x *) = Q(x *) 

A titre d’exemple, Q(x *) pent etre egal a (x* - C), oil C est la penalite reliee 
a I’encaissement de la police d’assurance. Et, bien stir, I’equation du smooth pasting 
est la derivee de 1’ equation du payoff: 


V.(x*) = 0,(x*) 
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V, la valeur de la police d’ assurances, represente le cout du risque politique 
pour I’entreprise. Ce cout est une function croissante des quatre parametres suivants 
du modele : a, a et (3 . 

On est done en mesure d’evaluer un projet d’investissement pour lequel le 
risque politique est omnipresent. La valeur globale du projet est un portefeuille 
compose du projet lui-meme et d’une position a decouvert dans la police d’assurance 
V. Cette demiere se comporte comme une loterie independante du projet. 

Clark imagine I’eventualite d’une expropriation bancaire au Mexique. Soit a 
representer par W(P) la valeur de ce projet, oil P represente les revenus dudit projet. 
Les revenus du projet obeissent au mouvement brownien geometrique suivant : 

dP = pPdt + t)Pdz 

Les couts variables d’operation, E, sont supposes constants. On fait I’bypo- 
tbese que les fluctuations stoebastiques des revenus peuvent etre repliquees par les 
autres actifs de I’economie. On construit done le portefeuille de couverture suivant, 
constitue d’une unite du projet et d’une position a decouvert de -W'(P) unites de 
revenus, e’est-a-dire : 

n = W(P)- W'(P)P 

On en deduit par la metbode babituelle 1’ equation differentielle stoebastique 
suivante a laquelle est soumise la valeur du projet : 

YW"P"+(r-5)W'P-rW + (P-E) = 0 
Ea solution est de la forme babituelle : 

W(P) = B,P®‘ + B^P®^ + f- - - 
1, 5 r 

Ees deux premiers termes de cede equation ont trait a 1’ option d’ abandon dont 
dispose I’entreprise et le terme entre parentheses represente la valeur a long terme 
de I’entreprise. Ea racine 0, est positive alors que 02 est negative. On pent eliminer 
d’emblee la racine positive, car I’une des conditions aux bornes stipule que la valeur de 
I’option d’abandon tend vers 0 lorsque P tend vers I’infini. Par consequent, Bj = 0. 

Soit S la valeur de liquidation du projet. Ea deuxieme condition aux bornes 
stipule que lorsque le projet est abandonne aux revenus critiques P*, la valeur du projet 
est egale a son payoff, e’est-a-dire : W(P *) = S - C , oil C est le cout relie a 1’ abandon 
qui represente le prix d’exercice de cede option. Ea troisieme condition aux bornes 
est celle du smooth pasting, qui est la derivee de I’equation du payoff: W'(P *) = 0. 
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Ces deux conditions aux homes permettent de determiner simultanement Bj et P*. 
Connaissant la valeur du projet, on pent alors determiner le cout du risque politique, 
soit la valeur de V, qui vient en deduction de la valeur du projet. 

II est facile de deduire la racine negative de I’equation caracteristique. Celle- 
ci est egale a : 

^ -CO - Vco^ + 2x)^r 

ou CO = (r- oj - — . 


Pour determiner Bj, on recourt a 1’ equation du payojf'. 

W(P*)=S-C 

En remplagant W(P*) par sa valeur, on trouve : 

P * E 

B P *02 + — __ = s_c 

' 5 r 


B, 


S-C- 


p * 

h 

5 


E 

r 


p *02 


Pour calculer P*, on se sert de I’equation du smooth pasting, soit la derivee 
de r equation du payoff: 


W'(P*)=0 


0,B,P*®' '+- = 0 
' ' 5 


En remplagant Bj par sa valeur, on pent exprimer P* en fonction des donnees et 
parametres du probleme : 

502 

p* = 

02-1 

Nous avons simule la valeur d’un projet avec option d’abandon a partir des 
donnees qui apparaissent au tableau 14.7 et qui sont les memes que cedes apparais- 
sant dans Particle de Clark. Sous ces hypotheses, la valeur du projet W(P) est egale 
a Pexpression suivante : 

W(P) = 759,71P"“-’‘* + — — 

^ ’ 0,12 0,06 


S-C + - 
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Tableau 14.7 


R 

0,06 

8 

0,12 

V 

0,2 

s 

136 

c 

50 

E 

10 


Comme on pent le constater a la figure 14.14, revolution de W est une fonction 
convexe de P. La presence de I’option d’abandon, soil une option de vente, empeche 
la valeur du projet de devenir negative. En vertu des donnees de ce probleme, ce 
put est exerce a la valeur critique de P*, egale a 8,96, c’est-a-dire au minimum de 
W(P), la oil la pente de W(P) est nulle, ce qui est la condition du smooth pasting a 
I’interieur de ce probleme. 

Figure 14.14 Evolution de la valeur du projet 

en fonction de P avec put d’abandon 



p 


11 reste a integrer le cout du risque politique dans cet exemple. Reecri- 
vons I’equation differentielle de V, soit la police d’assurance qui couvre le risque 
politique : 

+ V,,(a + P)x-(r + + = 0 

La solution de cette equation est de la forme : 


V = 




r + X-(a + P) 


+ AjX^‘ + AjX^’ 


Le premier terme est la valeur esperee du cash-flow actualise de la police 
d’assurance. 
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L’ equation caracteristique de I’equation differentielle s’ecrit: 

2 ■ 


1 


2 2 

a Y +Y 


(a + P)-y 


- (r + ^) = 0 


Les deux racines de cede equation sont done de : 

-\|/ + ^\|/^ + 2a^p 


Ti,2 = 


oil \|/ = a + P — — . Comme I’une des conditions aux homes est de V(0) = 0, cela 


implique que Ton ne retient que la racine positive . A, est done egal a 0. 

II reste a determiner Aj et x* a partir des deux conditions aux homes 
restantes. Selon la premiere, la valeur de la police doit etre egale a son payoff a x*, 
e’est-a-dire : 


V(x*) = X* - C 

oil C represente le prix d’exercice de la police d’assurance. La deuxieme condition 
aux homes est celle du smooth pasting, soit la derivee de la fonction du payoff: 

V'(x*)= 1 

A partir de ces deux conditions, on trouve facilement les valeurs de x* et de 
Aj en suivant les procedures hahituelles : 

x* = c— 

Y,-l5C2 

ou Xj =r + ;^-(a + P) et X 2 =r-(a + P). 


L’ evolution de V en fonction de x se retrouve a la figure 14.15, en utilisant les 
donnees additionnelles qu’on pent lire au tableau 14.8. 

Tableau 14.8 


X 

0,02 

a 

0 

p 

0,015 

(T 

0,2 
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Figure 14.15 Evolution de V en fonction de x 



- - - ■ Payoff 


X 


Sous les donnees de ce probleme, x* = 136,2, ce point se trouvant a la tangence 
de V a la fonction du payojf. 

Clark allegue que V, soit la police d’ assurance, est une fonction inverse du taux 
d’interet. Cela peut etonner a prime abord, car V represente un call ecrit sur x, soit 
le degre d’exposition au risque. Reecrivons I’expression de V pour mieux confirmer 
ou infirmer cette assertion : 


V = 


Xx 


r + A. — (oc + [3) 


+ A|X^' 


Certes, le premier terme de V, qui represente sa valeur a long terme, est a 
r evidence une fonction inverse de r. Mais le second terme est une fonction complexe 
de r. Nous avons simule V en fonction de r sous les donnees precedentes. Le resultat 
se retrouve a la figure 14.16. On note que V est une fonction decroissante du taux 
d’interet jusqu’au taux de 7%. Par la suite, V est une fonction croissante du taux 
d’interet, le deuxieme terme de V dominant dans cette region. V est done une fonc- 
tion complexe de r. De plus, on remarque que V est beaucoup plus sensible au taux 
d’interet dans la zone oil ce taux I’affecte negativement. 


Figure 14.16 Evolution de V en fonction de r sans interaction 
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II reste a integrer cette police d’ assurance, qui represente le risque politique, au 
projet lui-meme. Ce risque represente la perte potentielle decoulant du risque politique. 
II y a evidemment plusieurs fagons de proceder pour raccorder le risque politique au 
projet. Clark suppose que la police d’ assurance qui couvre completement le risque 
politique se comporte comme une loterie independante du projet. Dans cette optique, 
on calcule d’abord la valeur du projet accompagnee de son option d’ abandon indepen- 
damment du risque politique. Puis on suppose que la perte potentielle represente une 
certaine proportion de la valeur calculee du projet. C’est le cas oil il n’existe aucune 
interaction entre V et W, soit la valeur du projet. 

Une autre fa^on de proceder qui n’est pas abordee par Clark est de simuler 
conjointement la valeur du projet et la police d’assurance. On ajoute alors I’equation 
suivante a la simulation : 


x = aW(p) 0<a<l 

II y a alors interaction entre la perte potentielle x et la valeur du projet W(P). 
Les calculs ont lieu simultanement et non sequentiellement comme c’est le cas dans 
le modele sans interaction. Nous faisons ici appel a deux approcbes : un modele sans 
interaction et un modele avec interaction. 

A la figure 14.17, nous suivons revolution de la VAN augmentee du projet en 
fonction de P dans le modele sans interaction puis dans le modele avec interaction. 
Nous supposons alors que la perte potentielle (x) lors de I’evenement politique repre- 
sente 40 % de la valeur du projet. Notons que la VAN augmentee se definit comme 
suit dans le cas de ce projet : 

VAN augmentee = W(P) - V - I 

oil I represente I’investissement initial, ici fixe a 250. 

Figure 14.17 Evolution de la VAN augmentee avec risque politique 
en fonction de P (x = 0,4*W(P)) 

Sans interaction Avec interaction 



0 50 100 150 200 250 


P 



Nous constatons dans un premier temps que la VAN augmentee est une fonc- 
tion quadratique de P, etant d’abord une fonction croissante de P puis une fonction 
decroissante. Comme V est en deduction dans la VAN augmentee, son influence sur 
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cette VAN se fait de plus en plus importante au fur et a mesure que P augmente, 
puisque V est une fonction convexe de P. C’est ce qui explique que la VAN augmentee 
se met eventuellement a diminuer avec P a des niveaux importants de cette derniere 
variable. On remarque egalement que lorsque Ton suppose une interaction entre W 
et V la valeur du projet est inferieure a celle du modele sans interaction, cela pour 
tous les niveaux de P 

A la figure 14.18, nous supposons que la perte du projet est totale lorsque 
survient I’evenement politique. On remarque que 1’evolution de la VAN augmentee 
en fonction de P pastiche la forme de (-V), qui represente ici un call a decouvert. 
C’est done I’influence du risque politique qui domine nettement la valeur du projet 
quand la perte potentielle est totale lorsque I’evenement politique survient. La renta- 
bilite du projet est alors tres limitee, si tant est qu’une VAN augmentee nulle soit 
acceptable. 

Figure 14.18 Evolution de la VAN augmentee avec risque politique en 
fonction de P (x = W(P)) 

Sans interaction Avec interaction 



I -2 000 

« -4 000 

z 
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Resume 

Les processus de sauts connaissent une popularite grandissante dans la theorie de 
I’ingenierie financiere. Ils permettent en effet de jouxter au mouvement brownien 
geometrique, qui repose sur la distribution normale, un processus qui rend la distri- 
bution des rendements leptocurtique et asymetrique. Ce dernier processus est associe 
aux evenements rares qui occasionnent des sauts au chapitre de la variable etudiee. 

Comme on a pu le constater, Merton (1976) a derive une solution analytique 
aux prix d’options europeennes dont le sous-jacent fait I’objet de sauts. Ce qu’il 
faut surtout retenir de sa demonstration, c’est qu’un saut negatif du sous-jacent est 
assimilable a une hausse de taux d’interet. II exerce done un effet favorable sur une 
option d’ achat et defavorable sur une option de vente, ce qui n’est pas du tout evident 
a priori. 
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Outre son apport a la theorie des options financieres, 1’ introduction de sauts 
dans les processus stochastiques habituels a donne lieu a de multiples applications. 
Comme on I’a vu, elle est maintenant un ingredient essentiel de la theorie des options 
reelles. Elle permet d’expliquer I’impact que peuvent avoir sur la decision d’inves- 
tissement divers facteurs, tels I’instabilite au plan economique et le risque politique. 
Mais il y a encore beaucoup a faire dans ce domaine de recherche. D’autant plus 
que jusqu’ici on avail tendance a jouxter aux processus de sauts un mouvement 
brownien geometrique alors qu’un processus de retour vers la moyenne serait plus 
approprie^®. 
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CHAPITRE 


15 

LE PRIX DU RISQUE 


Le prix du risque est un concept qui occupe une place importante dans la theorie de 
I’ingenierie financiere. Mais on le neglige bien souvent, car la formule de Black et 
Scholes en fait abstraction. La raison en est bien simple. Comme Black et Scholes se 
situent dans un monde neutre au risque pour valoriser une option, le prix du risque 
disparait pour etre remplace par le taux sans risque dans I’equation stochastique du 
prix de Taction. C’est la une simple transformation qui vise a transformer le processus 
suivi par le prix de Taction en martingale. N’oublions pas que les mesures neutres au 
risque s’identifient a des martingales. Ces deux concepts ne font qu’un. 

Dans ce chapitre, nous allons introduire le prix du risque a Taide du theoreme 
de Girsanov. Puis nous verrons comment ce prix disparait dans un monde neutre au 
risque quand le sous-jacent de Toption represente un actif transige. Puis nous verrons 
comment proceder lorsque Ton ne pent faire disparaitre le prix du risque de Tequation 
differentielle d’une option. 


1. Le theoreme de Girsanov, l'approche neutre au risoue 

ET LE PRIX DU RISOUE’ 

Supposons qu’une action qui ne verse pas de dividende obeisse au mouvement 
brownien geometrique suivant : dS = pSdt + aSdz , oil dz = e^/dt , oil e ~ N (O, l) . 
Dans cette expression, )J,est la derive (drift) reelle du prix de Taction et represente 
Tesperance de son rendement. 

Nous voulons passer de la mesure P, soil la mesure objective correspondant 
au monde reel, a la mesure Q, soil la mesure neutre au risque, dite encore mesure 
de martingale. Pour ce faire, nous devons faire subir la transformation de Girsanov 


1. Cette section se fonde sur Quittard-Pinon (2002). 
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suivante au processus de Wiener qui apparait dans I’equation differentielle de S : 

t 

z(t) = z(t)- [ x(s)ds . Pour passer au monde neutre au risque, posons : x(s) = - — ^ . 

0 

r — M 

Nous pouvons done ecrire: dz, = dz, + ^dt et, en substituant cede valeur dans 

a 

I’equation differentielle de S, on obtient : dS = rSdt + aSdz . Cette expression repre- 
sente r equation differentielle de S dans un monde neutre au risque, e’est-a-dire sous 
la mesure Q et non P. 

On voit que le rendement espere de S, soit p,, a disparu de I’equation differen- 
tielle de S a la suite de la transformation de Girsanov. En fait, cede transformation 
a tout simplement retranche le prix du risque du processus de Wiener construit sous 

— - I . Le prix du risque est done le rendement 

a J 

excedentaire de Paction par unite de risque. II est assimilable au ratio de Sharpe. 
Comme il n’y a ici qu’un facteur de risque, represente par le prix de Paction, il n’y 
a qu’un seul prix du risque. 

En fait, Pequation differentielle de S dans un monde neutre au risque peut 

LI — r 

egalement s’ecrire comme suit : dS = (p - ^a) Sdt -i- aSdz oil ^ = . La transforma- 

a 

tion de Girsanov a done pour effet de retrancher (ka) de p. Mais cette difference 
est egale au taux sans risque, ce qui fait disparaitre p dans Pequation differentielle 
de S dans un monde neutre au risque, ce qui etait souhaitable car p est une variable 
qu’il est difficile d’estimer. C’est parce que S est un actif negocie ou transige que 
Pon peut faire disparaitre p de Pequation differentielle de S. Sinon, Pon ne pourrait 


la mesure P, prix defini comme : 


ecrire : 


a 


et ainsi faire disparaitre la variable genante, comme nous le verrons 


ulterieurement. 


On aura remarque que la transformation de Girsanov n’a affecte que la derive 
de Pequation differentielle de S. Elle n’a pas modifie la volatilite de S. Cela est du au 
fait que la transformation de Girsanov n’a d’impact que sur la derive d’une equation 
differentielle. Elle n’influence pas la volatilite de Pactif considere. 

Sous la mesure neutre au risque Q, la valeur actualisee du prix de Paction est 
une martingale. En effet, e ‘^E*^ (S.j ) = e "^E*^ puisque le rendement espere de 

S est egal au taux sans risque dans un monde neutre au risque. On peut done ecrire : 
e ‘^E*^ (S.f ) = Sq , ce qui repond bien a la definition d’une martingale. Mesure neutre 
au risque fait done corps avec martingale. 
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2. Le prix du risque et l'equation differentielle 
DE Black et Scholes^ 

Comme nous I’avons vu dans la section precedente, I’un des avantages de I’equa- 
tion differentielle de Black et Scholes est 1’ absence, dans cede equation, du prix du 
risque ou du rendement espere de Taction. Le prix du risque est en effet une variable 
difficile a estimer. Mais lorsque le sous-jacent n’est pas negocie, le prix du risque 
ne peut etre elimine facilement de l’equation differentielle stochastique d’un produit 
derive. C’est le cas par exemple des options sur taux d’interet dont le sous-jacent, le 
taux d’interet, n’est pas a Tevidence un actif negocie. C’est le cas egalement de bon 
nombre d’options reelles. 

Supposons que deux produits derives, Cj et Cj, dependent d’un facteur de 
risque 6 et de t. Ce facteur de risque n’est pas necessairement un instrument negocie. 
Ce peut etre, au dire de Hull (2003), la temperature au centre de la Nouvelle-Orleans. 
Le facteur de risque suit le mouvement brownien geometrique suivant : 


d0 = m0dt + s9dz 

(1) 

Les deux produits derives dont le sous-jacent est 0 sont egalement conditionnes 
par un mouvement brownien geometrique : 

dC, = P(C,dt-F OjCjdz 

(2) 

dCj = P2C2dt+ a2C2dz 

(3) 


A remarquer que la variable dz, qui represente le processus de Wiener, est 
la meme dans les equations (2) et (3) que dans l’equation (1), car les deux produits 
derives subissent le risque du facteur 0, lequel est represente par dz dans l’equation 
de d0. 


Nous voulons former un portefeuille a Tabri de tout risque compose de Cj et Cj. 
Dans les equations differentielles des deux produits derives, il faut done eliminer les 
termes qui incorporent dz. En formant un portefeuille compose de OjCj du premier 
produit derive et de -ctiC, du second. Ton parviendra a ce resultat. Ce portefeuille 
n est par consequent defini comme suit : 

n = (a2C2)Ci-(a,Ci)C2 (4) 

Sa variation est la suivante : 

dn = (a2C2)dCi-(aiCi)dC2 (5) 


2. Cette section s’inspire de : J.C. Hull (2003), Options, Futures and Other Derivatives, Prentice Hall, 
Upper Saddle River; T. Bjdrk (1998), Arbitrage Theory in Continuous Finance, Oxford University 
Press, Oxford. 
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En substituant les equations (2) et (3) dans I’equation (5), on a: 

dn = (jiiajCjCj -|J.2CtiCiC2)dt (6) 

Comme le portefeuille H est a I’abri de tout risque, il doit rapporter le taux 
sans risque. On pent done ecrire : 

dn = rndt (7) 

En remplagant H et dll par leurs equations respectives (4 et 6), 1’ equation 
(7) devient: 

[Pi02C,C2 -p2<^iCiC2]dt = [r(a2C2C| - ajCjC2)]dt (8) 

p,a2 - P2^i = ^^2 ~ 

E’ equation (9) pent se reecrire : 

Pi-r _ P2-r _ b~r _ 

Gi ^2 (T 

On reconnait dans I’equation (10) les ratios de Sbarpe pour les produits derives 
Cj et Cj. Ils doivent etre identiques lorsque le portefeuille II est a I’abri de tout risque. 
C’est pourquoi nous ecrivons ce ratio commun sans indices dans I’equation (10) et que 
nous le designons par A,, que nous avons appele «prix du risque ». II existe une seule 
source de risque dans notre exemple, soil 0. II n’y a done qu’un seul prix du risque, 
le prix du risque etant associe a un facteur de risque et non a un titre particulier. Ee 
prix du risque est le rendement excedentaire qu’ exigent les investisseurs par unite de 
ce risque. Ee prix du risque est determine par son marcbe respectiE. 

E’ equation (10) pent etre reecrite comme suit: 

p-r = Aa (11) 

E’ equation (11) montre que lorsque le portefeuille est parfaitement couvert, 
les rendements excedentaires des produits derives sont egaux a leur prime de risque, 
donnee par le produit du prix du risque, commun aux deux produits derives, et de 
leur ecart-type respectif. 

Nous nous mettons maintenant en devoir de decrypter I’equation differentielle 
a laquelle obtempere un produit derive lorsque le portefeuille II est a I’abri de tout 
risque. Nous determinerons ici I’equation differentielle de Cj. Rappelons le mouve- 
ment brownien auquel obeit ce produit : 


( 9 ) 

(10) 


3. A ce sujet, on consultera : T. Bjork (1998), Arbitrage Theory in Continuous Finance, Oxford Univer- 
sity Press, Oxford. 
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dC, = |d(C,dt+ OjCjdz 


( 12 ) 


Mais comme le sous-jacent de Cj est 0, dCj est aussi egal, en vertu du lemme 
d’lto : 


dC, = 


ac, ^ ac, 1 2^2 a'c, 

— ^m0 + — !- + -s 0 L 


ao 


at 


ao^ 


dt + s0^^dz 


ao 


(13) 


En egalant les coefficients de dt et de dz dans les equations (12) et (13), on obtient: 

(14) 


3c, , , ac. , 1 2-a^c. 


u.C, = — ^m0H ^ + — s 0 , 

‘ ‘ ao at 2 ao" 


Or, selon (’equation (10): 


a,Cj = s0^^ 

' ‘ ao 


(15) 


11 , - r = 

En multipliant les deux cotes de cette equation par C., on a: 

PjC. - rCj = >,a.C, 


(16) 

(17) 


En substituant les equations (14) et (15) dans la relation (17), on obtient 
finalement I’equation differentielle de C. quand le portefeuille II est a I’abri de tout 
risque : 

+ 0(m - + — s"a" ^ = rC| (18) 

at ^ ^ ao 2 ‘ ao" ' 

Quand le sous-jacent 0 n’est pas negocie, le prix du risque A, subsiste dans 
I’equation differentielle d’un produit derive ecrit sur un tel sous-jacent. Black et 
Scholes ont pu se departir du prix du risque, car le sous-jacent de I’option d’achat 
europeenne est une action negociee. On pent alors ecrire : 

m-As = r (19) 


On se ramene par consequent dans un univers neutre au risque en degonfiant 
la derive de 0 du produit As, vu comme prime de risque de 0. E’ equation differentielle 
de Cj devient dans ce cas : 


ac, 

at 


ao 


2 "3_^ 

'l -\r\2 


ao" 


( 20 ) 
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soil I’equation differentielle de Black et Scholes. Si Taction verse un dividende 
continu d, on aura alors : 


3Ci 

at 


+ e(r-d) 


ac, 1 

1 

ae 2 


2_2 

s a, 


a"Ci 

ae" 


= i-Ci 


( 21 ) 


Poussons plus loin notre analyse"^. Identifions 9 a S, soil le prix de Taction 
dans Tequation (18). Puisque S est un actif negocie, Tequation (18) vaut aussi pour 
S. On pent done ecrire : Cj = S. En transposant ces modifications dans Tequation 


(18), on obtient : p - = r. On retrouve done le prix du risque : X = — - . Par 

a 

consequent, lorsque T actif sous-jacent a Toption est negocie, on pent eliminer le prix 
du risque de Tequation differentielle du prix de Toption comme e’est le cas chez 
Black et Scholes. 


3. Cas des actifs non negocies 


Pour certains produits derives, le sous-jacent n’est pas un actif negocie. C’est le cas 
par exemple pour les produits derives sur taux d’interet, le taux d’interet n’etant 
evidemment pas un « actif » negocie. Alors comment proceder dans ce cas ? 

Soit Tequation differentielle suivante du taux d’interet: 
dr = u(r, t)dt+ w(r, t)dz 


L’ equation differentielle du prix de T obligation, designee par V, est alors de : 


^^-1- -^w" + rV = 0 

3t 2 3r 


2d\ 


dr 


Le prix du risque A, ne peut etre elimine de cette equation, car le taux d’interet 
n’est pas un actif negocie. Or, A n’est pas observable. Alors, comment proceder pour 
valoriser les prix des obligations et de leurs produits derives avec un tel modele ? 

Selon Nielson (1999), dans la pratique, on court-circuite le probleme. En effet, 
on specifie directement le processus de taux d’interet en termes des probabilites neutres 
au risque, soit les probabilites ajustees pour le risque, sans se soucier le moindrement 
du prix du risque. Cependant, pour specifier la dynamique sous les probabilites origi- 
nates (reelles), il est toutefois alors necessaire de specifier le prix du risque. 


4. Pour plus de details a ce sujet, voir Wilmott (2006), chapitre 26. 
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En effet, les modeles de structure a terme de taux d’interet sont souvent utilises 
pour des raisons de pricing et la valeur de leurs parametres est inferee par un processus 
de calibrage qui recourt aux prix observes plutot qu’a I’estimation statistique. C’est 
la procedure suivie, entre autres, par le modele de Black, Derman et Toy, dont les 
parametres visent a reproduire la structure des prix observes des obligations de meme 
que celle de leur volatilite. II est done courant d’exprimer ces modeles directement 
en termes de la dynamique neutre au risque sans specifier le prix du risque. C’est- 
a-dire que Ton specifie directement les modeles en termes de dz plutot que de dz, 
cela sans se soucier du prix du risque. Wilmott (2006)^ emet toutefois des reserves 
sur une telle procedure : « Because we can ’t observe the function A,, except possibly 
via the whole yield curve, 1 tend to think of it as a great big carpet under which we 
can brush all kinds of nasty, inconvenient things. » 

On retrouve le meme probleme du cote des options reelles. Copeland et Anti- 
karov (2001) notent que Ton ne pent trouver sur les marches financiers le litre jumeau 
a un projet d’investissement qui servirait a valoriser les options reelles incorporees 
dans ledit projet, e’est-a-dire un litre dont les cash-flows sont parfaitement correles a 
ceux du projet. Ces auteurs remarquent que les etudes anterieures sur les options reelles 
recouraient aux prix des matieres premieres comme representant du sous-jacent pour 
un projet oriente vers T exploitation de ressources naturelles et faisaient Tbypotbese 
somme toute tres arbitraire que la volatilite du projet s’assimilait a celle du prix de la 
matiere premiere. Mais malbeureusement, notent-ils en faisant reference a un projet 
de mine d’or, la volatilite du prix de Tor n’est pas la meme que celle de la mine. 

Pour representer le litre jumeau d’un projet d’investissement, Copeland et Anti- 
karov proposent done, plutot que de recourir aux marches financiers, d’assimiler ce 
litre a la valeur presente des cash-flows^ du projet lui-meme sans ses options reelles : 
« What is better correlated with the project than the project itself^ » ? Cette valeur 
presente devient done Tactif risque sous-jacent aux options reelles. Ils insinuent que 
la valeur presente des cash-flows d’un projet est le meilleur estimateur non biaise de 
la valeur qu’aurait le projet s’il etait un actif negocie. Ils ont nomme cette hypothese : 
MAD {Marketed Asset Disclaimer). Cette hypothese evite d’estimer le prix du risque 
pour valoriser un projet d’investissement. 

Fort de cette hypothese, on pent alors trouver facilement le prix d’une option 
reelle ecrite sur un projet d’investissement, la valeur presente des cash-flows de ce 
projet devenant Tactif sous-jacent. Si on recourt pour ce faire a Tarbre binomial, on 
construit dans un premier temps Tarbre du sous-jacent en prenant comme valeur initiale 
les cash-flows actualises du projet d’investissement. A partir des valeurs obtenues a 
la fin de cet arbre, on determine alors les payoffs finaux de Toption et Ton precede 
comme a Taccoutumee pour les actualiser au temps present. 


5. Wilmott (2006), chapitre 40, p. 559. 

6. Cette valeur presente exclut I’investissement initial. 

7. Copeland et Antikarov (2001), p. 94. 
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Resume 

Le prix du risque demeure une variable mal comprise dans le domaine de I’ingenierie 
financiere. C’est pourtant un concept important qui pent affecter sensiblement le prix 
d’un produit derive lorsqu’il est impossible de Feliminer des calculs. Avant la formu- 
lation du fameux modele de Black et Scboles, les cbercbeurs eprouvaient beaucoup 
de difficultes a calculer le prix d’un warrant, seule option transigee a I’epoque, car 
ils n’arrivaient pas a faire litiere du prix du risque. Pour y parvenir. Black et Scboles 
se sont situes dans I’univers neutre au risque. Dans cet univers, les prix des actifs 
obtemperent a des martingales, ce qui permet la valorisation des options par arbitrage. 
On pent alors en arriver a un prix exact pour I’option qui n’est pas influence par le 
prix du risque. 

Pour ecarter le prix du risque des calculs lorsque le sous-jacent de I’option n’est 
pas negocie, certains auteurs, comme Copeland et Antikarov, ont formule certaines 
hypotheses comme le MAD. II demeure que les incidences de telles hypotheses sur 
r exactitude du prix des options restent a demontrer. 
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CHAPITRE 


16 

LA VaR ET LES AUTRES MESURES 
MODERNES DU RISQUE 


Les mesures du risque out bien evolue depuis que Markowitz a avance sa celebre 
theorie de la diversification de portefeuille a la fin des annees 1950, tbeorie qui devait 
revolutionner la gestion de portefeuille modeme. L’ecart-type etait alors la mesure du 
risque d’un portefeuille efficient. Mais pour un titre, cette mesure n’est pas appropriee. 
En effet, dans le cas d’un titre individuel, le risque est represente par la covariance 
de son rendement avec celui des autres litres qui constituent un portefeuille bien 
diversifie. L’ecart-type du rendement d’un titre comprend les risques diversifiable et 
non diversifiable. Or, seul le risque non diversifiable est remunere par le marcbe. Ce 
risque est represente par la covariance entre le rendement du titre et les rendements 
des litres qui constituent un portefeuille bautement diversifie. 


Les theories du risque qui ont emboite le pas a celle de Markowitz se sont 
attacbees aux facteurs qui determinent le risque d’un titre de meme qu’a I’equilibre 
des marches financiers. En effet, le modele de Markowitz exige I’estimation de 


XT • .T N"-N 

N variances et de 

2 


covariances si on suppose que le nombre de litres qui 


composent le portefeuille est de N. Quand N devient important, I’estimation de la 
matrice variance-covariance se presente comme un exercice tres laborieux et les 
risques d’erreurs d’estimation sont loin d’etre negligeables, ce qui peut donner lieu a 
une frontiere efficiente pour le moins erronee. Lorce est done de simplifier les facteurs 
de risque. Au lieu de les associer aux rendements des litres, il semble plus approprie 
d’identifier un nombre limite de facteurs de risque dont dependent conjointement les 
rendements. De plus, le modele de Markowitz ne se donnait pas pour tache d’expli- 
quer le processus de determination des niveaux d’equilibre des rendements, les tenant 
plutot pour acquis. Le modele de Markowitz comportait done de nombreuses failles 
auxquelles il fallait pallier. 
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Durant les annees 1960, Sharpe a propose le modele de revaluation des actifs 
financiers, soit le MEDAF ou le CAPM' en anglais. Ce modele est monofactoriel 
en ce sens qu’il ne distingue qu’un seul facteur explicatif du risque d’un titre, soit 
la correlation entre le rendement de ce titre et celui du portefeuille du marche. C’est 
ce qu’on appelle le risque systematique^ du titre, categorie de risque qui n’est pas 
diversifiable. Le risque non systematique, ou risque idiosyncratique, est celui qui est 
particulier a la compagnie qui emet le titre. Etant diversifiable, il n’est pas remunere 
par le marche. A I’interieur de la theorie du CAPM, le risque systematique d’un titre 
equivaut a son beta, qui est une mesure relative du risque etablie en comparaison 
avec le beta du portefeuille du marche qui, lui, est egal a 1 . 

Au milieu des annees 1970 est apparu un autre modele du risque base sur 
I’absence d’arbitrage: I’APT, acronyme de I’expression: Arbitrage Pricing Theory. 
Ce modele, propose par Ross, reconnait que le risque est un phenomene multidimen- 
sionnel qui s’explique par plusieurs facteurs. Le modele APT est done multifactoriel. 
Le beta d’un titre pour un facteur donne est la sensibilite relative du rendement du 
titre a ce facteur. L’une des faiblesses du modele APT est qu’il reste muet quant a 
Tidentite des facteurs qui determinent le rendement des titres. 

Au debut des annees 1990, une nouvelle mesure du risque a fait son entree : la 
VaR, soit Tacronyme de Value at Risk. On reconnaissait en effet de plus en plus les 
limites des mesures traditionnelles du risque. II fallait se donner des mesures du risque 
de baisse de la valeur des actifs. Pour ce faire, il fallait trouver des mesures qui sont 
davantage reliees a Tensemble de la distribution des flux monetaires d’un portefeuille. 
C’est dans ce contexte qu’une mesure nominate du risque a ete proposee: la VaR. 
Cette mesure a d’abord servi a quantifier le risque de marche auquel sont soumis les 
portefeuilles bancaires. En effet, en 1997, T Accord de Bale a impose aux banques, de 
detenir un montant de capital reglementaire pour pallier aux risques de marche. Or, 
ce capital est calcule a partir de la VaR. Cette mesure est ensuite devenue de plus en 
plus populaire pour evaluer le risque de portefeuilles institutionnels ou individuels. 
Elle permet entre autres d’ evaluer les risques de type asymetrique, comme celui qui 
est associe aux options, Tecart-type et le beta ne permettant pas de prendre en compte 
ce risque de fa^on satisfaisante. 


1. VaR et loi normale 

Par definition, la VaR est la perte maximale que peut subir un gestionnaire de porte- 
feuille durant une certaine periode de temps avec une probabilite donnee. A supposer 
que cette probabilite soit de 95 %, la marge d’erreur ayant trait a cette perte maximale 
n’est que de 5 %. Supposons que la distribution des flux monetaires d’un portefeuille 


1 . Acronyme de Capital Asset Pricing Model. 

2. Dit encore « risque de mai'che». 
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obeisse a une loi normale. Supposons egalement que la variable aleatoire X represente 
la valeur du portefeuille, avec X ~ N(mvCT^). La variable aleatoire X peut done etre 
reecrite en termes de la variable normale standard e, 8 ~ N(0,1) : 

X = p + ea 

Soit a le seuil critique associe a la probabilite visee. On peut alors ecrire : 

X = p + aa 

La VaR se calcule alors comme : 

VaR = E(X)- Q(X,c) = p-(p + aa) = -aa 

oil Q(X,c) est le quantile associe a la probabilite c. Par exemple, supposons que nous 
voulions calculer la VaR annuelle d’un portefeuille avec une probabilite de 99%. 
L’ecart-type annuel de ce portefeuille est de 100 M$. Pour une probabilite de 99%, 
a = -2,326. La VaR de ce portefeuille pour une periode de 1 an est done de : -pa = 
2,326 X 100 = 232,6 M$^. Elle est done ici egale a 232,6 M$. 

La mesure de VaR que nous venons de donner est une mesure relative, car 
elle ne tient pas compte de la moyenne des pertes et profits. Supposons que la VaR 
soit definie en mesure absolue. La VaR absolue est la VaR relative a laquelle on 
retranche I’esperance du profit au cours de la periode consideree"^. Par exemple, si 
le profit moyen est de 10 M$ dans I’exemple qui vient d’etre donne, la VaR absolue 
est de 222,6 (232,6 - 10) M$. Mais comme le profit moyen est generalement quasi 
nul sur une courte periode de temps, on s’en tient la plupart du temps a la mesure 
relative de la VaR. 

Precisons davantage cette relation entre VaR absolue et VaR relative. On 
calcule generalement la VaR a partir des rendements d’un litre. Supposons que la 
periode d’observation dt soit de 1 mois. Le rendement mensuel espere pour le litre 
i est de p et sa variance mensuelle est de a^. Sa VaR relative au seuil de confiance 
de 95 % est done de : 

VaR relative = s(-aaVdt j 

oil S est la valeur initiale du portefeuille. On peut calculer cette VaR en recourant a 
la fonction suivante ecrite en Visual Basic {Excel) : 


3. N'oublions pas que la VaR est une perte. Elle est ici rapportee en termes absolus, comme cela est 
I’usage. 

4. Ou a laquelle on ajoute I’esperance de la perte, selon le cas. 
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Function VaRrellS, mu, variance, dt, c) 

alpha=Application.WorksheetFunction.NormSlnv(1-c) 

VaRrel=S*(-alpha*Sqr(dt*variance)) 

End Function 


ou mu est le rendement mensuel moyen, V, la variance du rendement, dt, le pas, 
ici fixe a un mois, et c, le seuil de confiance, ici 95%. Par exemple, supposons que 
Ton ait investi 10 000$ dans un titre dont les caracteristiques apparaissent dans le 
chiffrier suivant : 



A 

B 

1 

S 

10 000 

2 

mu 

0,01 

3 

variance 

0,005 

4 

dt 


5 

c 

0,95 

6 



7 

VaR relative 

1163,08705 


La VaR relative de ce portefeuille est alors de 1 163,08$ en utilisant la fonction 
VaRrel. Ce calcul ne tient pas compte du rendement moyen mensuel espere pour 
ce titre, soit 1 %. La VaR absolue est obtenue en retrancbant ce rendement a la VaR 
relative, c’est-a-dire : 

VaR absolue = VaR relative - (S x p x dt) 

On pent calculer la VaR absolue a partir de la fonction VaRabs, qui recourt a la 
fonction VaRrel : 


Function VaRabslS, mu, variance, dt, c) 

alpha=Application.WorksheetFunction.NormSlnv(1-c) 
VaRabs=VaRrel(S, mu, variance, dt, c)-(S*mu*dt) 

End Function 


Dans le cas qui nous interesse, le profit mensuel espere sur la detention du 
titre est de 100$ (10 000 x 0,01). La VaR absolue est done inferieure a la VaR rela- 
tive de ce montant. Elle est egale a 1 063,08 $. Dans les sections qui suivent, nous 
utilisons parfois la VaR relative et parfois la VaR absolue pour effectuer nos calculs. 
Le contexte de ces calculs ne devrait pas creer d’ambiguite. 

Pour mieux illustrer le concept de la VaR dans le contexte de la distribution 
normale, supposons qu’un portefeuille ait un rendement annuel espere (p) de 15 %. 
L’ecart-type (c) de ce rendement est de 30% annuellement. Nous voulons calculer 
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la VaR annuelle avec une probabilite de 95 %. L’investissement initial dans ce porte- 
feuille est de 100 $. Nous supposons que la distribution du rendement du portefeuille 
est normale. La distribution de ce portefeuille, en dollars, apparait a la figure 16.1. 


Figure 16.1 Distribution du portefeuille 



A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

H 

1 

1 










2 










3 

Rendement espere 

0,15 








4 

Ecart-type 

0,3 








5 

Investissement initial 

100 








6 

X 

120 








7 




0,0131 

<...NORMDIST(B6,(1+B3)*B5,B5*B4,FALSE) 

8 



0 

0,0000 






9 



10 

0,0000 






10 



20 

0,0001 






11 



30 

0,0002 










12 



40 

0,0006 








13 



50 

0,0013 










14 



60 

0,0025 






15 



70 

0,0043 


0,0120 







16 



80 

0,0067 


0,0100 







17 



90 

0,0094 


0,008 








18 



100 

0,0117 







19 



110 

0,0131 







20 



120 

0,0131 









21 



130 

0,0117 


0,002 








?? 



140 

0,0094 


0,000 

0 1 







23 



150 

0,0067 




50 

100 150 

200 250 

300 


24 



160 

0,0043 










25 



170 

0,0025 






26 



180 

0,0013 






27 



190 

0,0006 






28 



200 

0,0002 






29 



210 

0,0001 






30 



220 

0,0000 






31 



230 

0,0000 






32 



240 

0,0000 






33 



250 

0,0000 







Nous nous sommes servis de la fonction Excel NormDist pour calculer cette 
distribution. La formule de cette fonction apparait a la cellule D7. File comprend quatre 
arguments : 1) la variable aleatoire X, qui constitue I’abscisse de la distribution, que 
Ton appelle aussi cutoff en anglais ; 2) la moyenne de la distribution, soit : 100(1 + p) ; 
3) I’ecart-type de la distribution, soit (lOO x a) ; 4) un argument qui specifie si Ton 
veut une distribution cumulative ou non. Ici, nous avons inscrit FALSE, car nous 
desirons la distribution marginale. Pour tracer ce grapbique, nous avons recouru aux 
commandos suivantes du menu principal 6.’ Excel: Data,Table. 

Pour trouver la VaR pour un a de 5 %, nous devons calculer la valeur de I’abs- 
cisse a gaucbe de laquelle la surface sous la clocbe est de 5 %. II y a deux fagons de 
proceder. Nous pouvons d’abord calculer ce point en recourant a la fonction d" Excel : 
Nonninv. Cette fonction comprend trois arguments: i) le seuil (a), ici egal a 5%; 
ii) I’esperance du portefeuille; Hi) I’ecart-type du portefeuille. Ce calcul apparait au 
tableau 16.1 pour le cas qui nous interesse. 
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Tableau 16.1 Calcul de la VaR pour une distribution normale 



A 

B 

C 

D 

E 

1 






2 






3 

Rendement espere 

0,15 




4 

Ecart-type 

0,3 




5 

Investissement initial 

100 




6 

Niveau cible 

65,65441 

<...=Norminv(0,05,(1-i-b3)*b5,b4*b5) 


La VaR annuelle pour une probabilite de 95 % est done de : 

100-65,65 = 34,35$ 

On aurait pu egalement recourir a une table normale pour obtenir ce resultat. 
Pour un a de 5 %, la table normale lui associe une valeur egale a 1,655. La perte par 
dollar est done de : 

Perte = p - 1,655a = 0,15 - 1,655(0, 30) = -0,343 5 (1) 

Comme le portefeuille se cbiffre ici a 100$, la perte annuelle maximale avec une 
probabilite de 95 %, soit la VaR, est egale a 34,35 $. 

L’ autre fagon de proceder est de recourir au Solveur A’ExceP. Pour ce faire, 
on efface la formule dans la cellule B6 du tableau 16.1 et on met un nombre quel- 
conque a la place. Dans la cellule B7, on ecrit la formule de la function normale de 
probabilite cumulative comme cela apparait au tableau 16.2. L’ argument TRUE dans 
la function indique que Ton desire la function cumulative. Puis on appelle le Solveur. 
On lui indique que la cellule-cible est B7, que sa valeur doit etre de 0,05 et que cette 
valeur doit etre obtenue en modifiant la cellule B6. Le resultat apparait egalement 
au tableau 16.2. 


Tableau 16.2 Calcul de la VaR a I’aide du Solveur A^Excel 



A 

B 

C 

D 

E 

F 1 

1 







2 







3 

Rendement espere 

0,15 





4 

Ecart-type 

0,3 





5 

Investissement initial 

100 





6 

Niveau cible 

65,65 





7 


0,05 

<...=NORMDIST(b6,(1-i-b3)*b5,b4*b5,TRUE) 


5. Que Ton appelle en cliquant sur Tools, puis sur Solver dans le menu principal d’ Excel. 
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On calcule alors la VaR comme dans le cas precedent. La VaR qui vient d’etre calculee 
couvre une periode de 1 an et le a correspondant est de 5 %. Pour un a de 2,5 %, c’est- 
a-dire pour une probabilite de 97,5 %, on remplacerait 1,655 par 1,96 dans I’equation 
(1) et pour un a de 1 %, la valeur critique deviendrait 2,326. Certes, plus on reduit 
la marge d’erreur, plus la VaR augmente en valeur absolue. 

Nous venons de definir la VaR dans le cas le plus simple. Nous avons en effet 
suppose que la distribution des rendements etait normale. La VaR absolue s’exprime 
alors en termes d’un multiple, disons 6, calcule a partir de la loi normale et relie a la 
marge d’erreur recbercbee, c’est-a-dire^ : 

VaR = portefeuille initial (pdt + 0aVAt) (2) 

On suppose ici que I’ecart-type est annualise ; At represente la periode sur 
laquelle est calculee la VaR, mesuree en fraction d’annee. La VaR depend done de 
trois parametres : le type de distribution auquel obeissent les rendements des titres 
qui constituent le portefeuille, la periode de temps sur laquelle on mesure la VaR’, 
soil I’borizon du calcul, et la marge d’erreur visee. Nous reviendrons ulterieurement 
sur ces elements. 

Ouvrons ici une parentbese. En 1996, le Comite de Bale a decrete qu’il accep- 
tait la scaling law^, qui dit par exemple que I’ecart-type mesure sur 10 jours est egal 
a I’ecart-type journalier multiplie par VlO^ . II faut bien se rendre compte que cette 
loi est associee a la distribution normale. Soil T le nombre de jours et o, la volatilite 
journaliere du rendement d’un litre. La volatilite sur T jours est alors de aVx selon 
la scaling law. Selon McNeil et Frey (2000), pour calculer cette volatilite, il faut 
plutot utiliser une formule plus generale, soil aT^ , ou ^ serait superieur a 0,5 dans 
la realite, la distribution des rendements n’etant pas normale. En utilisant la scaling 
law pour calculer la VaR, on sous-estimerait done systematiquement le risque. 

Une question fondamentale se pose ici: a quoi sert la VaR? Mentionnons 
d’abord qu’elle se revele d’une grande utilite puisqu’elle est mesuree en termes 
nominaux en non en pourcentage, tel le beta. Une fois qu’une institution financiere 
a calcule sa VaR globale, e’est-a-dire la perte maximale qu’elle peut encourir sur 
I’ensemble de son bilan pour une probabilite predeterminee, il lui est loisible de se 
servir de ce montant pour determiner le capital (avoir propre) minimal qu’elle doit 
maintenir pour ne pas s’exposer a la faillite. Si en effet elle detient un capital moindre 
et que la perte maximale se produit, son avoir propre sera negatif et elle devra peut- 
etre deposer son bilan. 


6. N’oublions pas que 0 est negatif dans cette formule. La VaR y est done accompagnee de son signe 
negatif alors qu’elle etait exprimee en termes absolus dans I’exemple anterieur. 11 faut toujours bien 
raisonner une formule pour eviter les ambiguites. 

7. Par exemple, la VaR calculee sur 10 jours est plus elevee que la VaR calculee sur une seule 
journee. 

8. Voir a ce sujet : Poon (2005). 
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La VaR est done tres utile pour une institution financiere, car elle lui permet 
de determiner le niveau du capital qu’elle doit maintenir pour survivre. Quand la 
VaR est utilisee a cede fin, on I’appelle plus communement: CaR {Capital at Risk), 
e’est-a-dire que le capital que doit maintenir une institution financiere est calcule ou 
evalue selon les risques auxquels elle est exposee. Plus le risque est important, plus 
elle devra maintenir un capital eleve. Cela apparait bien raisonnable, car le capital 
detenu par une institution financiere est d’abord et avant tout un filet de securite. 
Pour une banque, il vise a proteger les depots a son passif. La VaR se presente done 
comme une mesure appropriee pour definir le capital reglementaire que doit detenir 
une institution financiere. C’est pourquoi le Comite de Bale, chapeaute par la Banque 
des reglements internationaux, retenait cede mesure pour calculer le capital regle- 
mentaire d’une institution de depots en 1995, mesure qui est entree en vigueur en 
janvier 1998. Ces institutions doivent maintenant calculer leur exposition au risque 
en recourant a la VaR®. 

Un autre avantage de la VaR est qu’elle n’est pas assujettie a la distribution 
normale. Tel n’est pas le cas de I’ecart-type ou du beta, qui sont des mesures de risque 
reliees a la loi normale. II est bien connu que les rendements des tides n’obtemperent 
pas a une distribution normale, d’ou T avantage indeniable de la VaR sur les mesures 
de risque classiques qui sont enchassees dans la distribution normale. 

Nous venons d’etudier la VaR dans un contexte de normalite des rendements. 
Dans les sections qui suivent, nous considerons d’autres types de distribution des 
rendements pour calculer la VaR. Nous nous interesserons successivement aux 
methodes de la simulation historique, a la methode delta, a la simulation de Monte 
Carlo et a la methode du bootstrapping. Nous nous tournerons finalement vers 
Tajustement de Cornish-Fisher. 


9. Les regies actuelles concernant le calcul de la VaR pour une institution financiere sont les suivantes. 
La VaR doit etre calculee sur un horizon de 10 jours pour un alpha de 1 %. On doit recourir a au 
moins une annee d’observations pour calculer cette VaR. L’institution financiere doit prendre en 
compte plusieurs categories de risques : les risques associes aux instruments financiers non lineaires 
(produits derives), les risques decoulant des mouvements de la structure a terme des taux d’interet 
et les risques associes a la base (ecart entre le prix au comptant et le prix a terme) pour les matieres 
premieres. L’institution financiere doit egalement se livrer au backtesting. Mentionnons qu’en reaction 
a la faillite de la banque Herstatt, les gouverneurs des banques centrales faisant partie du G-10 ont 
mis sur pied en 1974, le Comite de Bale dont le role est de reglementer et de superviser les pratiques 
bancaires. Ce Comite est sous la gouverne de la Banque des reglements internationaux. A la suite du 
krach boursier d’oetobre 1987, la Banque des reglements internationaux avait fortement suggere aux 
banques en 1988 de detenir un capital reglementaire egal ou superieur a 8 % d’une somme ponderee 
de leurs actifs risques. On allouait a chaque actif un coefficient de ponderation proportionne a son 
risque. Cette mesure du risque etait statique et ignorait le phenomene de la diversification des 
portefeuilles. Certes, les banques ne sont pas obligees de suivre les recommandations de la Banque 
des reglements internationaux. Mais celles qui les negligent risquent de subir une decote sur les 
marches financiers internationaux, d’ou des couts d’emprunts plus eleves a la cle. 
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2. La simulation historique de la VaR’° 


La simulation historique est une methode tres simple d’estimation de la VaR. Nous 
I’assimilerons a partir d’un exemple. Nous voulons determiner la VaR d’un contrat 
a terme qui permet d’acheter 1 M$EU dans 3 mois contre livraison de 1,59 M$CA. 
La valeur fj de ce contrat se calcule comme suit : 


f. =S 


1 -K- 1 


t 1 , EU^ 1 , CA^ 

1 + r X 1 + r X 


( 3 ) 


oil S est le prix au comptant du dollar americain en dollars canadiens, K, le taux de 
hange du dollar americain tel que specifie dans le contrat, r^^, le taux d’interet sans 
risque americain, r'^'^, le taux d’interet sans risque canadien et t, la duree du contrat, 
ici 3 mois. 


Telle qu’elle est ecrite, Tequation (3) ressemble beaucoup a celle de Black et 
Scholes sauf que les probabilites cumulatives N(dj) et N(d 2 ) n’apparaissent pas dans 
cette equation. En effet, un contrat a terme oblige la livraison du sous-jacent, ce qui 
implique que la probabilite d’exercice, soil N(d,), est de 1. N(d,) est par consequent 
lui-meme egal a 1. 

A la date du calcul de la VaR, le taux d’interet americain est de 2,75 % et le taux 
d’interet canadien s’etablit a 3,31 %. Ee taux de change du dollar americain est alors 
de 1,588 $CA. Selon la formule (3), la valeur du contrat a terme est done de 206$. 

Pour effectuer la simulation historique, on dispose d’une serie statistique des 
101 jours precedents sur les trois facteurs de risque: le taux d’interet americain, le 
taux d’interet canadien et le taux de change du dollar americain. Ee tableau 16.3 
reproduit les 25 premieres donnees de cette serie. Ces series sont en fait des donnees 
non pas observees mais plutot simulees. Ees taux d’interet sont generes a partir d’une 
distribution normale, alors que le taux de change obeit a la loi de Student, qui donne 
lieu a des sauts sporadiques. 


10. Pour rediger cette section, nous nous inspirons de Jorion (2003). 
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Tableau 16.3 Series historiques des trois facteurs de risque 



A 

B 

C 

- 1 

6 


r(CAN) 

r(EU) 

S($CAN/$EU) 

7 

1 

2,4906 

2,0732 

1,2594 

8 

2 

2,5009 

2,0765 

1,2868 

9 

3 

2,5011 

2,0318 

1,3426 

10 

4 

2,5859 

2,0859 

1,3469 

11 

5 

2,4939 

2,0703 

1,3504 

12 

6 

2,4902 

2,0226 

1,3678 

13 

7 

2,5276 

2,0833 

1,3548 

14 

8 

2,4912 

2,0542 

1,3765 

15 

9 

2,4127 

2,0842 

1,3973 

16 

10 

2,4336 

2,0798 

1,4131 

17 

11 

2,4122 

2,0748 

1,3514 

18 

12 

2,4109 

2,0352 

1,3691 

19 

13 

2,4108 

1,9962 

1,3436 

20 

14 

2,4074 

2,0199 

1,3297 

21 

15 

2,4138 

2,0632 

1,2822 

22 

16 

2,3866 

2,0030 

1,3103 

23 

17 

2,4103 

1,9642 

1,3730 

24 

18 

2,4504 

1,9732 

1,3953 

25 

19 

2,4457 

1,9295 

1,3843 

26 

20 

2,4665 

1,9449 

1,3203 

27 

21 

2,4858 

2,0057 

1,3456 

28 

22 

2,5475 

1,9707 

1,3217 

29 

23 

2,5792 

2,0323 

1,3434 

30 

24 

2,6175 

1,9949 

1,3739 

31 

25 

2,6376 

1,8744 

1,3706 


De maniere a generer les series simulees, nous calculons les variations journa- 
lieres des taux d’interet en respectant la sequence historique de meme que la variation 
procentuelle du taux de change de maniere a exprimer les donnees sur la meme base. 
Ces calculs sont repertories an tableau 16.4. 

Nous en sommes maintenant a I’etape de la simulation historique. L’input 
de la simulation historique est constitue des valeurs observees des trois facteurs de 
risque le jour du calcul de la VaR et des variations du tableau 16.4. Au jour du calcul 
de la VaR, le taux d’interet canadien se situe a 3,31 %, le taux d’interet americain, 
a 2,75 % et le taux de change du dollar americain en termes du dollar canadien, a 
1,588. La simulation historique consiste a appliquer les variations du tableau 16.4 
a ces donnees de fagon a obtenir les valeurs simulees du contrat. Par exemple, le 
jour 1, on calcule les valeurs revisees des trois facteurs de risque. Le taux d’interet 
canadien est alors de : 


3,31 + 0,010 3 = 3,314 1 
Le taux d’interet americain est pour sa part de : 

2,75 + 0,003 3 = 2,878 9 

Et finalement, le taux de change du dollar americain est de : 

1,588 (1 + 0,021 7) = 1,615 3 
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Tableau 16.4 Variations journalieres des donnees historiques 



F 

G 

H 

1 

6 


dr(rcan) 

dr(rEU) 

dS/S 

7 





8 

1 

0,0103 

0,0033 

0,02177965 

9 

2 

0,0002 

-0,0448 

0,04338926 

10 

3 

0,0848 

0,0542 

0,003175 

11 

4 

-0,0920 

-0,0157 

0,0025894 

12 

5 

-0,0037 

-0,0476 

0,01289498 

13 

6 

0,0374 

0,0606 

-0,00952566 

14 

7 

-0,0364 

-0,0291 

0,01605595 

15 

8 

-0,0785 

0,0300 

0,01509819 

16 

9 

0,0209 

-0,0043 

0,01132591 

17 

10 

-0,0214 

-0,0051 

-0,04369173 

18 

11 

-0,0012 

-0,0396 

0,01313931 

19 

12 

-0,0001 

-0,0390 

-0,01861702 

20 

13 

-0,0035 

0,0237 

-0,01038731 

21 

14 

0,0064 

0,0434 

-0,0357242 

22 

15 

-0,0272 

-0,0602 

0,02192705 

23 

16 

0,0238 

-0,0388 

0,04781492 

24 

17 

0,0400 

0,0089 

0,01624869 

25 

18 

-0,0047 

-0,0436 

-0,00784783 

26 

19 

0,0208 

0,0154 

-0,04623512 

27 

20 

0,0193 

0,0608 

0,01913887 

28 

21 

0,0616 

-0,0350 

-0,01773081 

29 

22 

0,0318 

0,0617 

0,01642149 

30 

23 

0,0383 

-0,0374 

0,02271151 

31 

24 

0,0201 

-0,1205 

-0,00239577 

32 

25 

-0,0460 

-0,0051 

-0,01498118 


En reportant ces valeurs dans la formule (3), on obtient une premiere valeur 
simulee pour le contrat a terme : 


f. = 


1,615 3- 


1 


1 + (0,028 789x0,25) 


-1,59: 


1 


l + (0,033 141x0,25) 


xlO =26 859 


Pour le jour 2, on precede de la meme fagon, c’est-a-dire que Ton applique 
les variations du jour 2 encore une fois aux valeurs actuelles des trois facteurs de 
risque qui sont de : 3,31 % (taux d’interet canadien), 2,75 % (taux d’interet americain) 
et 1,588 (taux de change du dollar americain). Les donnees simulees de la valeur du 
contrat pour les 25 premiers jours se retrouvent au tableau 16.5. 
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Tableau 16.5 Facteurs de risque simules 

et valeurs correspondantes du contrat 



K 1 L 

M 

N 

0 

P 

5 

Facteurs de risque simules 





6 

r{1$CAN) 

r{1$EU) 

S 

PV($1CAN) 

PV(1$EU) 

Valeur du contrat 

7 







8 

3,3141 

2,8789 

1,61533663 

0,9917829 

0,99285413 

26859 

9 

3,3039 

2,8308 

1,64949937 

0,99180784 

0,9929727 

60933 

10 

3,3886 

2,9297 

1,58592444 

0,99159977 

0,9927289 

-2251 

11 

3,2117 

2,8599 

1,58499867 

0,99203461 

0,99290102 

-3588 

12 

3,3000 

2,8279 

1,60129081 

0,99181742 

0,99297978 

13060 

13 

3,3411 

2,9362 

1,56584591 

0,99171643 

0,99271293 

-22394 

14 

3,2673 

2,8465 

1,60628799 

0,99189791 

0,99293403 

17820 

15 

3,2252 

2,9055 

1,60477387 

0,99200137 

0,99278855 

15919 

16 

3,3246 

2,8712 

1,59881025 

0,99175695 

0,99287307 

10522 

17 

3,2823 

2,8705 

1,51183259 

0,99186099 

0,99287482 

-75998 

18 

3,3025 

2,8360 

1,60167706 

0,99181131 

0,99295987 

13421 

19 

3,3036 

2,8366 

1,55147333 

0,99180858 

0,9929585 

-36427 

20 

3,3003 

2,8992 

1,56448372 

0,99181683 

0,99280406 

-23763 

21 

3,3102 

2,9189 

1,5244285 

0,99179252 

0,99275551 

-63565 

22 

3,2765 

2,8153 

1,61556964 

0,9918753 

0,99301085 

27196 

23 

3,3275 

2,8368 

1,65649592 

0,99174988 

0,99295791 

67948 

24 

3,3438 

2,8845 

1,6065927 

0,99170992 

0,99284037 

18271 

25 

3,2991 

2,8320 

1,56849839 

0,9918198 

0,99296988 

-19522 

26 

3,3246 

2,8909 

1,50781173 

0,99175711 

0,9928245 

-79901 

27 

3,3230 

2,9363 

1,61116181 

0,99176086 

0,99271266 

22521 

28 

3,3654 

2,8406 

1,55287434 

0,99165675 

0,99294869 

-34810 

29 

3,3355 

2,9373 

1,60686588 

0,99173021 

0,99271039 

18301 

30 

3,3420 

2,8382 

1,61680981 

0,99171419 

0,99295453 

28593 

31 

3,3239 

2,7550 

1,57711759 

0,99175881 

0,9931595 

-10567 

32 

3,2577 

2,8705 

1,55722124 

0,99192152 

0,99287491 

-31029 


Une fois calculees les 100 valeurs simulees du contrat, on les agence en ordre 
croissant et on construit Thistogramme. Cet histogramme apparait a la figure 16.2. 


Figure 16.2 Distribution des valeurs du contrat 



Intervalles 
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On constate a la figure 16.2 que la distribution des valeurs du contrat n’est 
pas normale puisque par construction, le taux de change obeit a la loi de Student. Le 
coefficient d’asymetrie de cede distribution est de -0,7 et le leptocurtisme se chiffre 
a 7,85. 

La VaR pour un seuil de confiance de 95 % correspond a la 5® donnee de la 
distribution de la VaR lorsque les donnees sont organisees par ordre croissant". Elle 
est ici de 80 107 $. 


3. La methode delta du calcul de la VaR’^ 


Reprenons 1’ equation (3) en la simplifiant quelque peu: 


f = S.P V -KP. 


( 4 ) 


oil P*, est le facteur d’escompte americain et Pj, le facteur d’escompte canadien. La 
methode delta du calcul de la VaR est basee sur P expansion de Taylor du premier 
degre de cede equation'^, soil : 


df="dS+*dP + ^ 

as ap ap * 


dP = 


En calculant les derivees a partir de T equation (4), on obtient: 

df = P*dS + SdP* - KdP 


ce qui s’ecrit, en termes d’accroissements : 

HS HP* HP 

df = (SP*)^ + (SP*)^-(KP)^ (5) 

Ee contrat a terme equivaut done a un portefeuille compose des trois elements 
suivants: i) une position en compte egale a (SP*) dans le taux de change; ii) une 
position en compte, egalement de (SP*), en depots americains; Hi) une position a 
decouvert a hauteur de KP (emprunt) en depots canadiens. Ee degre d’exposition du 
portefeuille dans le facteur de risque represente par S est de (SP*), lequel s’ applique 
egalement au facteur de risque represente par P*. Quant au facteur de risque P, son 
degre d’exposition est negatif et egal a (KP). 


11. Puisque la distribution comporte 100 donnees. 

12. Cette section s’inspire egalement de Jorion (2003). 

13. Nous supposons ici qu’il n’existe aucune interaction entre les facteurs de risque. 
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On pent reecrire 1’ equation (5) comme suit : 

df=5CidZi+5C2dz2+X3dz3 

oil les representent les degres d’exposition aux divers facteurs de risque et les dzj, 
les facteurs de risque censes etre des variables normales. 

Soit Q la matrice variance-covariance des facteurs de risque et x, le vecteur 
des degres d’exposition. Nous calculons la VaR a partir de la variance de df, qui est 
egale a : 

a"(df) = x’Qx 

Nous calculons le vecteur des expositions a partir des donnees actuelles de 
S, P et P*, qui sont respectivement de 1,588, 0,991 7 et 0,993 Le vecteur des 
expositions aux trois facteurs de risque est done de : 



(K*P) 

S*P* 

S*P* 

Expositions 

-1 57680 3 

1577043 

1577043 


On calcule la matrice variance-covariance a partir des ecarts-types historiques 
et des correlations des trois facteurs de risque. Nous recourons a notre echantillon de 
100 donnees pour y arriver. Le vecteur des ecarts-types est le suivant : 



dP/P 

dP*/P* 

dS/S 

Ecart-type 

L0637E-05 

1,11 E-05 

0,032 30684 


tandis que la matrice des correlations des trois facteurs de risque se lit comme suit : 



dP/P 

dP*/P* 

dS/S 

dP/P 

dP*/P* 

dS/S 

1 

0,092 00774 1 
0,038 43453 7 

1 

0,106 72933 7 

1 






Comme nous savons que : 

Cov(X,Y) = a,a,p,, 


14. Le taux d’interet canadien est en effet egal a 3,3 1 % et le taux americain, a 2,75 %. D’ou les facteurs 
d’escompte P et P*, calcules sur trois mois. 
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nous en deduisons la matrice variance-covariance des facteurs de risque : 

dP/P dP*/P* dS/S 

dP/P 1,12021E-10 1,07548E-11 1,3076E-08 

dP*/P* 1,075 48E-11 1,219 72E -10 3,789 E-08 

dS/S 1,307 63E -08 3,789 01 E-08 0,001 03329 


Nous pouvons done calculer I’ecart-type de df : 

a(df) = V^^ = 50 695 

Pour un seuil de confiance de 95 %, le multiple correspondant a la distribution 
normale se situe a 1,645. La VaR a 95 % est done de : 

50 695 X 1,645 = 83 393 

Ce nombre est relativement rapproche de la VaR calculee en recourant a la 
simulation historique, soit 80 107 


4. La simulation de Monte Carlo 

Nous voulons toujours calculer la VaR d’un contrat a terme qui permet d’acheter 
1 M$EU dans 3 mois contre livraison de 1 ,59 M$CA. La simulation de Monte Carlo 
a pour but de calculer la distribution des profits et pertes du contrat, qui nous servira a 
calculer la VaR du contrat. Pour ce faire, nous devons dans un premier temps specifier 
les processus stochastiques du taux de change du dollar canadien, du taux d’interet 
canadien et du taux d’interet americain. Cela exige I’estimation des parametres de 
ces equations, qui releve du calibrage des processus stochastiques, lequel fera I’objet 
d’un autre chapitre. Puis nous devons imaginer des scenarios pour les trois variables 
du contrat. A chacun de ces scenarios, nous calculons le profit ou la perte associes au 
contrat. La simulation d’un nombre approprie de scenarios nous permet de degager la 
distribution des profits et pertes du contrat, necessaire pour le calcul de la VaR. 

Nous supposons que le taux de change du dollar canadien suit le mouvement 
brownien geometrique suivant : 

dtc = (tc X 0,5 X dt)-r(tc x 0,2 x ex/dt j 


15. N’oublions pas que le taux de change obeit a la loi de Student. Le multiple utilise pour calculer la 
VaR qui repose sur la loi de Student n’est done qu’approximatif. 
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Le terme aleatoire du taux de change obtempere a une distribution de Student 
avec 4 degres de liberte. Cela permet an dollar canadien d’enregistrer des sauts episo- 
diques. La simulation des scenarios du taux de change du dollar canadien apparait 
au tableau 16.6. 

Tableau 16.6 Programme Visual Basic des scenarios 
du taux de change du dollar canadien 

Sub CAN( ) 

T=0.25 

N=100 

dt=T/N 

mu=0.5 

sigma=0.2 

For j=1 To 1000 

tc=1.588 

For i=1 To N 

Randomize 

eps=Application.WorksheetFunction.Tlnv(Rnd, 4) 

If Rnd <= 0.5 Then 

eps=-eps 

Else 

eps=eps 
End If 

tc=tc+(tc*mu*dt)+(tc*sigma*eps*Sqr(dt)) 

Next i 

Range("tc").Offset(j, 0)=tc 
Next j 

End Sub 


Comme on pent le constater au tableau 16.6, chaque scenario comporte 100 pas. 
Autrement dit, la duree de 3 mois du contrat a ete divisee en 100 sous-periodes. Nous 
inscrivons le resultat de chaque scenario dans le chiffrier, de maniere a calculer la 
distribution des profits et pertes du contrat. 

Les taux d’interet canadien et americain obeissent au meme mouvement brow- 
nien arithmetique, soit le suivant : 

dr = dt + 0, 4 X e Vdt 

Seul leur niveau de depart differe. Le taux d’interet canadien est fixe initiale- 
ment a 3,31 % et le taux americain, a 2,75 %. Le programme Visual Basic qui effectue 
la simulation du taux canadien est reproduit au tableau 16.7. 
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Tableau 16.7 Programme Visual Basic de la simulation 
du taux d’interet canadien 


Sub rcan( ) 


a=1 

sigma=0.4 

T=0.25 

N=100 

dt=T/N 

For j=1 To 1000 

rc=3.31 

For i=1 To N 

Randomize 

eps=Application.WorksheetFunction.NormSlnv(Rnd) 
rc=rc+(a*dt)+(sigma*eps*Sqr(dt)) 
Range("tauxc").Offset(j, 0)=rc 
Next i 

Range("tauxc").Offset(j, 0)=rc 
Next j 

End Sub 


Les dix premiers scenarios des profits et pertes du contrat sont reproduits au 
tableau 16.8. Nous avons genere 1000 scenarios de la sorte. Le profit ou la perte du 
contrat est calcule a partir d’une valeur initiale du contrat de 206$. 

L’histogramme des profits et pertes est trace a la figure 16.3. La VaR du contrat, 
qui correspond a la cinquantieme donnee de la serie ordonnancee des profits et pertes, 
est ici estimee a 168 937 $. 

Figure 16.3 Distribution des profits et pertes du contrat a terme 



Profits et pertes 
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Tableau 16.8 Sceiari OS des profits et pertes du contrat 
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Profits et pertes I 
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294161,5323 I 

694622,6143 I 

-74054,889891 

-274237,7304 | 

196973,4553 I 

99974,991011 

829139,3052 I 

-39574,137581 

X 
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57742,90825 
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-73848,88989 

-274031,7304 

197179,4553 

100180,991 

829345,3052 

-39368,13758 

o 












u_ 

1 VP(1$EU) 

m 

I— 1 

CO 

1—1 

Ol 

Ol 

o’ 

fN 

O 

CO 

8 

fN 

0 

01 

o' 

1 0,99299663 

1 0,99234363 

1 0,99276291 

in 

m 

0 

CO 

m 

fN 

01 
Ol 

o' 

in 

0 

CO 

m 

01 
1—1 

0 

01 

o' 

0 

01 

0 

fN 

fN 

01 
Ol 

o' 

S 

o 

fN 

m 

0 

01 

o' 

1 0,99281178 

UJ 

VP(1$CAN) 

8£886I66'0 

fN 

m 

s 
1— 1 
o 
o 
o' 

1— 1 
a 

o 
m 
1— 1 
o 
o 
o' 

o 

o 

1— 1 
1— 1 
1— 1 
o 
o 
o' 

0,99089909 

0 
m 

CO 

a 

1—1 

01 
Ol 

o' 

o 

in 

1—1 

s 
1— 1 
o 
o 
o' 

1—1 

1—1 

Ol 

Ol 

o' 

o 

5 

1— 1 
o 
o 
o' 

CO 

fN 

m 

CO 

Ol 

0 

01 
Ol 

o' 

Q 

3 

0> 

fN 

fN 

CO 

CO 

m 

m 

m 

fN 

rn 

m 

CO 

o 

o 

m 

fN 

fN 

fN 

m' 

fN 

O 

s 
1— 1 
1— 1 
fN 
CO 
fN 

m 

fN 

CO 

1— 1 
o 

CO 

o 

m' 

in 

CO 

h-. 

m 

Ol 

m 

1—1 

Ol 

fN 

s 

in 

fN 

CO 

CO 

o 

o 

m' 

iH 

o 
1— 1 
lO 
fN 

fN 

m' 

3,14129189 

2,73576649 

2,89610453 

U 

rcan 

CO 

m 

CO 

fN 

m 

o 

m 

fN 

rn 

3,41157263 

3,48269711 

CO 

o 

fN 

S 

CO 

in 

m' 

CTl 

0 

01 

m 

o 

m' 

m 

o 

1—1 

o 

fN 

m' 

CO 

o 

o 
1—1 
1— 1 
o 
m' 

fN 

CO 

fN 

fN 

CO 

a 

m' 

Ol 

o 

o 

s 

5 

m' 

3,63950249 

CQ 

Taux de change 

1,648220947 

1,78092442 

1,883836503 

2,288224234 

1,512627687 

1,313164459 

1,78732394 

1,689759688 

2,422211869 

1,547418464 

< 



CM 

CO 


LO 

(O 

h*. 

CO 

o> 

O 




O 


CO 

Ol 

o 

1—1 

1— 1 
1— 1 


m 

1—1 



©2006 - Presses de I'Universite du Quebec 

Edifice Le Deita i, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec GIV 2M2 *Tei.: (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tire de: Finance computationnelle etgestion des risques, F.-E. RacicotetR.Theoret ISBN 2-7605-1447-1 •D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


La VaR et les autres mesures modernes du risque 487 


5. La technique du bootstrapping'^ 

Les techniques de reechantillonnage {resampling) se sont vu donner des noms exoti- 
ques en anglais : jackknife et bootstrap (on bootstrapping ) sont de ceux-la. Dans 
cette section, nous nous interessons a la technique du bootstrapping. Son instigateur 
est Efron (1979)'^. 

Le concept de la methode du bootstrapping est simple a saisir. A partir d’un 
echantillon donne, telle une serie statistique sur le prix d’un litre pour une periode 
donnee, on effectue des reamenagements aleatoires de cette serie, avec on sans remise, 
de fa^on a decrypter la distrihution de la variable qui fait I’ohjet de I’etude. Sous des 
conditions tres generates, la distrihution qui a fait I’ohjet de bootstrapping converge 
vers la veritable distribution quand le nombre d’observations tend vers I’infini'*. 


5.1. Boostrapping d'un seui titre 

Pour fixer les idees, considerons la situation hypothetique suivante. Nous effectuons 
un placement dans I’indice boursier TSE300'® et nous voulons calculer la VaR de 
notre placement pour une periode donnee. Pour ce faire, nous pourrions supposer que 
la distribution du rendement du TSE300 est normale et calculer sa VaR en recourant 
a I’equation (2). Mais, selon la figure 16.4, la distribution du rendement du TSE300 
n’est pas normale. Alors comment proceder? 


16. Pour cette section, nous nous referons a: A. Stuart, K. Ord et S. Arnold (1999), Kendall’s Advanced 
Theory of Statistics. Volume 2A : Classical Inference and the Linear Model, Arnold, Londres ; 
G.G. Judge ef a/. ( 1 988), Introduction to the Theory and Practice of Econometrics, 2‘ edition, Wiley, 
New York, chap. 9; Benninga, S. (2000), op. cit. 

17. B. Efron (1979), «Bootstrap Methods: Another Look at the Jackknife», Ann. Statis., n“ 7. Ce 
chercheur a publie par la suite plusieurs articles sur le sujet dont Pun des plus recents est: B. Efron 
(1994), « Missing Data, Imputation and the Bootstraps, J. Amer. Statis. Ass., n° 89. 

18. Cependant, lorsque les observations ne sont pas independantes, la methode semble moins bien 
performer. A ce sujet, voir: Kendall’s Advanced Theory of Statistics, Volume 2A (1999), p. 7. 

19. Qui est devenu le S&PTSX en 2002. 
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Figure 16.4 Distribution des rendements du TSE300 1992-2001 


800 ^ 


Series: R2 


Sample 2 2223 


Observations 2222 

Mean 

0,000384 

Median 

0,000834 

Maximum 

0,046835 

Minimum 

-0,084656 

Std. Dev. 

0,009439 

Skewness 

-0,923931 

Kurtosis 

11,54002 

Jarque-Bera 

7068,419 

Probability 

0,000000 



-0,08 -0,06 -0,04 -0,02 0,00 0,02 0,04 


Source: EViews, version 5.1. 


Benninga (2000) suggere la simulation suivante. U input de la simulation sera 
ici une serie des rendements journaliers du TSE300 du debut de 1999 au debut de 2001 . 
On genere d’abord des nombres aleatoires, un pour cbaque observation. Ces nombres 
ont une distribution uniforme et non normale pour ne pas biaiser les resultats. Puis on 
classe les observations sur le TSE300 par ordre croissant des nombres aleatoires et 
on obtient une serie reamenagee du TSE300. On associe un rendement a cede serie. 
C’est la difference entre le TSE300 de la fin de la serie et celui du debut, exprimee 
en pourcentage du TSE300 du debut de la serie^”. Cela constitue un premier element 
pour calculer la VaR. On repete cette procedure un grand nombre de fois de fa^on a 
generer la distribution empirique du rendement du TSE 300. On pent alors calculer 
la VaR du portefeuille en trouvant le rendement associe au seuil a recbercbe. 

Pour fixer les idees, nous empruntons ici a Benninga (2000) un programme 
Visual Basic, que nous aurons I’occasion de modifier a souhait par la suite. Pour 
classer une serie, nous recourons a la commande Sort d" Excel 2000 (version anglaise), 
qui classe une serie selon differents ordres. On accede a cette commande en cliquant 
sur la commande Data du menu principal, puis sur Sort. Mais comme nous voulons 
ici integrer cette function dans le cadre d’un programme Visual Basic de fagon a 
calculer la VaR du TSE300 par la methode du bootstrapping, nous devons connaitre 
la syntaxe de la commande Sort. Ea meilleure fagon d’y parvenir est d’enregistrer la 
macro pertinente dans Visual Basic. 


20. On pourrait egalement calculer le rendement en utilisant la formule suivante : ln(P,/P,_,), ou P, j est 
rindice initial et P„ I’indice final. 
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Tableau 16.9 Serie a classer par ordre croissant de nombres aleatoires 



A 

B 

1 

X 


2 

7 


3 

8 


4 

10 


5 

12 


6 

15 



Nous voulons classer la serie X, qui apparait au tableau 16.9 sur un chiffrier 
Excel 2000 (version anglaise), par ordre croissant d’une variable aleatoire. Pour ce 
faire, nous inserons la fonction RancP^ dans la cellule B2 et nous la recopions dans 
les cellules B3 a B6. Le resultat apparait au tableau 16.10. 


Tableau 16.10 Generation d’une variable aleatoire pour classer la serie X 



A 

B 

1 

X 


2 

7 

0,399099 

3 

8 

0,787238 

4 

10 

0,678131 

5 

12 

0,136128 

6 

15 

0,122104 


Puisque nous avons insere des variables aleatoires dans la colonne B, elles 
se recalculent regulierement. Pour eviter ceci, on les copie dans la meme colonne, 
puis on effectue un collage special dans lequel on specific que Ton veut des valeurs 
(fixes) dans cette colonne. 

Puis on enregistre la macro correspondant a la commande Sort. On clique 
sur Tools dans le menu principal, puis sur Macro. On clique ensuite sur Record New 
Macro. Une boite apparait dans laquelle on demande un nom pour la macro et une cle 
d’execution. Nous retenons le nom suggere et nous choisissons la clef Ctrl+A pour 
I’execution. Nous cliquons sur OK et nous sommes alors en mode d’ enregistre ment 
de la macro. Une petite boite pour arreter I’execution au moment voulu apparait a 
I’ecran. 

Nous selectionnons alors les cellules A2 a B6 et nous cliquons sur Data dans 
le menu principal, puis sur Sort. Apparait alors une boite a I’ecran qui nous demande 
certaines specifications. On doit d’abord choisir la colonne B comme serie servant au 
classement de la colonne A. On specific un classement par ordre croissant des nombres 


21. Cette fonction fournit un nombre aleatoire dont la distribution est uniforme dans I’intervalle [0,1], 
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qui sont dans la colonne B. Puis on indique qu’il n’y a pas d’en-tete an niveau de 
la selection des series. On passe ensuite aux options pour indiquer que Ton vent un 
classement normal, c’est-a-dire de haul en has. On quitte par la suite la commande 
Sort en cliquant sur OK et on arrete I’enregistrement de la macro. Le resultat du 
classement apparait an tableau 16.11. 


Tableau 16.11 Variable X classee par ordre croissant 
d’une variable aleatoire 



A 

B 

2 

15 

0,122104 

3 

12 

0,136128 

4 

7 

0,399099 

5 

10 

0,678131 

6 

8 

0,787238 


Les nombres aleatoires sont bien dans un ordre croissant dans la colonne B 
et la serie X a ete classee par ordre croissant de ce nombre. Pour visualiser I’enre- 
gistrement de la macro, on clique simultanement sur les touches Alt+Fll, puis sur 
Module puisque la macro a ete inseree dans un module, puis sux Module 1. La macro 
qui apparait alors a I’ecran se retrouve au tableau 16.12. 

Tableau 16.12 La syntaxe de la commande Sort en langage 
Visual Basic Sub Macrol( ) 

' Macrol Macro 

' Macro recorded 6/30/2001 by dsa 

' Keyboard Shortcut: Ctrl+a 

Range("A2:B6"). Select 
Application. CutCopyMode=False 

Selection. Sort Key1:=Range("A2"), 0rder1:=xlAscending, Header:=xlNo, _ 
0rderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=xlTopToBottom 

End Sub 


Quelques mots sur le programme qui se retrouve au tableau 16.12. La formule 
Range("A2:B6").5'e/ecf permet de selectionner le rectangle delimite par les cellules A2 
a B6. La syntaxe de la commande Sort apparait sur les deux lignes qui commencent 
par Selection. Sort. On voit que cede syntaxe releve d’un langage sibyllin qui ne 
peut etre dechiffre que par Tenregistrement de la macro qui effectue cede operation. 
Lorsqu’on ne connait pas la syntaxe d’une commande dans Visual Basic, il est done 
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recommande d’enregistrer tout betement la macro qui correspond a cede commande. 
La commande Record New Macro enregistre en effet tout ce que vous faites tant que 
vous ne la stoppez pas ! 

Nous voulons tout d’abord calculer la VaR d’un placement bypotbetique dans 
le TSE300 a partir des cotes joumalieres de cette serie debutant en janvier 1999 et 
se terminant en mars 2001. Nous recourons a la metbode du bootstrapping pour y 
arriver. La mise en forme du cbiffrier qui a ete utilise pour effectuer cette simulation 
est reproduite au tableau 16.13. 


Tableau 16.13 Chiffrier Excel pour bootsrapper le TSE300 



A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

H 

1 

J 

K 

1 

2 


TSE300 





Rendemen 

-0,0643444 


rMax 

0,728978 

1/4/99 

10235,39 

4,53E-05 







rMin 

-0,44128 

3 

1/5/99 

6889,77 

0,000666 









4 

1/6/99 

9557,65 

0,001353 




startime 

4:48:57 PM 




5 

1/7/99 

7665,62 

0,006276 




elapsed 

05:26,0 




6 

1/8/99 

7292,58 

0,006767 









7 

1/11/99 

7063,29 

0,007993 




[iterations 

1000 




8 

1/12/99 

7271,3 

0,00949 









9 

1/13/99 

9461,57 

0,01059 









10 

1/14/99 

7042,46 

0,014284 









11 

1/15/99 

7193,21 

0,014477 









12 

1/18/99 

8899,1 

0,015301 









13 

1/19/99 

8937,8 

0,016483 









14 

1/20/99 

8822,48 

0,01672 









15 

16 

1/21/99 

7693,11 

0,016735 









1/22/99 

7023,62 

0,019041 









17 

1/25/99 

6970,81 

0,019404 









18 

1/26/99 

10701,4 

0,020311 









19 

1/27/99 

9836,5 

0,02048 










Nous n’avons pas Indus toutes les cotes du TSE300 dans le cbiffrier du tableau 
16.13 du fait de la longueur de la serie. Plusieurs cellules ont ete nommees, de fa^on a 
ce que le programme Visual Basic qui effectuera la simulation puisse les reconnaitre. 
Pour nommer une cellule, nous cliquons dans la case reservee au nom de la cellule. 
Nous effa 9 ons ce nom, disons C2, et nous inscrivons le nom desire a la place. Par 
exemple, la cellule C2 porte le nom TSE en plus de C2. Ee programme Visual Basic 
I’identifiera comme TSE. 

Rappelons la procedure pour la simulation. Des nombres aleatoires sont generes 
dans la colonne C du tableau 16.13, autant que la serie du TSE comporte d’observa- 
tions. Ea serie du TSE est ensuite classee par ordre croissant des nombres aleatoires. 
Cela constitue une iteration. On retient le rendement obtenu sur le TSE au cours de 
cette iteration en faisant la difference entre la cote finale et la cote initiate de la nouvelle 
serie du TSE, rapportee a la cote initiate. Ea formule qui apparait dans la cellule HI, 
qui comptabilise le rendement moyen de Titeration, est done la suivante : 

= (B555/B2) - 1 
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la demiere observation de la serie simulee etant B555. On reporte ensuite le resultat 
dans la colonne O (tableau 16.16), qui enregistre le resultat de cbaque iteration. La 
premiere iteration est alors terminee. 

Comme nous le disions, nous avons nomme des cellules dans le cbiffrier 
pour que le programme Visual Basic puisse les reconnaitre. Celles-ci apparaissent 
an tableau 16.14. 


Tableau 16.14 Noms de certaines cellules du cbiffrier 


Cellule 

Norn 

C2 

TSE 

HI 

Rmoyen 

H4 

Starttime 

H5 

Elapsed 

H7 

iterations 

02 

Returndata 


Les cellules H4 et H5 enregistrent I’beure a laquelle a debute la simulation et le temps 
qu’elle a dure^^. La cellule H7 specifie le nombre d’iterations desire. La cellule 02 
specifie I’endroit oil le programme enregistre les resultats, ici le rendement corres- 
pondant a cbaque iteration. 

Forts de cette mise en forme, nous pouvons ecrire le programme de la simu- 
lation, qui est retranscrit au tableau 16.15. Pour y arriver, nous toucbons simultane- 
ment les touches du clavier Alt et FI 1 pour appeler Visual Basic. Puis, dans le menu 
principal de Visual Basic, nous cliquons sur Insert, puis sur Module. Nous sommes 
alors prets a enregistrer notre programme. 


22. Ces cellules doivent done etre formatees en mode temps. 
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Tableau 16.15 Programme Visual Basic pour bootstrapper le TSE300 
Sub Varin( ) 

Range("starttime")=Time 
Range("01:015000").CIearContents 
Application. ScreenUpdating=False 
For lteration=1 To RangeC'iiterations") 

For Row=1 To 554 
Range("TSE").Cells(Row, 1)=Rnd 
Next Row 

Range("B2:C555"). Select 

Selection. Sort Key1:=Range("C2"), 0rder1:=xlAscending, Fleader:=xlNo, 
0rderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=xlTopToBottom 
Range("returndata").Cells(lteration, 1 )=Range("rmoyen") 

Next Iteration 

Range("elapsed")=Time-Range("starttime") 

End Sub 


Quelques commentaires sur ce programme^^. La premiere ligne indique d’in- 
serer Theure du debut de la simulation dans la cellule nommee starttime dans le 
chiffrier. La deuxieme ligne indique d’effacer le contenu des cellules Ola 015000. 
C’est en effet dans cette colonne que seront repertories les resultats de chaque itera- 
tion. La commande Application. Screenupdating=False est la pour eviter qa’ Excel ne 
fasse etat de toutes les etapes de la simulation. 

Le programme comporte une premiere boucle : 


For lteration=1 To Range("iiterations") 
Next Iteration 


Cette boucle indique au programme d’effectuer le nombre d’iterations contenu 
dans la cellule nommee « iiterations » du cbiffrier. 


23. II y a deux fayons de mettre en branle ce programme. La premiere est de lui definir une cle. Pour 
ce faire, on clique sur la commande Tools du menu principal, puis sur Macro et encore une fois 
sur Macro. On clique alors sur le nom de la macro a laquelle on veut donner une cle, puis sur 
Options. Dans la section short key de la boite, on introduit une lettre dans la case CTRL+, disons 
A. A chaque fois que Lon pressera simultanement sur les touches du clavier : CTRL et A, la macro 
se mettra en branle. Une autre fa9on d’enclencher la macro est de cliquer sur I’icone «Run Sub» 
du menu principal de Visual Basic. Cet icone reproduit la touche Play d’un systeme de son ou d’un 
magnetoscope. 
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Le programme comporte une seconde boucle : 


For Row=1 To 554 
Next Row 


Cette boucle indique d’inserer un nombre aleatoire dans la cellule nommee 
TSE, qui est la cellule C2, et de remplir les cellules suivantes de cette colonne jusqu’a 
la ligne 554, comme le commande la boucle. La commande suivante permet cette 
insertion : 


Range("TSE").Cells(Row, 1)=Rnd 
oil Rnd designe « variable aleatoire » dans Visual Basic. 

Une fois la colonne C remplie de nombres aleatoires, on pent alors classer la 
serie du TSE par ordre croissant des variables aleatoires comme cela a ete indique 
auparavant. C’est ce qu’effectue la commande Selection. Sort, dont nous avons decou- 
vert la syntaxe par simple enregistrement de la macro pertinente. A remarquer que le 
Range specifie, soil C2, est celui du debut de la serie de variables aleatoires. 

La commande: Range("returndata")-Cells(lteration, 1)=Range("rmoyen") 
indique de reporter le resultat de Titeration, qui se trouve dans la cellule nommee 
«rmoyen», dans la cellule nommee «returndata». La syntaxe Cells indique que la 
cellule 02, nommee «retumdata», sera d’abord remplie, soil la Cells(l,l ) puisqu’on 
est encore a la premiere iteration. Les autres cellules seront remplies dans Tordre 
des iterations. 

La premiere iteration est maintenant terminee. La procedure se repete en vertu 
de la boucle qui commande les iterations et genere 1 000 rendements moyens dont 
il est temps de tracer la distribution. C’etait en effet la I’objectif de la procedure 
du bootstrapping. Les resultats de la simulation apparaissent dans la colonne O du 
tableau 16.16. 

Pour calculer la VaR, nous devons d’abord calculer la distribution des rende- 
ments du TSE300. De fagon a etablir les subdivisions (bins) de la distribution, nous 
avons prevu deux formules dans notre cbiffrier (tableau 16.13). D’abord, une formule 
qui calcule le maximum des rendements dans la colonne O (MAX 0:0) et une autre 
qui en calcule le minimum (MIN 0:0). Le premier bin que nous introduisons dans 
la cellule Q2 est K2, soit le minimum des rendements. Nous fixons ici le nombre de 
bins a 50. Nous entrons done la formule suivante dans la cellule Q3 : 

= (-$K$1 - $K$2)/50 -I- Q2 

r expression entre parentheses etant la difference entre le rendement maximal et 
le rendement minimal. Puis nous recopions cette formule des cellules Q4 a Q51. 
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Pour chacun de ces bins, nous devons calculer la frequence des observations qui lui 
correspond. Pour ce faire, nous recourons a la fonction Frequency d’ Excel. Nous 
selectionnons les cellules R2 a R5 1 et nous ecrivons la formule suivante : 

=Frequency(0:0, Q2:Q51) 

Puis nous pressons simultanement les touches Ctrl-Maj-Entree^"", les frequences 
apparaissent dans la colonne R. 

Dans la colonne S, nous calculons la probabilite cumulative associee aux bins 
puisque cette colonne nous servira a calculer la VaR. Dans la cellule S2, nous avons 
inscrit : 


=R2/i iterations 

C’est-a-dire la frequence marginale du premier bin divisee par le nombre d’iterations, 
ici 1 000. Puis nous cumulons les frequences. A la cellule S3, nous avons inscrit: 

=R3/iiterations=S2 

puis nous recopions cette formule jusqu’au bin final, c’est-a-dire jusqu’a la 
cellule S5 1 . 

Au tableau 16.16 apparait egalement la distribution des rendements du TSE300 
qui a ete obtenue par la methode du bootstrapping. Pour la construire, nous selection- 
nons les cellules appropriees des colonnes Q et R puis nous cliquons sur la commande 
Chart dans le menu principal. Nous choisissons la categoric de graphique XY-Scatter. 
Le reste n’est qu’une simple reponse aux options que presente le menu de construction 
de graphiques d’ Excel. 

On est maintenant a meme de constater que la distribution des rendements 
journaliers du TSE300 devie beaucoup de la normale. II serait done tres hasardeux 
de calculer la VaR du TSE300 en recourant a la loi normale. Elle est meme bimodale. 
Les rendements nuls sont par ailleurs les plus frequents. 

On pent calculer la VaR du TSE300 en interpolant la fonction de probabilite 
cumulative qui apparait a la colonne S. Pour un a de 1 %, le rendement que lui 
associe la frequence cumulative serait de -38,6% et pour un a de 5 %, de -32,1 %. 
Ce resultat est obtenu sur une periode de 554 jours, soit le nombre d’ observations 
de la simulation. Pour un a de 1 %, le rendement associe a la VaR serait d’environ 
-0,07 % par jour. Sur 10 jours, ce qui est un intervalle courant pour calculer la VaR, 
la perte serait de 7 000$ sur un portefeuille de 1 M$. 


24. La fonction Frequency est en effet une fonction de type Array (Rangee) dans le langage Excel, 
comme le sont d’ ailleurs les matrices, c’est-a-dire qu’elle lie ensemble plusieurs cellules. II faut 
alors presser les touches Ctrl-Maj -Entree pour la mettre a execution et non pas seulement sur la 
touche Entree. 
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5.2. Bootstrapping d'un portefeuille de litres 

Nous nous attaquons maintenant au bootstrapping des rendements d’un portefeuille 
de litres. Nous considerons ici trois entreprises canadiennes oeuvrant dans le secteur 
de la biotechnologie et cotees a la Bourse de Toronto : Axcan Pharma Inc., Glyco 
Biomedical Inc. et Theratechnologies Inc. Nous les designerons par leur cote boursiere 
respective : AXP, GBL et TH. Nous disposons de donnees journalieres sur les cotes 
de ces litres pour la periode du debut de janvier 1999 au mois de mars 2001, soil un 
total de 574 observations. Ces actions ne versent aucun dividende. 

A T instar de la procedure utilisee pour transposer la methode du bootstrapping 
au calcul de la VaR du TSE300, nous utilisons dans un premier temps une variable 
aleatoire differente pour classer chacun des trois litres. Le programme Visual Basic 
utilise a cette fin apparait au tableau 16.17. 


Tableau 16.17 Programme Visual Basic pour boostrapper 3 litres 
sans prise en compte de leur correlation historique 


Sub ValueatRisk1( ) 

Range("starttime")=Time 
Range("01:015000").CIearContents 
Application. ScreenUpdating=False 
For lteration=1 To Range("iiterations") 

For Row=1 To 573 

Range("AXPRAND").Cells(Row, 1 )=Rnd 

Next Row 

For Row=1 To 573 

Range("GBLRAND").Cells(Row, 1)=Rnd 

Next Row 

For Row=1 To 573 

Range("THRAND").Cells(Row, 1)=Rnd 
Next Row 

Range("B2:C574"). Select 

Selection. Sort Key1:=Range("C2"), 0rder1:=xlAscending, Header:=xlNo, 
0rderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=xlTopToBottom 
Range("D2:E574"). Select 

Selection. Sort Key1:=Range("E2"), 0rder1:=xlAscending, Header:=xlNo, 
0rderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=xlTopToBottom 
Range("F2:G574"). Select 

Selection. Sort Key1:=Range("G2"), 0rder1:=xlAscending, Header:=xlNo, 
0rderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=xlTopToBottom 
Range("returndata").Cells(lteration, 1 )=Range("rmoyen") 

Next Iteration 

Range("elapsed")=Time-Range("starttime") 

End Sub 
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La cellule C2 a ete nominee AXPRAND ; la cellule E2, GBLRAND et la cellule 
G2, THRAND. Ce sont ces noms qui apparaissent dans le programme Visual Basic 
(tableau 16.17) et qui servent a inserer les variables aleatoires dans les cellules. 

La distribution des rendements du portefeuille qui decoule de 1’ application de 
la technique du bootstrapping pour 1 000 iterations apparait a la figure 16.5. 

Figure 16.5 Distribution des rendements du portefeuille 
resultant du programme du tableau 16.17 



Comme on pent le constater a la figure 16.5, la distribution des rendements 
du portefeuille des trois litres a un coefficient d’asymetrie nettement positif, ce qui 
diminue de beaucoup son lien de parente avec la distribution normale. Selon la fonc- 
tion de distribution cumulative, le rendement associe a la VaR pour un alpha de 1 % 
serait de -47,4 %, soil -0,08 % par jour. 

La methode que nous avons utilisee pour bootstrapper le portefeuille des trois 
litres n’est pas satisfaisante, car elle ne prend pas en compte toute I’information qui 
est incorporee dans I’echantillon. Elle neglige en effet la correlation qui existe entre 
les rendements des trois litres. Comme nous avons utilise une variable aleatoire 
differente pour les trois litres, nous avons suppose implicitement que la correlation 
entre les rendements des trois litres etait quasi nulle, ce qui semble etre la situation 
la plus favorable au plan de la diversification du portefeuille, car habituellement, la 
correlation entre les rendements des litres est positive. 

Une fagon rapide de pallier ce probleme est d’appliquer la methode du boot- 
strapping a I’ensemble du portefeuille plutot qu’a chacun des trois litres. Ea distribution 
des rendements du portefeuille qui en resulte se retrouve a la figure 16.6. 

Ea distribution qui apparait a la figure 16.6, obtenue par un bootstrapping de 
r ensemble du portefeuille en faisant abstraction des litres qui le constituent, differe 
nettement de celle qui apparait a la figure 16.5 qui, elle, resulte d’un bootstrapping 
effectue sur chaque litre. Ea distribution de la figure 16.6 ressemble plutot a celle du 
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TSE300 (figure 16.4), qui elle-meme fut construite sur I’ensemble de I’indice en ne 
prenant pas en compte les litres qui le constituent. Elle est bimodale, comme c’est 
le cas pour le TSE300. Ea distribution des rendements du portefeuille comporte en 
effet un mode au niveau des rendements nuls et un autre dans la zone des rendements 
negatifs importants, ce qui, certes, se revele tres defavorable s’agissant du calcul de 
la VaR. Cela atteste des risques substantiels relies a I’investissement dans le secteur 
de la biotechnologie. 

Figure 16.6 Distribution des rendements bootstrapping 
de I’ensemble du portefeuille 



Pour le portefeuille analyse, le rendement associe a un alpha de 1 % est id de 
-55,1 % sur I’ensemble de la periode, ce qui est nettement superieur au taux obtenu lors 
du bootstrapping de chacun des litres. Cela etait anticipe puisque ce dernier supposait 
une correlation nulle entre les rendements des litres, ce qui n’est pas le cas. 

Une fa^on qui nous semble plus satisfaisante d’effectuer le bootstrapping du 
portefeuille, parce qu’elle preleve davantage d’ informations dans I’echantillon, est 
de preserver la correlation historique entre les rendements des trois litres a chaque 
iteration. Ea matrice de correlation des cotes boursieres des trois litres pour la periode 
etudiee se retrouve au tableau 16.19. 


Tableau 16.19 Matrice de correlation des cours AXP, GBL et TH 



AXP 

GBL 

TH 

AXP 

1 

-0,023 

0,868 

GBL 

-0,023 

1 

0,244 

TH 

0,868 

0,244 

1 


Ea fa 9 on de proceder est la suivante. 11 suffit de classer les litres avec la meme 
variable aleatoire. Ici, pour chaque iteration, on introduit une variable aleatoire dans 
la colonne a droite de AXP et on la recopie dans les colonnes limitrophes aux deux 
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autres litres. On s’assure de la sorte que la correlation des rendements que renferme 
le tableau 16.19 est preservee d’une iteration a I’autre. Le tableau 16.20 fait etat du 
programme Visual Basic que nous avons cree a cette fin. 

Le chiffrier a la meme apparence que celui du tableau 16.18. La distribution 
des rendements qui resulte de cette simulation se lit a la figure 16.7. 

Figure 16.7 Distribution des rendements du portefeuille avec prise 
en compte de la correlation historique des rendements 
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Tableau 16.20 Programme Visual Basic pour bootstrapper 3 titres avec 
prise en compte de leur correlation historique 


Sub ValueatRisk1( ) 

Range("starttime")=Time 
Range("01:015000").CIearContents 
Application. ScreenUpdating=False 
For lteration=1 To Range("iiterations") 

For Row=1 To 573 

Range("AXPRAND").Cells(Row, 1 )=Rnd 

Range("GBLRAND'').Cells(Row, 1)=Range("AXPRAND").Cells(Row, 1) 
Range("THRAND").Cells(Row, 1)=Range("AXPRAND").Cells(Row, 1) 

Next Row 

Range("B2:C574"). Select 

Selection. Sort Key1:=Range("C2"), 0rder1:=xlAscending, Header:=xlNo, 
0rderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=xlTopToBottom 
Range("D2:E574"). Select 

Selection. Sort Key1:=Range("E2"), 0rder1:=xlAscending, Header:=xlNo, 
0rderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=xlTopToBottom 
Range("F2:G574"). Select 

Selection. Sort Key1:=Range("G2"), 0rder1:=xlAscending, Header:=xlNo, 
0rderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=xlTopToBottom 
Range("returndata").Cells(lteration, 1 )=Range("rmoyen") 

Next Iteration 

Range("elapsed")=Time-Range("starttime") 

End Sub 
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Cette distribution ressemble evidemment beaucoup a celle de la figure 16.6 bien 
que certaines differences soient observables, notamment au niveau du premier mode 
qui est moins prononce. Pour un alpha de 1 %, le rendement est de -54,2 %, done tres 
rapproche de celui etabli par la methode precedente, qui se situe a -55,1 %. Pour un 
alpha de 5 %, les resultats different cependant davantage. Pour la methode qui prend 
en compte la correlation des rendements, le rendement est de -46,1 % alors qu’il est 
de -49,1 % dans le cas de la methode qui consiste a effectuer un bootstrapping sur 
I’ensemble du portefeuille. 

Avant de quitter cette section, nous pouvons constater une faiblesse des 
programmes anterieurs inspires de Benninga (2000). Comme on aura pu le constater, a 
chaque iteration, nous effectuons le bootstrap de la serie qui a fait I’objet du bootstrap 
anterieur. On pourrait penser qu’il est plus logique de bootstrapper la meme serie a 
chaque iteration, soit la serie historique du titre ou du portefeuille. Bien qu’asympto- 
tiquement ces deux famous de proceder seraient equivalentes, elles ne le seront sans 
doute pas dans une procedure de tirage sans remise. Dans 1’ annexe de cet article, 
nous corrigeons le programme anterieur de maniere a bootstrapper la meme serie a 
chaque iteration. 


5.3. Autres fagons de bootstrapper des series dans Excel 

La version 2000 d’ Excel comporte un menu appele Poptools qui permet, entre autres, 
de bootstrapper des series de deux autres famous. La procedure de bootstrapping 
que nous venons d’utiliser en est une sans remise. Pour comprendre ce dont il s’agit, 
considerons un boulier rempli de boules, qui sont les prix de nos actions. Lors de nos 
simulations, nous avons tire des prix sans remise. La fonction Resample^^ de Poptools 
permet d’effectuer des tirages avec remise tandis que la fonction Shuffle, egalement 
integree au menu de Poptools, permet, a I’instar de la fonction Sort d’ Excel, d’effectuer 
des tirages sans remise. Le tableau 16.21 prend acte du programme Visual Basic que 
nous avons congu pour bootstrapper I’ensemble de notre portefeuille de trois titres. 
Nous savons maintenant en effet qu’il est preferable de bootstrapper 1’ ensemble du 
portefeuille plutot que chaque titre separement dont les resultats sont par la suite 
additionnes pour former le portefeuille. La fonction Resample ne permet pas toutefois 
de prendre en compte directement la correlation historique entre les prix des titres du 
portefeuille, methode que nous favorisons. 


25. En fait, Efron (1979) favorisait cette methode. 
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Tableau 16.21 Programme Visual Basic An bootstrapping 
avec remise de I’ensemble du portefeuille 

Sub ValueatRisk1( ) 

Range("starttime")=Time 
Range("01:015000").CIearContents 
Application. ScreenUpdating=False 
For lteration=1 To Range("iiterations") 

Range("h2:h574"). Select 
Selection. FormulaArray="=Resample(g2:g574)" 
Range("returndata").Cells(lteration, 1 )=Range("rmoyen") 
Next Iteration 

Range("elapsed")=Time-Range("starttime") 

End Sub 


Le chiffrier ayant servi a la simulation est reproduit au tableau 16.22. 

Comme I’indique le programme du tableau 16.21, a cbaque iteration, on 
selectionne le Range H2 a H574 de fagon a inserer les resultats de Titeration et on 
appelle la fonction Resample pour bootstrapper avec remise la serie des donnees de 
notre portefeuille qui se trouve dans les cellules G2 a G574. A noter que ces dernieres 
cellules doivent avoir ete converties en valeurs avant d’effectuer la simulation. Les 
autres lignes du programme ont deja ete expliquees. La distribution des rendements 
du portefeuille qui resulte de ces iterations se retrouve a la figure 16.8. 

Figure 16.8 Distribution des rendements du portefeuille: 
bootstrapping avec remise (1000 iterations) 
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Tableau 16.22 Chiffrier du bootstrapping avec remise de I’ensemble du portefeuille 
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La figure 16.8 ressemble a la figure 16.6 bien qu’elle comporte moins de 
soubresauts. Son premier mode est moins accenfue, ce qui la rapproche davantage 
de la figure 16.7. 

L’un des avanfages de la fonction Resample est qu’elle permet d’effectuer 
rapidement un tres grand nombre d’iterations, ce qui n’est pas le cas pour la fonction 
Sort. A la figure 16.9, 10 000 iterations ont ete effectuees pour obtenir la distribution 
plutot que 1 000 comme a la figure 16.8. 

Figure 16.9 Bootstrapping avec remise : 10 000 iterations 



Apres 10 000 iterations, I’aspect de la distribution ressemble beaucoup a 
celui de la figure 16.8, mais celle-ci est devenue plus continue, comme il fallait s’y 
attendee. II n’y aurait done guere de gain additionnel a bootstrapper une serie au dela 
de 1 000 iterations. 

Figure 16.10 Comparaison des trois techniques de bootstrapping 
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A la figure 16.10, de fa 9 on a comparer les trois techniques de bootstrapping, 
nous bootstrappons les rendements journaliers du TSE300 pour la periode 1992- 
2001 selon les trois techniques dont il a ete question dans ce chapitre. D’ahord, par 
la technique Sort puis par les deux fonctions de Poptools : Shuffle {bootstrapping 
sans remise) et Resample {bootstrapping avec remise). Le programme qui a servi a 
creer la distrihution avec la fonction Shuffle, qui n’a pas encore ete fourni, apparait 
au tableau 16.23. On est a meme de constater que ces trois methodes donnent des 
resultats tres comparables. La distribution des rendements journaliers du TSE300 
presente un coefficient d’asymetrie positive important. On remarque cependant que 
le bootstrapping avec remise altere quelque peu 1’ allure de la distribution. 

Tableau 16.23 Programme Visual Basic: 

bootstrapping du portefeuille avec la fonction Shuffle 


Sub Varin( ) 

Range("starttime")=Time 
Range("01:015000").CIearContents 
Application. ScreenUpdating=False 
For lteration=1 To Range("iiterations") 

Range("C2:C2224"). Select 

' Les resultats seront compiles dans les cellules C2 a C224 
Selection. FormulaArray="=Shuffle(b2:b2224)" 

' La serie du TSE se trouve dans les cellules b2:b224. On demands de bootstrapper cette serie 
' par la fonction Shuffle 

Range("returndata").Cells(lteration, 1 )=Range("rmoyen") 

Next Iteration 

Range("elapsed")=Time-Range("starttime") 

End Sub 


N.B. Visual Basic ne prend pas en compte les lignes qui s’ouvrent par: ‘. Ce sont de 
simples explications ou aide-memoire. 
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Figure 16.11 Bootstrapping du TSE300 avec la fonction Resample : 
1 000 et 10 000 iterations 


1 000 iterations 



10000 iterations 



Finalement, a la figure 16.11, on peut comparer un Resample qui comporte 
1 000 iterations avec un autre qui en comprend 10 000. Comme nous I’avons allegue 
auparavant, I’augmentation du nombre d’iterations au dela de 1 000 n’altere guere les 
resultats, sinon qu’elle adoucit les fluctuations de la distribution. 


5.4. Autre fagon de calculer la VaR d'un portefeuille de litres 


Soit un portefeuille constitue de deux litres, libelles 1 et 2. Nous disposons d’une 
estimation des VaR respectives de ces litres, soit VaRj et VaRj. Qui plus est, nous 
connaissons la matrice de correlation des rendements de ces deux litres, donnee 
par: 

1 Pl2 

^P21 1 


La VaR du portefeuille des deux litres, notee par VaRp, est alors egale a : 


VaRp 



VaR 2 


" 1 

Pl2 

"VaR," 

^P21 

1 

VaRj 


( 6 ) 
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Pour analyser la formule (6), on pent distinguer trois cas. D’abord celui pour 
lequel la correlation entre les rendements des deux litres est de 1. Selon la formule 
(6), la VaR du portefeuille est alors de : 

VaRp = VaR, + VaR^ 

La VaR du portefeuille est done dans ce cas egale a la somme des VaR des 
deux litres. On retrouve ici I’un des principes de la diversification de Markowitz. 
Aucune diversification des portefeuilles n’est en effet possible lorsque la correlation 
entre les rendements des litres regroupes dans un portefeuille est de 1. II n’y a alors 
aucun avantage a diversifier un portefeuille. 

Passons maintenant au cas pour lequel la correlation entre les rendements des 
deux litres est de -1. L’ application de la formule (6) donne alors : 

VaRp =|VaR,- VaR^I 

Selon Markowitz, e’est la le cas ideal de la diversification. On pent en arriver 
a une couverture parfaite si VaR, = VaR 2 , e’est-a-dire que VaRp est alors nul. 

Soil un troisieme cas, celui pour lequel la correlation entre les rendements des 
deux litres est nulle. On parle alors de pooling des risques. Selon la formule (6), la 
VaR du portefeuille est alors de : 

VaRp = ^VaR, +VaR^ 


6. L'expansion de Cornish-Fisher et laVaR^® 

La VaR n’est certes qu’une approximation. C’est pourquoi plusieurs metbodes valent 
mieux qu’une pour la calculer. L’expansion de Comisb-Fisber^’ est I’une de celles- 
la. Celle-ci est une relation approximative entre les percentiles d’une distribution et 
ses moments. Au dire de Stuart et al. (1999), un tres grand nombre de distributions 
que Ton retrouve en Statistique tendent vers la normale quand n (le nombre d’ obser- 
vations) se dirige vers I’infini, mais dans des ecbantillons de moindre envergure, la 
distribution normale pent laisser beaucoup a desirer. C’est pourquoi il faut recourir 
a l’expansion de Cornisb-Fisber dans ce cas pour approximer les percentiles d’une 
distribution. Cette approximation, basee sur la serie de Taylor, recourt aux moments 
d’une distribution qui devie de la normale pour calculer ses percentiles. Hull (2000) 
fournit cette approximation jusqu’au troisieme moment d’une distribution. L’ approxi- 
mation de Cornisb-Fisber s’ecrit alors comme suit: 


26. Pour cette section, nous nous referons a: A. Stuart, K. Ord et S. Arnold (1999), Kendall’s Advanced 
Theory of Statistics. Volume 1 : Distribution Theory, Arnold, New York, p. 236-240 ; J.C. Hull (2000), 
Options, Futures and Other Derivatives, Prentice Hall, Upper Saddle River, chapitre 14. 

27. E.A. Cornish et R.A. Fisher (1937), « Moments and Cumulants in the Specification of Distributions », 
Rev. Int. Statist. Inst., n° 307. 
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Wa = Za + ^(Za-l) AS (7) 

Dans cette expression, w„ est le percentile corrige de la distribution an seuil 
a ; z„ est le percentile correspondant a une N(0,1) et AS est le coefficient d’asymetrie. 
Pour fixer les idees, reprenons I’equation (2) dans laquelle nous supposons que I’es- 
perance du rendement d’un portefeuille se situe a 0,15, son ecart-type annuel, a 0,30 
et ou nous supposons egalement que les rendements ont un coefficient d’asymetrie 
nul (AS = 0). Nous voulons calculer la VaR annuelle par dollar pour un alpha de 5 %. 
L’ equation (7) s’ecrit alors : = -1,655 , soil le percentile ou valeur critique 

de la normale au seuil de 5 %. La VaR annuelle par dollar est, sous ces hypotheses : 

Perte = p - 1,655a = 0,15 - 1,655(0,30) = -0.3435 

Supposons maintenant que le coefficient d’asymetrie des rendements soit de 
-0,5. L’ expansion de Cornish-Fisher s’ecrit alors : 

w„ = z„ +^(za - l) AS = -1,655 + ^[(-1,655)" - l]x -0,5 = -1,80 

Corrigee de I’asymetrie des rendements du portefeuille, la VaR par dollar devient: 

0,15 -1,80(0, 30) = -0,3900 

La VaR se voit rehaussee de 13,5 % a la suite du changement du coefficient 
d’asymetrie de 0 a -0,5. Si la distribution des rendements presente un coefficient 
d’asymetrie negatif, cela augmente la VaR, done le risque, comme nous le soulignions 
precedemment. Un coefficient d’asymetrie positif diminue la VaR, done le risque. 

II est malheureux que Hull (2000) ne soit pas alle plus loin que le troisieme 
moment d’une distribution pour ecrire I’expansion de Cornish-Fisher - qui, rappe- 
lons-le, met en cause tous les moments d’une distribution -, car le principal probleme 
que presentent les distributions de rendements est leur caractere leptocurtique, ou 
leur excedent de kurtosis si on veut, probleme qui concerne le quatrieme moment 
d’une distribution. On rappelle que le quatrieme moment d’une normale est de 3. 
Or, les distributions de rendements presentent generalement un coefficient plus 
eleve que 3, d’ou leur caractere leptocurtique. En prenant en compte I’excedent de 
kurtosis (EKUR), F expansion de Cornish-Eisher devient, en negligeant les termes 
peu significatifs^® : 

w„ = - l) AS + ^(z^ - 3z„) EKUR - ^(2z^ - 5z J AS^ (8) 


28. On retrouvera I'expansion de Cornish-Fi.sher jusqu’au sixieme moment dans: A. Stuart, K. Ord et 
S. Arnold (1999), Kendall’s Advanced Theory of Statistics. Volume 1 : Distribution Theory, Arnold, 
New York, p. 238. 
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oil EKUR represente I’exces de kurtosis. L’expansion de Cornish-Fisher se complique 
done sensiblement lorsqu’on introduit le quatrieme moment d’une distribution. A 
titre d’exemple, reprenons le cas precedent oil, cede fois-ci, AS = 0 mais EKUR = 
4, e’est-a-dire que le coefficient d’aplatissement des rendements est de 7 plutot que 
de 3 comme e’est le cas pour la loi normale. E’ expansion de Cornish-Fisher devient 
dans ce cas : 

Wa = - 3z„)eKUR = -1,655 + ^[(-1,655)^ - 3(-l,655)] 4 = -1,5830 

Fa VaR par dollar, pour un alpha de 5 %, est done de : 

0,15 - 1,483(0,30) = -0,324 9 

E’exces de kurtosis a done reduit la VaR pour un alpha de 5 %. E’exces de 
kurtosis n’a cependant pas un effet a sens unique sur la VaR. Son effet depend de 
la marge d’erreur que Eon recherche^^. Calculous en effet la VaR pour un alpha de 
1 %. z^est alors egal a -2,33 et le multiple corrige compte tenu de I’excedent de 
kurtosis, est egal a -3,27 en vertu de Tequation (8). Fa VaR est egale a -0,83 $, chiffre 
sensiblement superieur a la situation sans exces de kurtosis, soit -0,343 5. Du fait que 
Ton vise habituellement des marges d’erreur tres faibles (de I’ordre de 1 %) lorsqu’on 
calcule la VaR, on se rend compte que I’excedent de kurtosis an chapitre de la distri- 
bution des rendements pent augmenter sensiblement le risque d’un portefeuille. 

An tableau 16.24 apparaissent le degre d’asymetrie, I’excedent de kurtosis et 
la statistique calculee a partir de 1’ equation (8) pour un seuil de 1 %, cela pour 
les trois litres etudies dans ce chapitre ainsi que pour I’indice TSE300 et I’indice des 
litres biotechnologiques. Fes coefficients d’asymetrie ainsi que I’exces de kurtosis 
ont ete obtenus a partir du logiciel EViews pour la periode du debut de 1999 au debut 
de 2001. Comme on pent le constater au tableau 16.24, I’exces de kurtosis domine 
nettement I’asymetrie dans le calcul de 1’ expansion de Cornish-Fisher. En utilisant 
-2,33 comme multiple dans I’equation (2), multiple represente par 9, on sous-estime 
done beaucoup le risque de ces cinq litres ou indices. C’est bien souvent le double 
de ce multiple, voire davantage, qu’il faut utiliser pour calculer la VaR, toujours a 
partir de I’equation (2). Fe titre AXP a meme un multiple de -6,49. Bien que son 
asymetrie positive ait tendance a diminuer son multiple, son exces de kurtosis qui est 
tres important joue fort defavorablement au chapitre de son 


29. En fait le point mort, soit le point ou I’excedent de kurtosis commence a jouer negativement sur la 
VaR, se situe ici a Zj, = -1,73. 
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Tableau 16.24 Statistiques w„ au seuil de 1 %, litres sous etude, 1999-2001 



AS 

EKUR 


TH 

1,3 

8,5 

-5,85 

GBL 

0,2 

3,7 

-4,13 

AXP 

1,5 

10,0 

-6,49 

TSE300 

-0,6 

3,7 

-4,72 

Indice Bio. 

-0,3 

2,9 

-4,08 


Finalement, le tableau 16.25 fournit la VaR journaliere pour les litres ou indices 
du tableau 16.24 calculee a partir de 1’ equation (2), les multiples respectifs etant ceux 
qui apparaissent au tableau 16.24. Les indices ont une VaR plus faible, comme il se 
doit, car Tecart-type de leur rendement est inferieur a celui des litres individuels 
du fait du caractere diversifie des indices. Selon le tableau 16.25, c’est le TSE300 
qui presenterait le moins de risque, comme il se doit. Les moyennes et ecarts-types 
respectifs des rendements ont ete calcules a partir du logiciel EViews. 


Tableau 16.25 VaR journaliere au seuil de 1 % ajustee 

par la methode Cornish-Fisher, titres sous etude 



M- 

a 

VaR 

TH 

0,002 

0,047 2 

-0,274 1 

GBL 

0,000 

0,045 8 

-0,189 2 

AXP 

0,000 

0,034 9 

-0,226 5 

TSE300 

0,000 

0,013 9 

-0,065 6 

Indice Bio. 

0,000 

0,022 1 

-0,090 2 


7. Methodes du calcul de la VaR utilisant une distribution 

AUTRE QUE LA LOI NORMALE MAIS QUI RESTENT BASEES SUR 

l'emploi d'un multiple 

L’approche au calcul de la VaR basee sur Texpansion de Comisb-Fisber vise a modifier 
le multiple associe a la loi normale de maniere a integrer les troisieme et quatrieme 
moments de la distribution des rendements. Disons que le multiple modifie au seuil 
de a% est egal a 0^, „ . Si I’investisseur detient une position en compte dans un litre 
(long position), on pent alors calculer la VaR du litre a partir de la limite a gauche 
de I’intervalle de confiance du rendement de ce litre, c’est-a-dire : 

Tr + 0cf,aCtr 
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oil |x^ et CTj sont respectivement I’esperance et I’ecart-type (volatilite) du rendement. 
En multipliant ce resultat par la valeur du portefeuille, on obtient la VaR en dollars. 

Plutot que de calculer le multiple associe a I’expansion de Cornish-Fisher, 
plusieurs institutions financieres gonflent le multiple associe a la loi normale de 
maniere a prendre en compte les troisieme et quatrieme moments de la distribution 
des rendements. Disons qu’elles veulent calculer le multiple associe a un a de 5 %. La 
loi normale associe un multiple de -1,65 a ce seuil. Pour integrer le leptocurtisme de 
la distribution des rendements a I’interieur de leurs calculs de la VaR, plusieurs insti- 
tutions financieres gonflent ce multiple a -2, voire a -3, de maniere a en arriver a un 
calcul plus conservateur. II va sans dire qu’une telle procedure est peu ortbodoxe. 

L’ expansion de Cornish-Fisber est valable lorsque la distribution du rende- 
ment d’un titre ne s’eloigne pas trop de la loi normale. Mais comment proceder si 
cette distribution devie sensiblement de la normale et que Ton veut conserver quand 
meme I’approcbe par le multiple. II suffit d’ adopter la metbode suivante: i) prevoir 
la volatilite des rendements en recourant a une distribution autre que la normale et 
qui semble bien representer la distribution du rendement du titre etudie ; ii) se servir 
de la meme distribution pour calculer le multiple. 

Precisons davantage cette procedure. Situons-nous dans le cadre de la distri- 
bution de Student. Le coefficient de leptocurtisme de cette distribution pent etre 
superieur a 3, soit le coefficient associe a la loi normale, en autant que le nombre de 
degres de liberte (u) de ladite distribution soit peu eleve mais superieur a 4, car il n’est 
pas defini en de 9 a de ce nombre de degres de liberte. Supposons que nous voulions 
estimer la VaR joumaliere d’un titre en recourant a cette distribution. Nous estimons 
la volatilite du titre en recourant a un processus GARCH(1,1) et en utilisant pour ce 
faire une distribution de Student avec n degres de liberte. Le modele comporte une 
equation pour le rendement du titre, donnee par : 

p = c + p, 

oil p, = 8j obtemperant a une distribution de Student standardisee, et var(p,) = b,. 

Le processus GARCH(1,1) auquel obeit la variance conditionnelle, processus bien 
connu, s’ecrit: 

~ Po Pl^t-l P2bt-1 

On estime ces deux equations sur un ecbantillon journalier qui se termine le 
jour auquel la prevision est effectuee. La loi de Student avec n degres de liberte est 
utilisee pour estimer 1’ equation GARCH(1,1). La prevision de la variance qui suit le 
jour de la demiere observation est egal a : 

<,,=E(h,,,) = p„+p,h,+p,p^ 
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La racine carree de cette variance est I’ecart-type qui est introduit dans 
r equation du multiple pour calculer la VaR, ce qui montre que la VaR est de nature 
previsionnelle. 

Une fois la prevision de la volatilite effectuee, il est relativement simple de 
calculer la VaR a partir de la distribution utilisee pour estimer le modele GARCH. 
Supposons que pour estimer le modele GARCH, nous ayons eu recours a la loi t de 
Student standardisee comportant u degres de liberte. L’ equation du multiple devient 
alors : 

oil tjj^ est le multiple associe a la loi de Student standardisee pour un seuil de a% 
et un nombre de degres de liberte egal a n. A titre d’exemple, si Ton fixe n a 5, ce 
qui se traduit par une distribution de Student plutot leptocurtique, st^^,, est alors egal 


au ratio du quantile de la distribution de Student (non standardisee) et de 
Ton fixe u a5etaal%, on obtient le multiple suivant: 



-3, 364 9 



-2,606 4 


en regard du multiple de la loi normale qui est egal, pour un a de 1 %, a -2,326 3. 
Pour des a faibles, les multiples de la loi de Student sont done plus importants que 
ceux de la loi normale, ce qui se traduit par des VaR plus elevees du cote de la loi 
de Student. 


Certes, il existe bien d’autres batons de prevoir la volatilite. Giot et Laurent^” 
(2003 ) suggerent d’ utiliser le modele APARCH^ '(1,1) plutot que le modele GARCH( 1,1) 
pour effectuer cette prevision. Le premier modele donnerait en effet des resultats 
superieurs au second. Le modele APARCH(1,1) est issu d’une transformation Box- 
Cox et s’ecrit: 

af = CO + a, [|p,_i| - ^ + pjot, 

Le parametre 8 represente la transformation Box-Cox de la volatilite condi- 
tionnelle. Par ailleurs, on sait que la volatilite des rendements est sujette a un effet de 
levier. En effet, les cbocs negatifs exerceraient un effet plus important sur la volatilite 
conditionnelle que les cbocs positifs. Cet effet sera observe si le coefficient est 
positif. En utilisant ce modele de volatilite, la VaR est done donnee par : 


30. P. Giot et S. Laurent (2003), « Value-at-Risk for Long and Short Trading Positions », Journal of 
Applied Econometrics, n° 18, p. 641-664. 

31. Soil V Asymmetric-Power ARCH. 
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si on utilise encore une fois la loi de Student pour caracteriser la distribution des 
rendements. Giot et Laurent proposent meme d’utiliser la loi de Student asymetrique, 
qui donnerait de meilleurs resultats. 

On pent egalement recourir a la volatilite realisee pour calculer la volatilite 
journaliere. Ce concept, qui a gagne en popularite ces dernieres annees, fait appel 
aux donnees intrajournalieres. Disons que pour une journee donnee, nous disposons 
de rendements d’un titre mesures toutes les cinq minutes. La volatilite realisee se 
definit alors comme suit : 


n 



j=i 


oil est la variance realisee pour la journee i et n, le nombre d’intervalles de cinq 
minutes dans une journee de transactions boursieres. On parle presque de volatilite 
observee dans ce cas, meme si, en principe, la volatilite est un concept latent. 


8. Mesures du risque : une generalisation 


La VaR est une mesure du risque qui fait appel a la probabilite cumulative de la 
distribution des rendements. Or, c’est en se basant sur cette approcbe que les cber- 
cbeurs out pu recemment decouvrir des mesures du risque plus satisfaisantes que le 
simple ecart-type des rendements ou le beta d’un titre. La probabilite cumulative 
est en effet susceptible de capter les moments superieurs a 2 d’une distribution. Or, 
ces moments representent des dimensions additionnelles du risque. Pour le montrer, 
designons I’utilite du rendement du portefeuille par U(Rp). Cette fonction peut etre 
approximee par une serie de Taylor, soil : 


.XT 3u _ 1 a"u 

dU = dR„ + 


aRp^^P 2!3Rp P 3!3Rp ’’ 


dR? + — :^dRp + ...= ^ — :^3R" 


ttn!3R" 


Cette fonction peut etre ecrite autour de la moyenne Rp . On a : 

U(Rj«U(Rj + y -Rj 

En prenant Tesperance des deux cotes et en rearrangeant, on obtient: 
E(u(Rp))»u(Rp) + ^U"E[(Rp-Rpf] 


— U"'E 
3! , 




Skewness 

^ 1 3"ur 


n=5 


n! SR” - 


E(Rp-Rp)" 


Moments sup erieurs 


( 9 ) 
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On pent reecrire cette fonction d’utilite de maniere equivalente de la fagon 
suivante. Soil w la richesse initiale d’un investisseur et x , un accroissement alea- 
toire de la richesse. Sa fonction d’utilite s’ecrit: U = U(x + w). Le retour sur 

I’investissement est alors de : f = — . En substituant cette valeur dans U, on obtient : 

w 

U = U(rw + w). En definissant : p = E(w + rw) et en faisant une expansion de Taylor 
de la fonction d’utilite, on a: 

E(U)»U(p) + ^^a^ + X^U"(p) 

ou uLj est le i® moment central et U‘ = . 

dp 

Ees moments superieurs a 1 representent les diverses dimensions du risque. 
On admet generalement que les derivees impaires de la fonction d’utilite sont posi- 
tives et les derivees paires, negatives. Ainsi, un investisseur prefere une distribution 
a asymetrie positive a une autre a asymetrie negative. II eprouve par ailleurs une 
aversion pour une distribution a leptocurtisme positif. 

Comme nous le disions, la probabilite cumulative est susceptible de capter les 
moments d’ordre superieurs a deux de la distribution des rendements. C’est dans ce 
sens que la VaR represente une amelioration sur les mesures classiques. E’approche 
par la probabilite cumulative permet egalement de recuperer Tapport de la theorie 
de la dominance stochastique. 

Ea theorie de la dominance stochastique est basee sur I’expansion de Taylor de 
la fonction d’utilite esperee. Ea regie de la dominance stochastique du premier degre 
suppose tout simplement que la fonction d’utilite est croissante dans la richesse, c’est- 
a-dire U' > 0. Cela revient a dire que Tinvestisseur prefere une esperance de rende- 
ment (premier moment de la distribution) superieure a une esperance de rendement 
inferieure. Selon la regie de la dominance stochastique du premier degre, Tactif x est 
prefere a Tactif y si x genere davantage de richesse dans tons les etats de la nature. 
En termes de la fonction de probabilite cumulative de la richesse, cela s’ecrit: 

F,^(W)<Gy(W) VW 

ou W est la richesse et E et G, respectivement les functions de probabilite cumulative 
de E et de G. Une inegalite stricte doit tenir pour au moins un niveau de W. Cette 
condition revient a dire que la fonction de probabilite cumulative de x se situe a 
droite de celle de y. 

Ea regie de la dominance stochastique du second degre suppose que la fonction 
d’utilite est concave, c’est-a-dire que U" < 0. Selon la fonction d’utilite esperee, elle 
conceme done la variance de la distribution. Un investisseur prefere done un place- 
ment a variance faible a un placement a variance elevee, toutes choses egales par 
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ailleurs. Ce principe definit le degre d’aversion au risque d’un investisseur. Selon la 
regie de la dominance stochastique du second degre, I’investissement x sera prefere 
a I’investissement y si : 

Wj w, 

|f,^(w)< |g^(w) vw, 

Cette inegalite signifie que la surface cumulative sous G(.) doit etre superieure a celle 
sous F(.), quel que soil le niveau de W et avec une inegalite stricte pour au moins une 
valeur de W. Par rapport a la dominance stochastique du premier degre, les fonctions 
de probabilite cumulative peuvent se croiser dans ce cas, mais il reste que la regie de 
surface doit etre respectee quel que soil le niveau de W. 

La regie de la dominance stochastique du troisieme degre conceme la derivee 
troisieme de la fonction d’utilite. On postule que U'" > 0, c’est-a-dire que le degre 
d’aversion absolue au risque decroit avec la richesse. Selon la fonction d’utilite 
esperee, cette regie se rapporte au troisieme moment de la distribution, une distri- 
bution a asymetrie positive etant preferee a une autre a asymetrie negative. La regie 
de la dominance stochastique du troisieme degre fait appel a I’integrale double. 
Definissons : 

w, 

Fi(W.)= |F(t)dt 


G,(W.)= |G(t)dt 

et, de la meme maniere, 

w, 

F2(W,)= |F,(t)dt 

Wj 

G2(W.)= |G,(t)dt 

En vertu de la regie de la dominance stochastique du troisieme degre, soit deux options 
F et G, F est preferee a G si et seulement si : 

Fj < Gj VWi 

et avec une inegalite stricte pour au moins un niveau de W. Pour definir des regies de 
dominance stochastique d’ordre superieur, il suffit d’integrer davantage la probabilite 
cumulative. La regie de dominance stochastique du enieme degre s’enonce comme 
suit. La fonction de probabilite f(x) domine g(x) selon cette regie si : F,^_j (x) < G„_, (x). 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


518 Finance computationnelle et gestion des risques 


avec une inegalite stride pour au moins une valeur de x. La regie de dominance 
stochastique du quatrieme degre concerne le quatrieme moment d’une distribution, 
soit le leptocurtisme. Regie generale, les derivees d’ordre impair de la fonction 
d’utilite sont positives et les derivees d’ordre pair sont negatives. Le leptocurtisme se 
rapportant a la derivee quatrieme de la fonction d’utilite, les investisseurs preferent 
une situation dans laquelle le leptocurtisme est plus faible a une autre dans laquelle 
il est plus important. 

Avant d’examiner davantage I’approcbe par la probabilite cumulative, qui a 
permis de definir, entre autres, le ratio omega, nous rappelons deux mesures du risque 
de seconde generation, soit la semi-variance et I’indice de Sortino. 

La variance ne permet pas de determiner si les ecarts en termes de la moyenne 
se sont produits en-dessous ou au-dessus de la moyenne puisque ceux-ci sont exprimes 
au carre. La semi-variance vient remedier a cette lacune en ne retenant que les rende- 
ments sous la moyenne. Elle se definit comme suit : 


^ X (Rp.-Rpf 

^ 0<t<T 
Rp,<Rp 

Markowitz avait envisage cette mesure au debut des annees 50, mais il ne 
I’afficba pas comme mesure du risque. D’abord parce qu’a I’epoque le temps de calcul 
de cette statistique etait beaucoup plus important que celui de la variance. Ensuite, 
parce que cette statistique se pretait mal au developpement d’une tbeorie de la diver- 
sification du portefeuille alors que la variance autorisait une approcbe beaucoup plus 
elegante. Et finalement, comme Markowitz tenait pour acquis que la distribution des 
rendements obeissait a une loi normale, la variance equivalait dans ce contexte a la 
semi-variance, etant donne la symetrie de la distribution normale. 


Ea mesure de Sortino fait appel a une variante du concept de semi-variance. Au 
lieu de ne retenir que les rendements situes sous la moyenne, elle ne retient que ceux 
qui se situent sous un seuil juge acceptable, designe par MAR (rentabilite minimale 
acceptable). E’ indice de Sortino se definit comme suit: 


E(Rp)-MAR 


f 


Z K 

t=0 

Rpj<MAR 


mar)" 


C’est done une mesure du rendement excedentaire par unite de risque. Ce 
ratio est done tres apparente a ceux de Sharpe et de Jensen, sauf que les mesures de 
rendement excedentaire et de risque different d’un ratio a 1’ autre. 
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Les deux ratios precedents, soit la semi-variance et le ratio de Sortino, repre- 
sentent des ameliorations en regard de la variance comme mesures du risque, mais 
il reste que ce sont de simples mesures de dispersion. Elies ne peuvent mettre en 
lumiere les non-linearites qui sont inherentes aux moments d’ordre superieur a 2 et 
qui influent sur la fonction d’utilite des investisseurs. 

Les moments d’ordre superieur a 2 sont susceptibles de conferer aux payoffs 
d’un portefeuille une structure semblable a ceux d’une position a decouvert dans 
un put. C’est d’ailleurs dans cette perspective que Merton avait envisage a I’origine 
le risque de credit: une obligation risquee equivaut a une obligation sans risque a 
laquelle s’ajoute une position a decouvert dans un put deflni sur la valeur nominale 
de la dette de I’entreprise emettrice. Un evenement rare defavorable a un investisseur 
pent done etre analyse par une position a decouvert dans un put. Or, les evenements 
rares relevent du quatrieme moment d’une distribution. II existe done une parente 
etroite, sur le plan analytique, entre le quatrieme moment d’une distribution et une 
position a decouvert dans un put. 

Nous avons represente a la figure 16.12 les payoffs, a I’echeance, d’un put 
europeen a decouvert aux caracteristiques suivantes : i) prix de Taction sous-jacente : 
100 $ ; ii) prix d’exercice : 95 $ ; Hi) taux sans risque : 0 % ; iv) volatilite du sous-jacent : 
0,5 ; v) duree de Toption : 0,25 an. Nous avons simule 10 000 payoffs de cette position 
a decouvert en representant revolution du prix de Taction comme un mouvement 
brownien geometrique, soit : 

dS = 0,5 X S X dz 

La derive {drift) est ici nulle puisque Ton suppose le taux d’interet nul. Les payoffs 
incluent la prime de Toption, soit le prix du put, qui est egal a 7,40 $. La moyenne des 
payoffs est tres pres de 0, comme il se doiT^, avec une mediane et un mode de 7,40$. 
Comme le revele la figure 16.12, la distribufion des payoffs comporte un fori degre 
d’asymetrie negalive. En fail, le coefflcienl d’asymetrie de cette distribution s’etablit 
a -1,44. Le leptocurtisme, a hauteur de 4,24, est lui-meme important. Decidement, 
Tinvestissement dans un short put se revele une operation pour le moins risquee, et 
les troisieme et quatrieme moments sont les veritables moteurs de son risque. 


32. En effet, comme les payojfs incluent ici la prime, leur moyenne simulee doit etre nulle. Sans la 
prime, la moyenne des payoffs simules doit etre la valeur negative de la prime, ou du prix du short 
put, puisque le prix du put est la valeur esperee, dans un univers neutre au risque, des payoffs finaux. 
En fait, la moyenne calculee des payoffs sur les 10 000 simulations est de -7,44$, ce qui est tres 
rapproche de la valeur negative du prix du put (-7,40). 
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Figure 16. 12 Distribution des payoffs d’un short put 



C’est dans cet esprit qu’est defini I’indicateur de risque prenomme « omega », 
qui constitue une synthese entre la theorie de la dominance stochastique, laquelle fait 
appel a la notion de probabilite cumulative, et la tbeorie des options. Cet indicateur 
est done tres avant-gardiste. La mesure dite « omega », symbolisee par Q(L), se 
definit comme suit : 

b 

j[l-F(x)]dx 

Q(L)=^^ (10) 

|F(x)dx 

a 

Dans cette equation, x represente le rendement aleatoire sur I’investissement d’une 
periode; L est le seuil de rendement selectionne par I’investisseur ; (a,b) represente 
les bornes inferieure et superieure du rendement ; F(y)=P{x<y}, soit la probabilite 
cumulative du rendement d’une periode. 

Le numerateur de F equation (10) est une mesure probabiliste du rendement 
excedentaire de I’investissement alors que le denominateur est une mesure probabi- 
liste de son risque. Pour mieux comprendre F indicateur omega, on pent le reecrire 
comme suit : 


oil C(L) est le prix d’un call europeen sur Finvestissement et P(L), le prix d’un put 
europeen sur Finvestissement. L’ecbeance des options est de 1 periode (1 mois) et 
le prix d’exercice des options est de L. Le numerateur de F indicateur omega est 
egal a : 

b b 

|[l- F(x)]dx = I (x- L)f(x)dx = E(x- L)^ 

L L 



C(L) 

P(L) 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


La VaR et les autres mesures modernes du risque 52 1 


soil I’esperance du payojf d'\xa call definie sous la mesure objective et non sous la 
mesure neutre au risque. N’oublions pas ici que nous sommes en gestion des risques 
et non en pricing. Dans la theorie de la valorisation des options, c’est la mesure neutre 
au risque qui tient le haut du pave. C’est une mesure artificielle qui facilite le calcul 
du prix d’une option. Mais en matiere de gestion des risques, on doit s’en tenir a la 
mesure objective. Cela deviendra clair quand on analysera le risque de credit. 

II s’ensuit: 

C(L) = e^‘E(x-Lf 


oil r est le taux d’interet instantane sous la mesure objective. Par ailleurs, le denomi- 
nateur de I’indicateur omega est egal a: 

L L 

jF(x)dx = |(L - x)f(x)dx = E(L - x)^ 

a a 

II s’ensuit: 

P(L)=e^^E(L-xf 


Le numerateur de 1 ’ omega definit done le rendement excedentaire de fa9on 
probabiliste, soil comme la probabilite cumulative d’exceder le rendement minimal 
fixe par I’investisseur. C’est le cout d’une option d’achat qui assure que le rendement 
se situera au-dessus de L. Par contre, le risque qui apparait au denominateur de I’ex- 
pression est mesure par le prix du put, qui assure que le rendement ne se situera pas 
en de9a du rendement minimal recherche. Le risque est done defini en termes d’une 
police d’assurance. 


L’une des variantes des mesures omega est I’omega de Sharpe, qui se definit 
comme suit : 


X - L 
P{L) 

oil X est le rendement espere de I’investissement. Le numerateur represente le rende- 
ment excedentaire comme un simple ecart arithmetique entre le rendement attendu et 
le rendement minimal, tandis que la formule generale definit le rendement excedentaire 
sur une base probabiliste ou prospective. La formule generale de I’omega definit done 
le rendement excedentaire de fa9on plus satisfaisante. 


On pent calculer P(L) comme suit : 

P (L) = e^“"'N(-d 2 ) - (-d, ) 

oil d| = — — et dj = dj - a. Dans la formule de B-S, on a remplace le 
a 

taux sans risque rj par le rendement moyen sur I’investissement. 
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L’ omega de Sharpe constitue cependant une amelioration en regard du ratio 
de Sharpe Sp, qui est defini comme ceci : 



oil Vf est le taux sans risque et <j^, I’ecart-type du rendement du portefeuille. L’ omega 
de Sharpe remplace done le taux sans risque par le rendement minimal recherche, 
ce qui semhle plus approprie. De meme suhstitue-t-il a I’ecart-type du rendement 
le cout d’un put protecteur. Cette derniere mesure du risque est plus satisfaisante, 
car elle prend en compte la forme de la distrihution des rendements. Comme nous 
I’avons dit anterieurement, la distrihution des payoffs d’un put incorpore les troisieme 
et quatrieme moments de la distrihution des rendements. 

Les mesures du risque que nous venous d’ analyser relevent des nouvelles 
theories dites du risk of shortfall, du downside risk ou plus communement du risque 
haissier. Le risque n’est done plus un concept symetrique comme e’etait le cas pour 
I’ecart-type. Ces theories sont tres axees sur les moments d’ordre superieur a 2, et 
notamment sur le quatrieme moment, qui represente le risque associe a des evenements 
extremes. La VaR releve de la premiere generation de ces theories. Elle mesure en effet 
le risque par la prohahilite cumulative. Mais elle comporte plusieurs defauts. D’ahord, 
elle n’est pas une mesure coherente du risque. La VaR d’un portefeuille de litres n’est 
pas, dans certains cas, plus faihle que la somme des VaR de ses composantes. Elle 
escamote alors le principe de la diversification, un principe de base en finance. Qui 
plus est, elle ne tient pas compte de la forme de la distribution des rendements et, des 
lors, ne renseigne guere sur les pertes extremes que peut subir un portefeuille. 

C’est dans ce contexte qu’a ete developpee la VaR conditionnelle, soil la CVaR. 
On peut la definir comme suit : 

CVaR = E[x|X< VaR] 

oil X est une variable aleatoire qui tient lieu des pertes enregistrees par le portefeuille. 
Cette mesure est representee a la figure 16.13. 

Comme I’indique la figure 16.13, la CVaR est calculee comme I’esperance des 
pertes a gauche de la VaR. Elle est calculee a partir de la distribution des realisations 
comprises dans la queue, comme I’indique la figure. Elle tient done compte de I’asy- 
metrie de cette region. Cette distribution est egalement infiuencee par I’epaisseur de 
la queue, qui est reliee a I’intensite des evenements extremes. 

Ees developpements recents en matiere d’ analyse du risque ont done fait 
litiere de la distribution normale et de la fonction d’utilite quadratique qui condition- 
naient auparavant le choix des indicateurs de risque. En effet, on ne peut se limiter 
a I’analyse des deux premiers moments d’une distribution que si I’une ou I’autre des 
deux conditions suivantes est valable. D’abord, si la distribution des rendements est 
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normale. Cette distribution est alors completement caracterisee par ses deux premiers 
moments. Ensuite, si la fonction d’utilite des investisseurs est quadratique. L’inves- 
tisseur ne considere alors comme mesure de risque que le deuxieme moment et non 
les moments d’ordre superieur. Mais, dans les fails, aucune de ces deux conditions 
n’est valide. Les theories de la gestion du risque ont done evolue, comme on I’a vu, 
vers des mesures qui integrent les moments d’ordre superieur a 2. 

Figure 16.13 La CVaR - Distribution des profits 
et pertes d’un portefeuille 



Ces nouvelles theories ont permis, entre autres, une analyse plus etoffee des 
activites des fonds speculatifs {hedged funds) dont les payoffs s’apparentent a ceux 
des options. Elies ont donne lieu au developpement d’un CAPM a quatre facteurs 
qui integre les moments d’ordre superieur a 2. Rubinstein (1973) a donne la forme 
suivante au CAPM a trois moments : 


"(E(R.)-Rp)(E(RJ-Rp)' 


‘(E(R,)-Rp)(E(RJ-Rpf 

(E(RJ-Rp)' 


(E(RJ-Rp)' 


Le premier terme a droite represente la prime de risque pour la volatilite du 
marche et le second, la prime pour la coasymetrie du marche. Ce nouveau terme est 
introduit pour indiquer que le marche ne remunere pas I’asymetrie des rendements 
comme telle, de la meme fagon qu’il ne remunere pas toute la volatilite d’un litre. II 
ne remunere que I’asymetrie du rendement d’un litre en relation avec le rendement 
du portefeuille du marche, ce qu’indique le second terme de I’equation. Pour des fins 
d’estimation, cette equation pent etre simplifiee et integrer d’autres moments comme le 
quatrieme. Void une forme cubique du CAPM qui incorpore le quatrieme moment : 

Pil Pi2 Pi3 “ ^^F ] 

Dans cette equation, le carre de la prime de risque prend en compte le troisieme 
moment et le cube, le quatrieme. 
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La reforme de 1’ analyse du risque met a mal les modeles qui etablissent une 
relation lineaire entre le rendement espere et les facteurs de risque, tels le CAPM et 
I’APT, rintroduction des moments d’ordre superieur a 2 dans I’analyse ayant pour 
consequence d’introduire des non-linearites importantes dans I’analyse rendement- 
risque. Un modele qui a gagne en popularite an cours de la decennie 1990, soil celui 
de Fama et French (1992), se volt lui aussi remis en question. Fama et French croient 
avoir identifie aux moins deux autres facteurs, en sus de la prime de risque du marche, 
qui expliquent le rendement espere d’un portefeuille. D’ahord, les actions emises par 
les entreprises a faihle capitalisation semhlent rapporter davantage que cedes des 
entreprises a forte capitalisation. Ensuite, plus le ratio de la valeur aux livres a la 
valeur marchande d’une action est important, plus son rendement est susceptible de 
I’etre egalement, toutes choses egales par ailleurs. 

L’ equation de Fama et French s’ecrit comme suit: 

R, - Rf = ttj + P,i (R„ - Rf ) + PijSMB + PijHML + Ej 

Dans cette equation, R; represente le rendement d’un titre ou d’un portefeuille 
et (R^ - Rf), la prime de risque du marche. La variable SMB represente le rende- 
ment d’un portefeuille qui est en compte {long) dans les actions de firmes a faihle 
capitalisation et a decouvert {short) dans les actions de firmes a forte capitalisation. 
La variable HML, qui concerne le ratio : (valeur aux livres/valeur marchande), est 
construite de la meme fagon. 

Or, le modele de Lama et Lrench fait de plus en plus I’objet de critiques. En 
effet, lorsqu’on introduit les troisieme et quatrieme moments dans I’equation du rende- 
ment d’un titre, I’influence des facteurs mis de I’avant par Lama et Lrench s’estompe. 
Ces facteurs seraient done des succedanes aux troisieme et quatrieme moments de la 
distribution des rendements. On pent done desormais identifier les facteurs de Lama 
et Lrench a des facteurs de risque et non a des sources d’inefficiences de marche qui 
donneraient lieu a des operations d’ arbitrage couronnees d’un gain sans risque et sans 
mise de fonds additionnelle. 

Les auteurs ne sont guere alles au-dela du quatrieme moment de la distribution 
des rendements dans leur analyse du risque. II est en effet difficile de trouver une 
signification a priori a ces moments. Mais un avant-gardiste, Taleb (1997), integre 
a son analyse du risque les moments d’ordre superieur a 4. D’emblee, il classe les 
moments pairs d’une distribution comme des facteurs de convexite (concavite) et 
les moments impairs comme des facteurs d’asymetrie. Selon Taleb, le cinquieme 
moment mesure la «sensibilite asymetrique» du quatrieme moment. Par exemple, 
Taleb envisage le cas d’une option barriere americaine qui est couverte par une option 
classique. Un tel portefeuille est fort sensible au 5'’ moment. Sa concavite en regard 
du marche augmente en effet beaucoup lorsqu’on se rapproche de la barriere. Par 
ailleurs, sa relation au marche devient plus lineaire lorsqu’on s’en eloigne. Un autre 
moment qui s’avere important est le 7*’. II correspond au signe du changement de la 
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convexite quand le sous-jacent augmente ou diminue. II va sans dire que les moments 
d’ordre superieur a 4 sont surtout importants pour I’analyse des portefeuilles d’options 
exotiques qui incorporent de fortes non-linearites. 


9. Frontiere efficiente, moments superieurs et cumulants 

La frontiere efficiente est une relation qui associe a un rendement espere d’un porte- 
feuille de titres I’ecart-type minimal pour ce rendement. Pour un rendement espere 
donne, le probleme consiste done a trouver les ponderations optimales des titres 
du portefeuille qui minimisent la variance du rendement dudit portefeuille sous la 
contrainte d’un rendement espere donne. De plus, la somme des coefficients de ponde- 
ration des titres qui composent le portefeuille doit etre egale a I’unite. Le probleme 
classique de la construction de la frontiere efficiente se presente done comme suit : 

infw,.[o,i]Var({Wi}) 

^w^E(R,)= E* 

oil var(.) est la variance du rendement du portefeuille, Wj, la ponderation du litre i 
dans le portefeuille, E(Rj), le rendement espere du litre i et E*, le niveau-cible du 
rendement espere du portefeuille. 

Compte tenu des nouvelles mesures du risque, cette approche apparait insatis- 
faisante, car elle ne prend en compte que les deux premiers moments de la distribution 
des rendements d’un litre. Elle neglige les moments d’ordre superieur, qui representent 
d’ autres dimensions du risque. 

Comme le montrent Malevergne et Sornette (2005), on pent redefinir le concept 
de frontiere efficiente en recourant aux cumulants et prendre ainsi en compte les 
moments d’ordre superieur. Ees cumulants d’une distribution sont definis a partir 
de la fonction caracteristique d’une variable aleatoire, disons X. Cette fonction se 
definit comme suit : 

(Px (t) = - OO < t < CXD 

oil i = . Ea fonction caracteristique est done basee sur les nombres complexes. 

Selon James et Webber (2000), la fonction caracteristique represente la transformation 
de Eourier de ladite variable aleatoire. 


Ees cumulants d’ordre j sont obtenus en derivant la fonction caracteristique 
par rapport a t et en evaluant cette derivee au point t = 0. Ainsi le cumulant d’ordre 
j, designe par Kj , est egal a : 


Ri = ~ 

' iJ 


ac 
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Pour illustrer 1’ utilisation de cette formule, supposons que la variable alea- 
toire X ait une distribution normale d’esperance nulle et de variance . Sa fonction 
caracteristique est alors^^ : 

cpx(t) = e-'^ 


Le cumulant d’ordre 1 est done egal a: 


a 

— e ^ 

at 


-a te 


= 0 


Le cumulant d’ordre 2 est pour sa part egal a: 


1 

'a" -‘^1 

1 


at^ i.=o 

~7 


(-a + a t )e 


= a 


On constate que dans ce cas, les deux premiers cumulants de cette distribution normale 
sont egaux aux deux premiers moments centres. Pour mieux etablir la relation entre 
moments et cumulants, definissons le moment centre d’ordre j : 

p^ = E(x-py 


On pent alors ecrire : 

k, =p 
kj — P2 

kj — Pj 

1^4 — P4 ~ 3^2 


On constate done que les trois premiers cumulants d’une distribution sont iden- 
tiques aux trois premiers moments centres de cette distribution. Comme le soulignent 
Malevergne et Sornette (2005), le recours aux cumulants comme mesures du risque 
differentes des moments centres devient interessant au-dela du troisieme ordre. Au dire 
de ces auteurs, les cumulants ont done une interpretation fort importante : ils mesurent 
le degre avec lequel la distribution d’un risque donne s’eloigne de la distribution 
normale. De plus, ils constituent des mesures coberentes du risque. 

Forts de ces developpements, Malevergne et Sornette (2005) generalisent le 
probleme d’optimisation relie a la construction de la frontiere efficiente en modifiant 
la fonction objective comme suit : 

infw,.[o,i]P„({w.}) 


33. Pour la derivation de cette formule, voir: P.G. Hoel, S.C. Port et C.J. Stone (1971), Introduction to 
Probability Theory, Houghton Mifflin, Boston. 
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etant une mesure quelconque du risque. Par exemple, ce peut etre un cumulant 
d’ordre n. Supposons que p„ soil le cumulant d’ordre 4 d’une distribution. La fonction 
objective du probleme de la construction de la frontiere efficiente devient alors : 

^4 “ (M'4 “ ^M'2) 

Un investisseur qui dispose de cette fonction objective manifeste une aversion pour 
les fluctuations qui sont representees par le quatrieme moment mais est attire par les 
fluctuations mesurees par la variance. Selon Malevergne et Somette (2005), un tel 
comportement n’est pas irrationnel, car 1’ investisseur demeure globalement averse au 
risque. Comme les risques relies au quatrieme moment (leptocurtisme) sontbeaucoup 
plus eleves que ceux qui sont associes au deuxieme (variance)^'*, 1’ investisseur essaie 
alors d’eviter les risques importants mais est pret a assumer les risques moindres. 

Une frontiere efficiente basee sur la minimisation du quatrieme cumulant, 
et par consequent qui penalise le leptocurtisme de la distribution des rendements, 
donnera probablement lieu a des portefeuilles optimaux fort differents d’une frontiere 
classique qui se fonde strictement sur la minimisation de la variance des rendements. 
Supposons en effet que la distribution du rendement d’un titre presente un fort degre 
de leptocurtisme, mais une variance relativement faible. Une frontiere efficiente clas- 
sique le surponderera en regard d’une frontiere qui minimise le quatrieme cumulant. 
En adoptant cette derniere frontiere, on pourrait augmenter le rendement espere du 
portefeuille tout en reduisant les sources importantes de risque qui sont emmagasinees 
dans le degre de leptocurtisme d’une distribution. 

Malevergne et Sornette (2005) en sont done arrives a deflnir des portefeuilles 
«beaucoup plus efficients » que ceux qui resultent de la frontiere efficiente classique. 
Leur approebe a la construction de la frontiere efficiente s’avere fort prometteuse, car 
en recourant aux cumulants pour deflnir le risque, on en arrive a prendre en compte 
plusieurs dimensions du risque. A 1’ instar des composantes principales, les cumulants 
s’averent une technique de reduction des dimensions d’un phenomene, soit le risque 
dans le cas de la construction de la frontiere efficiente. 


10. Les copuLES^^ la transformee de Fourier 

ET LE CALCUL DE LA VaR 

Les copules (copulas) sont une autre mesure de la dependance entre deux variables 
aleatoires, au meme titre que la correlation de Pearson sert a mesurer le lien lineaire 
statistique entre deux variables aleatoires. 


34. En effet, le quatrieme moment mesure les risques associes aux evenements rares. 

35. Pour rediger cette section, nous nous sommes fortement inspires des documents suivants : K. Dowd 
(2005), Measuring Market Risk, 2‘ edition, Wiley, New York ; J.C. Hull (2006), Options, Futures 
and Other Derivatives, 6‘ ed., Pearson Prentice Hall, Upper Sdalle River; P. Jackel (2002), Monte 
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Afin de pouvoir comprendre la provenance et I’utilite des copules, nous allons 
debuter cede section par quelques rappels statistiques pour ensuite les relier avec la 
theorie des copules. Enfin, nous terminerons la section par une application des copules 
a la VaR du credit. 

Une autre technique qui est depuis peu utilisee pour calculer la VaR est la 
transformee de Fourier. Elle a egalement d’autres applications en finance, dont la reso- 
lution rapide d’un arbre binomial. C’est pourquoi nous fournissons une introduction 
des series de Fourier dans ce chapitre, avec des applications Excel et Matlab. 


10.1. La correlation 


Considerons deux variables aleatoires X et Y. Ces deux variables ont pour distri- 
bution marginale, respectivement : F,^(x) = P[X < x] et Fy(y) = P[Y < y] . Ces 
distributions donnent la probabilite cumulative de chaque variable. Fa distribution 
conjointe de la matrice de la variable aleatoire(X, Y) se represente comme suit: 
F(x,y) = P[X < X, Y < y] . Elle donne la probabilite que X soit inferieur ou egal a 
X et que, simultanement, Y ne soit pas superieur a y. Fes distributions marginales 
considerent done chaque variable separement et la distribution conjointe prend en 
compte la structure de dependance qui existe entre elles. 


Fa fa^on la plus simple de mesurer cette dependance est d’utiliser la correlation 


lineaire de Pearson^®, definie par: p^y 


Cov(X,Y) 

VV(X)V(Y) 


. Fa question est : dans quelle 


circonstance cette mesure est-elle fiable ? Fa correlation de Pearson est une mauvaise 
mesure de dependance lineaire lorsque la distribution multivariee de nos variables 
aleatoires est non elliptique, e’est-a-dire des distributions du type Fevy^’ avec queues 
epaisses ou dans le cas pour lequel les series ont un trend (drift) et sont non cointe- 
grees. Mais dans le cas oil nous sommes en presence d’une distribution multivariee 
de variables aleatoires elliptiques, e’est-a-dire de distribution normale ou t de Student, 
la correlation standard s’avere une bonne mesure de la dependance. Fa correlation 
traduit tout ce qu’il faut savoir sur la dependance entre les variables aleatoires. 


Carlo Methods in Finance, Wiley, New York. Pour d'autres applications des copules en finance, on 
consultera: C. Alexander (2001), Market Models, Wiley, New York; P. Wilmott (2006), The Best 
of Wilmott 2, Wiley, New York. 

36. Pour d’autres mesures de correlation, on consultera: F.-E. Racicot et R. Theoret (2001), Traite 
d’econometrie financiere. Presses de I’Universite du Quebec, Quebec. 

37. A noter qu’il y a un lien entre un tirage d’une distribution de Levy (ou d’une t) et la distribution de 
Frechet (ou la distribution Gumbel), respectivement. En effet, les tirages de la Levy convergent vers 
une distribution de Frechet a mesure que la taille de I’echantillon (n) augmente. De meme pour les 
tirages d’une normale ou lognormale, ils obeiront a une distribution Gumbel pour un n important. 
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Revenons au cas non elliptique. Le probleme le plus serieux dans ce cas est 
que les distributions marginales et les correlations ne suffisent plus pour determiner la 
distribution conjointe multivariee. La correlation ne nous fournit pas toute I’informa- 
tion sur la dependance entre les variables aleatoires, et encore moins dans les queues 
de la distribution. Nous avons done besoin d’une autre mesure de la dependance entre 
nos variables aleatoires. 


10.2. La theorie des copules^^ 

Le terme copula provient du latin et signifie : joindre ensemble ou connecter. Ce terme 
est tres rapproebe du mot frangais ou anglais : couple. En ce qui nous concerne, nous 
sommes interesses a sa signification econometrique. Dans ce contexte, une copule est 
une fonction qui relie une fonction de distribution multivariee a un ensemble de fonc- 
tions de distributions marginales. Les copules nous permettent d’extraire la structure 
de dependance d’une fonction de distribution conjointe. Ce faisant, on arrive a separer 
la structure de dependance a partir des fonctions de distributions marginales. 

Un resultat cle dans ce domaine est celui de Sklar (1959)^^. Afin d’illustrer 
le concept de copule, considerons encore une fois nos deux variables aleatoires X 
et Y. En supposant que E(x,y) est une fonction de distribution conjointe avec pour 
distributions marginales (continues) F,,(x) = u et (y) = v , alors E(x,y) peut etre 
ecrite en terme d’une fonction unique C(u,v) telle que : E(x,y) = C(u,v), oil C(u,v) est 
connue sous le nom de copule de E(x,y). Ainsi, la fonction copule decrit comment 
la fonction multivariee E(x,y) est derivee ou couplee a des fonctions de distributions 
marginales F,^(x) etFy(y) . On peut comprendre la copule comme etant celle qui donne 
la structure de dependance de la fonction de distribution multivariee F(x,y). 

Ce resultat est done tres important, car il nous permet de construire des fonc- 
tions de distributions conjointes a partir des fonctions de distributions marginales de 
fagon a tenir compte de la structure de dependance de nos variables aleatoires. Pour 
modeliser la distribution conjointe, tout ce dont nous avons besoin de faire est de 
specifier nos distributions marginales, cboisir une copule pour representer la structure 
de dependance, estimer les parametres impliques et enfin, appliquer la fonction de 
copule a nos marginales. Une fois que nous sommes en mesure de modeliser la fonction 
de distribution conjointe, nous pouvons en principe I’utiliser pour estimer n’importe 
quelle mesure de risque comme celle qui nous interesse, e’est-a-dire la VaR'^®. 


38. Pour de plus amples informations sur la theorie des copules, on consultera : Nelson (1999) et Cherubini 
et al. (2004). 

39. Sklar, A. (1959), «Fonctions de repartition a n dimension et leur merges », Publication de I'institut 
de statistique de I’Universite de Paris, vol. 8, p. 229-231. 

40. La VaR et la ES : Expected Shortfall (synonyme de ETL ou C-VaR) sont en fait des cas particuliers 
d'une fonction connue sous le nom de fonction d’ aversion au risque et egalement connue sous le 
nom de spectre de risque {risk spectrum). Cette mesure du risque est aussi consideree comme etant 
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10.2.1. Les copules les plus utilisees 

dans les applications financieres 


Parmi les copules les plus populaires, on compte les copules gaussiennes, la copule t, 
les copules logistiques ou de Gumbel. Dans les formes les plus simples, on compte les 
copules dites d’independance (ou produit), les copules minimales (ou comonotoniques) 
et les copules du maximum (contra-monotoniques). Notre presentation ne se veut 
aucunement exhaustive; elle vise seulement a permettre au lecteur d’avoir une idee 
des copules. Commen^ons par presenter Failure que prend la copule gaussienne : 


C(x,y) = 


<I>-'(x)4>-'(y) 

1 I 


s -2pst+r 

2(l-pM 


2ti( 1- p^)*‘ 


dsdt 


oil -l<p<l et o ' (.) represente I’inverse de la fonction de distribution normale 
univariee. II est important ici de noter que cette copule depend de la correlation p . 
Cela confirme que p est suffisant pour representer toute la structure de dependance. 
A partir de distributions marginales normales et de cette structure de dependance, 


plus coherente que la VaR ou I’ES, car elle est plus generale que Tune ou I’autre de ces mesures. 
Elle est donnee par: = J (|)(p)qpdp, ou (|)(p) est une fonction de poids qui est genera- 

g-d-pVT 

lement supposee definie par: 0y{p) = qui est, on le reconnaitra, la fonction d’aversion 

7 (l-e 

pour le risque exponentielle tant utilisee en microeconomie. "y est le degre d’aversion au risque 
(plus "y est faible, plus le degre d’aversion au risque est grand), qp est le quantile p du porte- 
feuille prospectif des profits/pertes et p est le degre de confiance ou probabilite cumulative. Dans 
ce contexte, la VaR est simplement: VaR = - qp. Par exemple, si la distribution de la serie est 
normale, alors qp = 1,645 pour une VaR a 95%. En pratique, on definit la VaR d’un portefeuille 
comme suit: VaR = - p,p,L + pour des rendements normaux. Baumol (1963) est I’un des 

premiers a avoir discute de cette mesure du risque, mais c’est la firme JP Morgan qui a consacre 
cette mesure. L’ES, quant a elle, se definit comme etant la moyenne des pires pertes au niveau 

j 1 

a et est donnee par:ES = f q dp . Si la distribution des pertes est discrete, alors I’ES est 

“ 1 _ fv J P 


1 “ 

donnee par: ES„ = T (p'grande perte) x (prob. de p' grand perte). En substituant la fonction 

1 - ot p=o 


d’aversion au risque exponentielle dans la fonction spectre de risque, on obtient : 


M* = j‘(t)(p)qpdp = j' 


g-(l-p>/7 

— I jjqpdp, qui se nomme la mesure spectrale exponentielle du risque 


et est done une moyenne ponderee des quantiles avec des poids definis par la fonction d’aversion 
pour le risque exponentielle. Elle pent etre mise en oeuvre en utilisant des methodes numeriques pour 
calculer la moyenne ponderee, car M ,|| n’est rien d’ autre qu’une moyenne ponderee. D’ailleurs, une 
methode similaire peut etre appliquee au calcul de I’ES, car I’ES n’est en fait que la VaR moyenne, 
soil la moyenne des VaR des differents niveaux de confiance postules. Voir Artzner et al. (1997, 
1999) pour plus de details sur la theorie d’une mesure du risque coherente. 
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nous pouvons obtenir une loi normale multivariee. Malheureusement, les copules 
gaussiennes n’ont pas de solution analytique, pour les estimer, 11 faudra avoir recours 
a des methodes numeriques, comme la methode FFT. 


La copule t n’est autre qu’une generalisation de la copule gaussienne et est 
donnee par : 


1, '(x)t, ‘(y) 

c;,(x.y)= 1 I 


1 


27t(l-p^y' 


s -2pst+f' 
' v(i-p^) 


v+2 

^ dsdt 


oil t^‘(.) est I’inverse de la distribution de Student univariee a v degres de liberte. 

Une autre copule babituellement rencontree dans la litterature financiere est la 
copule logistique, dite copule de Gumbel, qui a Failure suivante: 


Cr (x,y) = e 


[-([-logx]''U[-logy]''^fj 


oil 0 < P < 1. Ce parametre determine le niveau de dependance entre nos variables. En 
effet, quand P = 1 , cela signifie que les variables sont independantes ; P > 0 signifie 
que nos variables out un niveau de dependance limite et quand P = 0, cela signifie que 
nos variables sont parfaitement dependantes. Une caracteristique importante de cette 
copule est qu’elle est coberente avec la tbeorie des valeurs extremes {EV theory), ce 
qui n’est pas le cas de la copule gaussienne dont nous venous de discuter. 

Notons que les copules peuvent etres classifiees en families distinctes. Elies 
incluent, par exemple, les copules elliptiques et les copules arcbimediennes. Ees 
copules arcbimediennes peuvent s’ecrire sous la forme suivante: 

C(u,v) = (p"‘((p(u) + (p(v)) 

oil (p(.) est une fonction strictement decroissante et convexe et(p(l)= 0. Ees copules 
arcbimediennes sont considerees comme etant faciles d’utilisation et peuvent s’ajuster 
a une diversite de comportements de dependance. 

Une autre famille de copules frequemment rencontrees en finance est celle des 
copules a valeurs extremes (EV-copulas). Elies sont issues d’une version multivariee 
du tbeoreme de Eisber-Tippett (1928). E’ application de celui-ci nous dit que si G(x,y) 
est une distribution a valeurs extremes generalisee (GEV distribution), alors G(x,y) 
doit avoir une copule qui satisfait la condition suivante : 

c(u‘,v‘) = (C(u.v))‘ 

Done si nous sommes en presence d’ extremes multivaries, nous devrions cboisir des 
copules qui satisfont cette condition. Ees copules EV de base dans cette classe sont 
connues sous les noms de : copule produit (copule d’independance), copule minimum, 
copule Gumbel, copule Gumbel II et copule Galambos et sont donnees par : 
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C.„d(u,v) = uxv 
Cm.„(u,v)= min(u,v) 




*(x,y) = uv e 


U+vJ 


^Gal^ N lU TV , 

Cp (x,y)=uve' ' 

oil P G [0,l] pour Cp''"(.) et P g [0,°°] pour C™(.) . Mentionnons en terminant que 
la copule maximale (ou copule contra-monotone), comme la copule minimale (ou 
copule comonotone), est consideree comme la copule la plus simple qui existe. Elle 
est donnee par: C„,^(u, v) = min(u-t- v- 1,0) . 


10.3. Estimation des copules 

Pour effectuer I’estimation d’une copule, il faut choisir sa forme fonctionnelle et 
ensuite estimer les parametres associes. On pent estimer ses parametres par une 
methode parametrique classique, comme la methode du maximum de vraisemblance. 
Pour ce faire, il suffit de construire la fonction de vraisemblance de la forme fonc- 
tionnelle cboisie et ensuite de maximiser cette fonction en utilisant un algorithme 
d’optimisation comme ceux qui sont disponibles dans le logiciel EViews 5.1. On pent 
egalement utiliser les metbodes non parametriques qui sont generalement considerees 
simples de mise en oeuvre et dont une diversite sont disponibles"^'. 


10.4. Un exemple d'application des copules 
a la VaR du risque de credit 

La VaR du risque de credit peut etre definie de maniere analogue a la VaR pour le 
risque de marcbe. En effet, la VaR de credit a un niveau de confiance de 99,9 % pour 
un horizon d’un an est la certitude a 99,9 % que la perte de credit n’excedera pas ce 
niveau. 


La VaR definie a I’aide de copules est donnee par: 
VaR = L(l-R)V(X,T) 


41. Pour plus de details sur I’estimation des copules, on consultera: Bouye et al. (2000); Scaillet 
(2000a). 
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oil 


1 . 

2 . 

3. 


L : valeur du portefeuille de pret ; 

R : taux de recouvrement de la dette ; 

N-‘(Q(T))+V^N-‘(X)^ 


V(X,T) = N 




: definit la certitude a X% que le 


pourcentage de perte sur les annees T pour un grand portefeuille sera plus 
petit que cette valeur V(X,T)'^^; 


4. Q(T) : probabilite cumulee qu’une entreprise aura fait defaut au 
temps T ; 


5. p : correlation definie en termes de copules gaussiennes ; 

6. N(.) : distribution normale cumulee ; I’inverse de cette distribution au 
niveau 5 %, par exemple, est: N(l,645) = 5% =^> 1,645 = N '(0,05) . 


Clarifions ici certains concepts avant de passer a I’exemple concret du calcul 
de la VaR de credit. Notons que la probabilite de defaut est reliee a un autre concept 
souvent utilise en econometrie, c’est-a-dire la fonction de basard''^ (taux de basard), 
aussi appele intensite (ou intensite de defaut, en finance). Considerons une courte 
periode de temps notee At. L’ intensite de defaut, notee A,(t), est la probabilite condi- 
tionnelle de defaut et est definie de telle sorte que A,(t)At est la probabilite de defaut 
pour I’intervalle t et t + At, conditionnellement a ce qu’il n’y ait eu aucun defaut 
pour cet intervalle de temps. 


Soit V(t) la probabilite cumulative qu’une entreprise survive jusqu’au temps 
t, c’est-a-dire qu’il n’y ait eu aucun defaut jusqu’au temps t; alors la relation entre 
V(t) et ^(t) est donnee par: 

V(t -I- At) - V(t) = -i((t)V(t)At 

En prenant la limite de cette expression pour At — ^ 0, on obtient : 


lim ( V(t -t At) - V(t)) = lim (-;((t)V(t)At) 

At^O At->0 


^ dV(t) = -i((t)V(t)dt 


dV(t) 

dt 


-^(t)V(t) 


42. Ce resultat est du a O. Vasicek (1987), Probability of Loss on Loan Portfolio, working paper, 
KMV. 

43. Pour d’autres applications financieres ou economiques, on consultera: F.-E. Racicot (2003), Trois 
essais sur I'analyse des donnees economiques et financieres, these de doctorat, ESG-UQAM, 
chapitre 2. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirade: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduotion, de traduction et d’adaptation reserves 


534 Finance computationnelle et gestion des risques 


Cette equation n’est qu’une simple equation differentielle habituelle'^'^ dont la solution 
pour V(t) est: 


En definissant Q(t) comme la probabilite de defaut cumulee jusqu’au temps t et 
sacbant que I’aire totale sous la distribution de probabilite de -°o a est 1, alors 
Q(t) est donnee par : 

f >„(T)dX 

Q(t) = l-V(t)=l-e^“ 

Mais une integrate definie n’est en fait qu’une somme de petits rectangles, alors on 
pent redefinir | ^(x)dT par la moyenne de ^(t) multipliee par t : tX(t) . On obtient 
alors que Q(t) est definie en terme d’intensite moyenne de defaut entre 0 et t (ou 
probabilite conditionnelle de defaut), c’est-a-dire ; 

Q(t)=l-e^‘''‘ 

Done, pour trouver Q(t), tout ce dont nous avons besoin n’est qu’une probabilite 
moyenne conditionnelle de defaut. Moody’s, par exemple, effectue le calcul d’intensite 
moyenne de defaut pour differentes cotes d’obligations corporatives. Une obligation 
cotee Aaa de 4 ans a une probabilite de defaut cumulee : Q(4) = 1 - e^*'**'' = 0,04% . 

L’intensite moyenne de defaut, sur une periode de 4 ans, est done de : 

X(4) = - - ln(l - Q(4)) = - - ln(l - 0, 000 04 ) = 0, 00 1 0 %. 

4 4 

II important ici de noter que ces probabilites de defaut ne sont pas neutres 
au risque. En effet, ce sont des probabilites physiques definies dans un monde reel 
et obtenues a partir de donnees bistoriques. Elies sont generalement tres inferieures 
aux probabilites neutres au risque. On obtient les probabilites neutres au risque a 
partir des prix d’obligations en appliquant la formule: b = s / (1 - R), ou b est la 
probabilite conditionnelle (par annee) a aucun defaut prealable, s est le spread entre 
le rendement d’une obligation corporative et le taux sans risque et R est le taux espere 
de recouvrement de dette. On observe que les probabilites reelles convergent vers 
les probabilites neutres au risque a mesure que la cote de I’obligation diminue. On 
pent done se demander quelle est la meilleure procedure pour evaluer la probabilite 
de defaut. Ea reponse depend de I’analyse effectuee, c’est-a-dire que lorsqu’on tente 
d’evaluer I’impact du risque de defaut sur le pricing de produits derives du credit, 
il est preferable d’utiliser les probabilites neutres au risque. Cela est du au fait que 
lorsque Eon effectue ce type d’ analyse, on est confronts a des calculs qui requierent 
une actualisation de cash-flows esperes qui implique implicitement ou explicitement 


44. Voir notre annexe sur les rappels mathematiques et les equations differentielles dans le present 
ouvrage. 
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I’utilisation de 1’evaluation neutre au risque. Mais il est preferable d’utiliser les 
probabilites objectives dans le cas oil on est confronte a 1’ analyse de scenarios de 
pertes potentielles futures causees par des defauts de paiements. 

Revenons a notre exemple de copule gaussienne et du calcul de la VaR de 

credit. 


Supposons qu’une banque ait fait des prets pour un total de L = 150 millions 
de dollars. La probabilite de defaut moyenne pour une annee est de 2 %, le taux de 
recouvrement moyen est de 61 %, la correlation pour ce qui est de la copule estimee 
est de 15 %. En effectuant nos calculs dans Excel, nous obtenons le tableau 16.26. 

La VaR est done dans ce cas de : VaR = 10,31 M$. 

Notons en terminant que 1’ accord de Bale II propose des changements nouveaux 
au calcul de la VaR de credit. En effet, ces nouvelles fagons de calculer la VaR impli- 
quent I’utilisation de copules et ce, afin d’obtenir une metbode raisonnable cberchant 
a tenir compte de la structure de dependance. Comme nous I’avons vu precedem- 
ment, la tbeorie des copules propose une metbode de calcul de la correlation qui est 
robuste, d’oii les cbangements eventuels au calcul de la VaR proposes par le nouvel 
accord de Bale II. 


10.5. La transformee de Fourier 


Soil f(t) une serie temporelle continue non periodique. Sa transformee de Eourier"*^ 
est egale a : 


3(«) = “i= J f(t)e"‘“'dt 

yJ^TZ 

3(a) est egalement appelee: fonction de densite spectrale de f(t). Pour sa part, la 
transformee inverse de Eourier s’ecrit: 


3 ^‘ 




Ma 


45. Pour une excellente presentation des series de Fourier, voir: N. Piskounov, Calcul differentiel et 
integral, tome II, editions MIR, Moscou, chap. 17. 
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Tableau 16.26 Calcul de la VaR de credit a Taide de la copule gaussienne 
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oil i = ^/^ . La transformee de Fourier"^'’ permet, entre autres, d’accelerer les calculs 
effectues a I’aide d’un arbre binomial dans le but de valoriser une call europeen. La 
formule utilisee est la suivante : 

Co = 3{s-‘(C,)x[3(b)f} (1) 

oil Cq est le prix du call europeen, 3(.), I’operateur de la transformee de Fourier, 
3 ' (.) , Foperateur de la transformee inverse de Fourier et le vecteur des payoffs 
de I’option a son ecbeance dont la dimension est de N+1, N etant le nombre de pas 
de r arbre binomial. 

Le vecteur b est un vecteur de dimension ((N+1) x 1). La premiere entree du 
vecteur est le ratio des deux termes suivants : i) la probabilite de bausse du prix de 
Faction dans F arbre binomial; ii) (1 + r^), r^ etant le taux sans risque. La deuxieme 
entree contient les memes calculs pour la probabilite de baisse. Les autres cellules 
du vecteur b sont nulles. 


Pour illustrer la formule (1), nous recourrons tour a tour au logiciel Excel puis 
au logiciel Matlab. Nous considerons le cas de la construction d’un arbre binomial a 
3 pas (N = 3) pour un call europeen aux caracteristiques suivantes: S = X = 100$; 
T = 0,25 ;r = 0%et a = 0,l. Nous voulons solutionner cet arbre de fa 9 on acceleree 
en recourant a Fequation (1). On calcule d’abord les vecteurs et b d’apres les 
donnees du probleme .■ 


C.f 


9,04 

2,92 

0 

0 


b = 


0,4928 

0,5072 

0 

0 


46. Sur les applications de la transformee de Fourier en finance, on consultera, entre autres : A. Cerny 
(2004), Mathematical Techniques in Finance: Tools for Incomplete Markets, Princeton University 
Press, Princeton, chap. 7. 11 est a noter que nous avons modifie la transformee de Fourier qui apparait 
dans ce manuel pour calculer le prix d’un call europeen. De meme, nous utilisons les langages Excel 
et Matlab et non le langage Gauss pour calculer cette fonction. 
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Puis nous appliquons la formule (1) pour calculer le prix du call europeen. 
L’utilitaire d’analyse d’Excel permet d’effectuer les transformees de Fourier d’un 
vecteur de meme que sa transformee inverse. La transformee inverse de soil 
3 '(C.J.), est egale a: 

2.99 

2.26+0.73i 

1.53 

2.26-0.73i 

oil i = ^1 , soil un nombre imaginaire. 

Tandis que la transformee de Fourier du vecteur b est de : 

1 

0.4928-0.50721 

-1.44E-002 

0.4928+0.5072i 

L’ equation (1) nous indique qu’il faut elever ce vecteur a I’exposant N, ici 3. Nous 
nous servons done de la fonction Excel suivante pour effectuer cette operation : 

= complexe.exposant(nombre 1, exposant) 

A la suite de cette operation, nous obtenons le vecteur suivant, soit 3(b)'^ : 

1 

-0.260643733504-0.2390452264961 

-2.985984E-006-i-1.09699649364359E-021i 

-0.260643733504-1-0.2390452264961 

L’ equation (1) indique qu’il faut multiplier les deux vecteurs 3 '(C.j) et 3(5)^^ et 
effectuer par la suite une autre transformee de Fourier sur le produit de ces deux 
vecteurs pour en arriver au resultat soubaite. Pour effectuer le produit de deux nombres 
complexes, nous nous servons de la fonction Excel suivante : 

= complexe. produit (nombre 1, nombre 2) 

Le produit des deux vecteurs donne le resultat suivant : 

2.99 

-0.414551 82237696-0.7305 1 2 1 37338881 

-4.56855552E-006-r1.67840463527469E-0211 

-0.41455182237696-r0.730512137338881 
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Pour calculer le prix de Paction, il faut effectuer une derniere transformee de Fourier 
sur ce vecteur, selon P equation (1). On obtient: 

2.16089178669056 

1.52898029387776 

3.8190990761984 

4.45102884323328 

Le prix du call europeen est la premiere cellule de ce vecteur, soit 2,16$. Ce resultat 
est identique a celui que Pon obtiendrait en solutionnant directement Parbre binomial 
sans recourir a la transformee de Fourier. On voit que les nombres complexes ne sont 
que subsidiaires aux calculs. Ils disparaissent lors de la solution finale. Le prix de ce 
call est de 1,99$ selon Pequation de Black et Scboles. 

Nous recourons maintenant au logiciel Matlab pour calculer Pequation (1). 
Dans ce logiciel, la fonction fftn effectue la transformee de Fourier d’un vecteur de 
dimension n. Par exemple, fftn(c) commande la transformee du vecteur c. Par ailleurs, 
la fonction ifftn effectue la transformee inverse de Fourier d’un vecteur. 

Nous ecrivons d’abord le vecteur c dans le logiciel Matlab : 

» c=[9.04 2.92 0 0] 
c=9.0400 2.9200 0 0 


Puis le vecteur b : 


» b=[.4927.5073 0 0] 
b=0.4927 0.5073 0 0 

Puis nous ecrivons la formule (1) dans le langage Matlab : 

» pro=fftn(ifftn(c).*((1)*fftn(b)).''3) 
pro=2.1600 1.5295 3.8200 4.4505 

Nous obtenons done le meme vecteur que celui du logiciel Excel. II est a noter que 
nous avons ecrit Pequation (1) d’un seul trait dans Matlab. Nous avons fait suivre 
les vecteurs de points, par exemple nous avons ecrit : ifftn(c)., pour bien signifier que 
nous voulons effectuer des operations terme par terme sur les vecteurs et non des 
operations matricielles classiques. Matlab estime done le prix du call a 2,16$ en 
recourant a la transformee de Fourier, soit un prix identique a celui que nous avons 
obtenu avec le logiciel Excel. 
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Pour se rapprocher davantage de la solution donnee par Black et Scholes, on 
pent fixer le nombre de pas a 10. Le vecteur C.j. des payoffs de I’option a I’echeance 
est alors de : 


» c=[17.12 13.48 9.95 6.52 3.21 0 0 0 0 0 0] 
c=Columns 1 through 7 
17.1200 13.4800 9.9500 6.5200 3.2100 0 0 
Columns 8 through 11 
0 0 0 0 

Tandis que le vecteur b est de : 

» b=[.4960.5040 00000000 0] 
b=Columns 1 through 7 
0.4960 0.5040 0 0 0 0 0 
Columns 8 through 11 
0 0 0 0 

La solution pour le prix du call est done : 

» pro=fftn(ifftn(c).*((1)*fftn(b)).^10) 
pro=Columns 1 through 7 
1.9429 0.7586 0.3955 0.9752 2.8055 5.7268 8.5574 
Columns 8 through 11 
9.7798 8.8565 6.5265 3.9553 

Avec 10 pas, la valeur du call est done de 1,94$, chiffre plus rapproche de la valeur 

theorique du call, a hauteur de 1,99$, qu’avec seulement 3 pas. 
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Resume 

Le risque est un concept multidimensionnel. C’est pour cette raison qu’il est tres 
difficile a mesurer. Ces demieres annees, la theorie du risque s’est ralliee a celle de la 
dominance stochastique, qui semble une voie tres prometteuse pour en arriver eventuel- 
lement a une approche integree du risque. En privilegiant la distribution cumulative, 
les nouvelles theories du risque s’attacbent en effet a la forme de la distribution des 
rendements, ce que ne faisaient que tres sommairement les theories traditionnelles du 
risque, car elles tenaient pour acquise la normalite de la distribution des rendements. 
Or, cette distribution n’est pas normale. 

La theorie moderne du risque integre progressivement les enseignements de la 
theorie des options. Par exemple, les payoffs causes par un evenement rare defavorable 
sont assimilables a ceux d’une position a decouvert dans une option de vente. On se 
sert done maintenant de plus en plus des payoffs d’une option pour mesurer le risque. 
A cet egard, I’indicateur omega recourt au prix d’un put a court terme pour mesurer 
le risque d’un portefeuille. Ce prix mesure alors le cout de proteger ce portefeuille, 
cout que I’on peut done assimiler au risque dudit portefeuille. Certes, les perspectives 
qu’ouvre la theorie des options pour la mesure du risque s’averent tres prometteuses, 
les options pouvant en effet representer tons les moments d’une distribution. L’ ap- 
proche au risque par les cumulants d’une distribution est une autre voie d’avenir. 
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ANNEXE 

MODIFICATION DU PROGRAMME 
DE BOOTSTRAPPING 


Au tableau Al, on retrouve le programme Visual Basic qui nous permet de boot- 
strapper la serie temporelle originale a chaque iteration et non la serie resultant de la 
derniere iteration, comme nous I’avons fait a la section 5.2. Nous avons bootstrappe 
le portefeuille anterieur de trois actions du secteur de la biotechnologie. Pour ce faire, 
a cbaque iteration, nous recopions dans une colonne du cbiffrier la serie originale, 
que nous bootstrappons par la suite. 

Tableau Al Programme Visual Basic du bootstrapping d’un portefeuille 
compose de trois titres biotechnologiques, le bootstrap 
s’effectuant constamment sur la serie originale 

Sub VarinO 

Range("starttime")=Time 
Range("01:015000").CIearContents 
For lteration=1 To Range("iiterations") 

For Row=1 To 574 
Range("TSE").Cells(Row, 1)=Rnd 

Range("tsecopie").Cells(Row, 1 )=Range("tse300").Cells(Row, 1 ) 

Next Row 

Range("c2:d574"). Select 

Selection. Sort Key1:=Range("d2"), 0rder1:=xlAscending, Header:=xlNo, _ 

0rderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=xlTopToBottom 
Range("returndata").Cells(lteration, 1 )=Range("rmoyen") 

Next Iteration 

Range("elapsed")=Time-Range("starttime") 

End Sub 


La distribution des rendements du portefeuille qui resulte du bootstrapping 
se retrouve a la figure Al. 
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Figure A 1 Distribution d’un portefeuille de trois titres bio 



Rendement 


A la figure A2 se retrouve le meme exercice sauf qu’on utilise la technique du 
bootstrapping qui effectue, a chaque iteration, le bootstrapping de la serie obtenue 
lors de I’iteration anterieure. On constate que les differences entre les graphiques A-1 
et A-2 sont mineures. Comme nous le disions anterieurement, des differences risquent 
d’apparaitre dans un exercice de bootstrapping sans remise. 

Figure A2 Distribution d’un portefeuille de trois titres bio 



-100,00% -50,00% 0,00% 50,00% 100,00% 150,00% 

Rendement 
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CHAPITRE 


17 

L'ASSURANCE 
DE PORTEFEUILLE 


U assurance de portefeuille est un terme generique utilise pour decrire les strategies 
qui visent a proteger le capital d’un investisseur. Nous avons deja fraye avec les tech- 
niques d’assurance de portefeuille. Nous savons qu’un put constitue une assurance 
pour une position en compte {long) dans un portefeuille d’actions, alors qu’un call 
constitue une assurance pour une position a decouvert {short) dans un portefeuille. 
Nous avons egalement etudie auparavant la technique de couverture par le delta, qui 
constitue une forme de police d’assurance. 

Nous ouvrons cet article en montrant que I’assurance d’un portefeuille peut etre 
ohtenue soil en detenant des options ou des contrats a terme, soit par des operations 
dites de couverture dynamique, qui visent a reproduire les contrats que sont les options 
ou les contrats a terme. Nous nous concentrerons plus specifiquement sur 1’ assurance 
de portefeuille a I’aide d’options. II faut comprendre ici que tout portefeuille a une 
position delta. On pourra reproduire un portefeuille compose d’options et d’actions 
en utilisant un portefeuille compose d’actions et de numeraire qui a la meme position 
delta que ledit portefeuille comprenant des options. II faudra par consequent ajuster 
continuellement la composition du portefeuille dupliquant pour qu’il offre la meme 
protection que le portefeuille d’options. 

Puis nous nous concentrerons sur la couverture d’un portefeuille en utilisant 
la formule de Black et Scholes pour reproduire, a I’aide d’un portefeuille constitue 
d’actions et de numeraire, un portefeuille d’actions qui est protege par des options. 
Finalement, nous exposerons une methode qui ne fait pas appel aux options pour 
assurer un portefeuille : la methode CPPI de Black et Jones (1988). 


© 2006 - Presses de I'Universite du Quebec 

Edifice Le Delta i, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


548 Finance computationnelle et gestion des risques 


1. Construction d'un portefeuille dupliquant’ 

Supposons qu’un investisseur veuille reproduire un portefeuille comportant 1 000 
actions et 1 OOOputs^. Les donnees ay ant trait a chaque put sont les suivantes : S (prix 
de Faction) : 45 $ ; X (prix d’exercice) : 45 $ ; T (duree du put) : 0,25 an ; r^ (taux sans 
risque) : 2 % ; a (volatilite) : 25 %. Chaque put ayant un prix d’exercice de 45 $, notre 
investisseur est assure d’un prix de revente pour chaque action au moins egal a 45 $. 
Si le prix de Faction tomhe en dega de 45 $, il exercera ses puts, qui lui permettront 
d’ecouler chacune de ses actions a 45$. Si le prix de Faction se situe au-dessus de 
45$ a Fecheance des puts, ceux-ci seront alors sans valeur. 

Le prix de ce put est de 2,126 6 $ en vertu de la formule de B-S. Pour calculer 
son delta, on recourt a la parite put-call, c’est-a-dire : 

P = C - S + 

Pour calculer le delta du put, on derive P par rapport a S. On ohtient : 

3S 3S dS dS 


Le delta du put est done egal au delta du call moins 1. Comme le delta 
d’un call ne saurait exceder 1, le delta d’un put est negatif, c’est-a-dire qu’un put se 
deprecie quand le prix de Faction sous-jacente augmente. Pour les donnees de notre 
prohleme, le delta du call est de 0,541. Le delta du put correspondant est done de 
-0,459. 

La position delta de ce portefeuille se definit comme suit : 

Position delta = (Delta action x Nomhre d’ actions) + (Delta put x Nomhre de puts) 

Pour le cas qui nous interesse, la position delta du portefeuille compose de 
1 000 actions et de 1 000 options est de : 

(1 000 X 1) -(- (1 000 X -0,459) = 541 

3S 

puisque le delta d’une action, egal a — , est hien stir egal a 1. Ce portefeuille a done 

une exposition au prix de Faction qui est egale a 541. La couverture a pour effet de 
neutraliser 459 actions. 


1. Sur ce sujet, on consultera Clarke (1992) et Brown (1994). 

2. En fait, un put s’applique a 100 actions, mais nous allouons un put par action par souci de 
simplification. 
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Un investisseur detient un portefeuille de 1 000 actions et desire la meme 
protection qu’un portefeuille compose de 1 000 actions et de 1 000 puts. Pour ce faire, 
il doit vendre a decouvert 459 actions et detenir le produit de la vente en numeraire. 
Comme on le verra plus specifiquement dans la section suivante, un put equivaut a 
une vente a decouvert d’ actions accompagnee d’un pret. Les valeurs en cause seront 
alors specifiees. 

Le prix de Paction baisse par la suite a 35 $. Logiquement, le portefeuille qui ne 
comporte que des actions et du numeraire a besoin de plus de protection. Les ventes 
a decouvert doivent augmenter davantage. Pour en juger, calculons la position delta 
du portefeuille compose de 1 000 actions et de 1 000 puts. A 35 $, le delta du put 
est de -0,972. La position delta de ce portefeuille est done de : 28. La position delta 
du portefeuille qui n’est compose que d’actions et de numeraire doit etre ramenee 
a 28. Pour ce faire, Pinvestisseur doit vendre a decouvert un montant additionnel 
d’actions egal a 513, ce qui portera le nombre total d’actions vendues a decouvert a 
972 actions. La position delta du portefeuille compose d’actions et de numeraire sera 
alors reduite a 28. Comme le prix de Paction a diminue, le portefeuille comprend 
moins d’ actions et davantage de numeraire, comme il se doit dans un marcbe baissier 
pour un portefeuille que Pon veut proteger. 

Plutot que de diminuer a 35$, le prix de Paction augmente a 55$. Le porte- 
feuille compose d’actions et de numeraire a alors besoin de moins de protection pour 
equivaloir a un portefeuille compose de 1 000 actions et 1 000 puts. A 55 $, le put 
est tres bors-jeu puisque son delta est egal a -0,044. La position delta du portefeuille 
compose de 1 000 actions et 1 000 puts est alors de 956. Le nombre de ventes a decou- 
vert du portefeuille compose d’actions et de numeraire doit etre reduit. Ce portefeuille 
ne doit comporter main tenant que 44 ventes a decouvert. Au prix de Paction de 45 $, 
le nombre de ventes a decouvert se situait a 459. Un montant de 415 actions doivent 
done etre racbetees pour maintenir P equivalence. 

Pour degager le principe general de Passurance de portefeuille, suppo- 
sons que Pon veuille reproduire un portefeuille compose d’une action et d’un put, 
e’est-a-dire : 


n = s + p 

Il est facile d’etablir que le delta de ce portefeuille est egal a AC . Le coef- 
ficient delta mesure le risque de ce portefeuille. Un portefeuille compose d’actions 
et de numeraire qui reproduit PI doit avoir le meme delta. Ce portefeuille, designe 
par R, est egal a : 


R = mS + Numeraire 

oil m < 1 . Comme R = S, la valeur du numeraire est de : 

Numeraire = (1 - m)S 
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Le delta du portefeuille R, soil — , est egal a m. Pour que le portefeuille R 

3S 

replique le portefeuille 11 , 11 faut done qu’en tout temps : 

Soit \mput aux caracteristiques suivantes : S = 100, X = 80, r^ = 2 %, T = 1 an, 
a = 25% . On veut reproduire un portefeuille qui comprend une action et un put. Le 
tableau 17.1 donne la proportion d’actions que doit comporter le portefeuille dupli- 
quant en fonction du prix de Paction. 


Tableau 17.1 Evolution de m en fonction de S : protective put 


s 

m 

100 

0,87 

90 

0,75 

80 

0,58 

70 

0,37 

60 

0,17 


La strategic que nous venons d’ analyser est celle du protective put. Comme 
on le constate au tableau 17.1, le portefeuille R qui veut reproduire cette strategic 
doit comporter de moins en moins d’actions a mesure que le prix de Paction baisse. 
Cela parait bien raisonnable, car on doit evidemment detenir moins d’actions et plus 
de numeraire dans un marcbe baissier. Dans le jargon du CAPM, on dirait qu’il faut 
abaisser le beta de son portefeuille en detenant une proportion moins elevee d’actions 
et une proportion plus importante de liquidites. 

Nous voulons maintenant analyser une autre strategic fort connue, celle du 
covered call. Le portefeuille 11 est maintenant egal a : 

n = s-c 

Par exemple, supposons qu’un investisseur ait vendu des calls. II encaisse la prime, 
mais il s’expose a un risque d’exercice. En effet, si, a Pecbeance du call, le prix de 
Paction sous-jacente est plus eleve que le prix d’exercice, le call sera exerce et la 
perte de P investisseur peut alors etre illimitee. Pour se premunir contre cette perte, 
Pinvestisseur se porte acquereur du sous-jacent. D’ou la justification de la strategic 
dite covered call. 

On veut repliquer cette strategic par un portefeuille R compose d’actions et 
de numeraire. La condition suivante doit done etre realisee : 
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Le tableau 17.2 donne la proportion d’actions que doit comporter le portefeuille 
dupliquant en fonction du prix de Taction pour un call ayant les memes specifications 
que le put precedent. 


Tableau 17.2 Evolution de m en fonction de S : covered call 


s 

m 

100 

0,13 

90 

0,25 

80 

0,42 

70 

0,63 

60 

0,83 


Comme on le constate au tableau 17.2, cede strategie est Tinverse de celle du 
protective put. Si le prix de Taction est superieur au prix d’exercice, ici 80, le call est 
en jeu. Le delta du covered call, qui est egal a (1 - AJ, est alors faible puisque A^, est 
alors eleve. Autrement dit, le potentiel de bausse de ce portefeuille est limite par la 
probabilite importante d’exercice du call. Le portefeuille replique R, qui doit avoir 
le meme delta que le covered call, comporte alors une proportion faible d’actions et 
une proportion elevee de numeraire. Par ailleurs, si le prix de Taction est inferieur 
au prix d’exercice, la volatilite du covered call n’est plus limitee par la probabilite 
d’exercice du call, qui est alors faible. Le delta de la strategie covered call est alors 
important. II s’ensuit que la proportion d’actions dans le portefeuille dupliquant R 
doit alors etre elevee, ce qu’indique le tableau 17.2. En effet, qui dit delta important 
dit proportion elevee d’actions, le delta mesurant la sensibilite d’un portefeuille au 
cours de Taction. 


2. Simulation d'un portefeuille assure 


Nous avons pu constater dans la section precedente qu’un portefeuille de puts pouvait 
etre reproduit par une position a decouvert dans des actions accompagnee d’un pret, 
que Ton pent egalement representer par la detention d’une obligation a coupon zero. 
Pour mieux s’en convaincre, reecrivons la formule de B-S pour un puf. 


P = -SN(-di) + Xe"'^N(-d2) 


ou: 


d,= 


f S ^ 

( aM 

— + 

r + — 

UJ 

1 2 J 


aVr 

dj = dj - a^/T 
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En vertu de cette formule, un put equivaut a detenir une position a decouvert a 
hauteur de N(-dj) dans une action, accompagnee d’un placement egal a Xe (-d 2 ) 
dans une obligation a coupon zero. 

Dans la section precedente, nous avons vu comment on pouvait reproduire 
un portefeuille compose d’une action et d’un put par un autre compose strictement 
d’actions et de numeraire. Dans cette section, nous voulons simuler ce dernier porte- 
feuille et montrer qu’il apporte effectivement la meme protection que celui qui est 
compose d’une action et d’un put. 

L’investissement total dans un protective put est le suivant ^ : 

n = S-i-P 


En rempla^ant P par sa valeur donnee par I’equation de Black et Scholes, nous 
obtenons : 


n = S- SN(-d,) + Xe"‘'^N(-d 2 ) = S[l- N(-di)]-l- Xe"'^N(-d 2 ) 


Puisque N (-dj ) = 1 - N (dj ) , il s’ensuit que : 

n = SN(di)-rXe"'^N(-d2) 

Ea proportion du portefeuille investie dans les actions, representee par w, est done 
de : 


CO = 


SN(d.) 

S-i-P 


Ee reliquat (l - co) est investi dans des obligations a coupon zero, e’est-a-dire : 

Xe"’^N(-d2) 


1- CO = 


S-i-P 


( 1 ) 


(2) 


Nous voulons reproduire la couverture que procure un protective put a I’aide 
d’un portefeuille compose d’actions et d’obligations a coupon zero (bons). Pour ce 
faire, nous devons en tout temps detenir des actions et des bons dans les proportions 
donnees par les equations (1) et (2). II s’agit ici d’une couverture dynamique'^, puisque 
le prix de Paction et le temps sont des variables qui modifient constamment lesdites 
proportions. Notons egalement que le portefeuille dupliquant doit s’autofinancer, 
en ce sens qu’il doit n’y avoir ni ajout ni retrait d’ argent frais du portefeuille. Ees 
reajustements sont effectues a partir des montants disponibles dans le portefeuille. 


3. Nous adoptons ici Fapproche de Benninga (2000), chapitre 17. 

4. Dynamic hedging, en anglais. 
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Soil I’exemple suivant. Les coordonnees d’un put se lisent comme suit: S 
(prix de I’action sous-jacente) : 50$; X (prix d’exercice): 50$; T (duree) : 1 an; r 
(taux sans risque) : 8 % ; a (volatilite de Taction) : 25 %. Ce put vaut 3,10 $ en vertu 
de la formule de B-S. Si un investisseur detient un de ces puts par action, il s’ assure 
que le prix de chaque action ne tombera pas en dega de 50$. Mais disons que de tels 
puts sur les actions que detient un investisseur n’existent pas. L’ investisseur devra 
done obtenir la meme protection par couverture dynamique, e’est-a-dire qu’il devra 
repliquer, a Taide d’actions et de bons, la protection que lui assurerait un portefeuille 
compose d’actions et de puts en nombres egaux. 

Notre investisseur dispose de 1 000 $. Si les puts existaient, il repartirait 
son portefeuille en n actions et en n puts de maniere a ce que le prix de ses actions 
ne diminue pas en de^a de 50$. Il repartirait done son portefeuille de la fagon 
suivante : 


1 000$ = (n X S) + (n X P) = (n X 50) + (n x 3,10) 

On trouve que n est egal a 18,8 actions, soit environ 940$. En dupliquant le 
portefeuille compose de 18,8 actions et de 18,8 puts, Tinvestisseur veut done s’assurer 
que la valeur de son portefeuille ne diminuera pas en dessous de la barre des 940$, ce 
qui equivaut a un plancber de 50$ pour cbacune des actions. Le cout de T assurance 
est done d’environ 60$, ce qui represente la prime totale sur les 18,8 puts^. 

Comment Tinvestisseur peut-il dupliquer le portefeuille compose de 18,8 
actions et de 18,8 putsl Les equations (1) et (2) nous indiquent les proportions dans 
lesquelles doivent etre detenues, en tout temps, les actions et les obligations a coupon 
zero. Comme Tborizon d’investissement est ici de 1 an, nous divisons cette periode 
en 52 semaines pour effectuer la simulation. Nous la subdiviserons par la suite davan- 
tage puisque, pour fonctionner veritablement, cette metbode doit etre effectuee en 
continu, ce qui est evidemment impossible dans la pratique, ne serait-ce qu’en raison 
des frais de transaction. 

Disons que nous sommes au debut de la premiere semaine. L’ investisseur 
dispose de 1 000$. Le prix de Taction est alors de 50$. Sous les donnees du probleme 
qui viennent d’etre fournies, il calcule le prix du put et la proportion d’actions a 
maintenir a partir de Tequation (1). La valeur initiale des actions dans le portefeuille 
est alors : 


nS = (u X 1 000$ 


et la valeur des bons : 


Bons = (1 - co) X 1 000$ 


5. C’est-a-dire : 18,8 x 3,10 60$. 
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A la fin de la premiere semaine, on observe un nouveau prix de I’action, qui 
est obtenu par la formule suivante dans Falgorithme de simulation que nous presen- 
terons ulterieurement : 


S, = S,_i +(p X S X dt) + (a X S x ex Vdtj 


oil e ~ N(0,1) . On postule done que le prix de Faction obtempere a un mouvement 
brownien geometrique. II est a signaler que ce n’est pas le taux sans risque qui deter- 
mine le rendement de Faction dans la simulation. En effet, nous nous situons dans 
Funivers reel et non dans Funivers neutre au risque pour effectuer notre simulation. 
Nous devons done introduire le rendement espere de Faction dans la simulation, que 
nous representons par p et que nous supposons egal a 15% dans notre simulation. 

r S 'l 

Le calcul d’un nouveau prix pour Faction vient modifier du ratio — — la 

Wt-i > 


valeur initiale du portefeuille d’actions. De meme, le portefeuille d’obligations se voit 
bonifie d’une semaine d’interets. Sa valeur initiale s’en voit done multipliee par le 

r 

nombre suivant: . Le portefeuille prend done une nouvelle valeur, soil la somme 

des deux composantes ainsi modifiees. 


Au debut de la semaine 2, il faut recalculer la valeur du put et co a partir 
des nouvelles donnees de la simulation. En effet, le prix de Faction est maintenant 
modifie et une semaine s’ est ecoulee, e’est-a-dire que le put comporte une semaine 
de moins. On refait done les memes calculs que ceux du debut de la semaine 1 avec 
les nouvelles donnes du probleme. A la fin de la semaine 2, on calcule un autre prix 
de Faction et on procede exactement comme a la fin de la semaine 1. Et on repete 
tons ces calculs jusqu’a la fin de la periode de simulation, qui est ici fixee a 1 an. Le 
tableau 17.3 reproduit un programme ecrit en Visual Basic qui foumit la simulation 
du portefeuille dupliquant®. 


Nous avons dit auparavant que Finvestisseur esperait imposer un plancher de 
940$ a la valeur de son portefeuille, fixee initialement a 1 000$, en dupliquant la 
strategie du protective put. Or, il n’en sera pas necessairement ainsi si, comme dans 
la simulation precedente, le pas est de 1 semaine, ce qui constitue un intervalle de 
rajustement encore trop grand pour avoir les resultats souhaites. Examinons Fun des 
scenarios obtenus, soil celui d’une evolution defavorable du prix de Faction, qui 
apparait a la figure 17.1. 


6. Nous avons ecrit ce programme a partir d'un chiffrier apparaissant au chapitre 17 de Benninga 
(2000). 
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Tableau 17.3 Simulation d’une couverture dynamique 


Sub assurancelO 

S=50 

X=50 

T=1 

r=0.08 

mu=0.15 

sigma=0.25 

port0=1000 

pas=52 

dt=T / pas 

'Semaine 0 

done=(Log(S / X)+(r+0.5*sigma''2)*T) / 
sigma*Sqr(T) 

Range("done").0ffset(0, 0)=done 
Ndone=Application.WorksheetFunction. 
NormSDist(done) 

Nminusdone=Application.WorksheetFunction. 

NormSDist(-done) 
dtwo=done-sigma*Sqr(T) 
Ndtwo=Application.NormSDist(dtwo) 
Nminusdtwo=Application.NormSDist(-dtwo) 
putO=(-S*Nminusdone)+(X*Exp(-r*T)*Nminusdtwo) 
wact=(S*Ndone) / (S+putO) 
wbons=1-wact 
act=wact*portO 
bons=portO-act 
Range("act").0ffset(0, 0)=act 
Range("bons").Offset(0, 0)=bons 
Range("port").0ffset(0, 0)=port0 
'Semaines 1 a 51 

'Valeur du portefeuille a la fin de la semaine 0 
For 1=1 To pas-1 
bons=bons*Exp(r/ pas) 

Range("bons1").0ffset(i, 0)=bons 
Stminus1=S 

Range("stminusr).Offset(i, 0)=Stminus1 
eps=Application.NormSlnv(Rnd) 

'eps=Range("eps1 ").0ffset(i, 0) 
Range("eps").0ffset(i+1, 0)=eps 
S=S+(mu*S*dt)+(sigma*S*eps*Sqr(dt)) 

'Autre fagon de simuler le prix d'une action 
's=s*Exp(mu*dt+sigma*eps*Sqr(dt)) 
Range("pactions").Offset(i, 0)=S 
mult=S / Stminusi 
Range("mult").Offset(i, 0)=mult 
act=act*mult 


Range("act1").0ffset(i, 0)=act 
port=act-tbons 

Range("portr).Offset(i, 0)=port 
Debut de la semaine 1 
dur=i*dt 
Tstar=T-dur 

num=Log(S / X)+((r+0.5*sigma''2)*(Tstar)) 
done=num / (sigma*Sqr(Tstar)) 
Ndone=Application.WorksheetFunction. 
NormSDist(done) 

Range("Ndone").Offset(i, 0)=Ndone 
Nminusdone=Application.WorksheetFunction. 

NormSDist(-done) 
Range("done").Offset(i, 0)=done 
dtwo=done-sigma*Sqr(T-i*dt) 
Ndtwo=Application.NormSDist(dtwo) 
Nminusdtwo=Application.NormSDist(-dtwo) 
puts=(-S*Nminusdone)+(X*Exp(-r*(T- 
i*dt))*Nminusdtwo) 
wact=(S*Ndone) / (S+puts) 
wbons=1-wact 
act=wact*port 
bons=wbons*port 
Range("act").Offset(i, 0)=act 
Range("bons").Offset(i, 0)=bons 
Range("port").Offset(i, 0)=port 
' On est a la fin de la semaine 1 
Next I 

'Semaine 52 
For i=pas To pas 
bons=bons*Exp(r/ pas) 
Range("bons1").0ffset(i, 0)=bons 
Stminus1=S 

Range("stminusr).Offset(i, 0)=Stminus1 
'eps=Application.NormSlnv(Rnd) 
eps=Range("eps1").0ffset(i, 0) 
Range("eps").0ffset(i+1, 0)=eps 
'S=S+(mu*S*dt)+(sigma*S*eps*Sqr(dt)) 
S=S*Exp(mu*dt-tsigma*eps*Sqr(dt)) 

Rangel "pactions"). Offset!!, 0)=S 
mult=S / Stminusi 
Rangel "mult"). Offsetli, 0)=mult 
act=act*mult 

Range("act1"). Offsetli, 0)=act 
port=act-tbons 

Range("port1"). Offsetli, 0)=port 
Next i 

End Sub 
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Figure 17.1 Scenario du prix de Faction 



A la figure 17.1, on remarque que le prix de Faction a baisse durant les 
20 premieres semaines de la simulation pour remonter vers son niveau de depart 
par la suite. Dans le meme temps, le portefeuille dupliquant a suivi une trajectoire 
assez rapprochee mais il se situait en de9a de 940 $ a la tin de la simulation, montant 
qui constituait pourtant le plancher de la couverture. Le pas de la simulation etait 
done encore trop important pour obtenir la couverture voulue. En fait, la valeur du 
portefeuille s ’etait affaissee a 926$ a la fin de la simulation, comme il ressort de la 
figure 17.2. 


Figure 17.2 Evolution du portefeuille dupliquant 



Void une autre fa^on de juger de la performance de la simulation. En vertu de 
la procedure de cette simulation, le portefeuille ne devrait comporter que des actions 
ou des bons a la fin de la simulation. En vertu de la formule (1), si S > X a la fin de la 
simulation, u> devrait etre egal a 1 puisque, dans pared cas, N(d,) ^ 1 . Ee portefeuille 
comporte alors 100% d’ actions. Et si S < X a la fin de la simulation, w devrait alors 
etre egal a 0 puisque, dans ce cas, N (dj ) ^ 0 . Ee portefeuille comporte alors 100 % 
de bons. Dans notre probleme, S < X a la tin de la simulation. Par consequent, si le 
pas est suffisamment petit, le portefeuille ne devrait etre compose que de bons a la 
fin de la simulation. Mais la figure 17.3 indique qu’il contient encore des actions, ce 
qui indique qu’un pas de 1 semaine est encore trop grand. 
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Figure 17.3 Evolution du portefeuille 

de bons d ’actions 




Nous avons done refait le meme exercice, mais en divisant I’annee en 10 000 
sous-intervalles plutot qu’en semaines, ce qui a pour effet d’augmenter de beaucoup 
le nombre de rajustements du portefeuille. Le scenario du prix de Faction retenu 
apparait a la figure 17.4 ; il s’agit encore une fois d’un scenario baissier. 

Figure 17.4 Evolution du prix de Faction 
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Aux figures 17.5 et 17. 6, on retrouve les evolutions correspondantes du porte- 
feuille dupliquant et de ses composantes. 

Figure 17.5 Evolution du portefeuille dupliquant 
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Figure 17.6 Evolution des composantes du portefeuille dupliquant 

Evolution du portefeuille d’actions Evolution du portefeuille de bons 
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A la figure 17.5, on constate que la valeur du portefeuille ne tombe pas en 
dega du plancher en depit du fait que le prix de Faction se situe sensiblement sous le 
prix d’exercice a la fin de la simulation. A la fin du scenario, il frole les 940$, ce qui 
constitue le plancher recherche. On voit egalement a la figure 17.6 que le portefeuille 
ne comporte que des obligations a la fin de la simulation, ce qui est le cas lorsque le 
prix de Faction se situe sous le prix d’exercice a la fin de la simulation. La conver- 
gence de la simulation vers les valeurs limites s’est done bien operee. 

Nous avons effectue 100 simulations du portefeuille dupliquant en fixant le 
pas a 1 semaine. La distribution des resultats, calculee a partir d’un kernel gaussien, 
se retrouve a la figure 17.7. Comme on pent le constater sur cede figure, le resultat 
le plus frequent est celui qui correspond au plancher de 940$ recherche par notre 
gestionnaire, ce qui demontre qu’il n’y a pas de repas gratuit. La distribution fait 
montre egalement d’une asymetrie positive. 

Figure 17.7 Distribution de 100 simulations du portefeuille dupliquant 


Kernel Density (Normal, h = 67,662) 
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De fa 9 on a ce que le lecteur puisse bien maitriser le principe de la duplication 
d’options par un portefeuille constitue uniquement d’ actions et de bons, nous envi- 
sageons main tenant la duplication d’un call. Selon la formule de Black et Scholes, 
un call est egal a 1’ expression suivante : 

C = SN(di)-Xe"^^N(d2) 

Par consequent, un call equivaut a un portefeuille de N(dj) actions finance 
par un emprunt egal a Xe (dj) . Pour dupliquer un call, on suivra done la meme 
procedure que dans le cas precedent. On devra detenir en tout temps dans le porte- 
feuille dupliquant N(dj) actions. Au depart, la valeur des bons (emprunt) sera egale 
a [SN(dj) - call], oil call designe la valeur du call telle que donnee par I’equation 
de Black et Scholes. Cet emprunt constitue le levier du placement. Par la suite, la 
position nette ou V equity^ du portefeuille evoluera, car le prix de Paction se modifie 
et que, de plus, I’interet doit etre paye sur Pemprunt. 

Examinons done le scenario suivant. Un faiseur de marches a vendu un call et 
il veut s’assurer d’etre en mesure d’honorer son payoff ^ a Pecheance si celui-ci est 
positif. II constitue done un portefeuille compose d’ actions et d’emprunts, tel que le 
stipule la formule de Black et Scholes. 

A la semaine 0, il constitue un portefeuille forme de SN(dj) actions et contracte 
un emprunt egal a : [SqN (dj ) - c] , oil C designe le prix du call tel qu’obtenu par la 
formule de B-S et Sq, le prix initial de Paction. 

A la semaine 1, le prix de Paction s’ est modifie de S^ a Sj. A la suite de ce 

§ 

changement, la valeur du portefeuille d’ actions est egale a: actj = — actg, act^ 
etant la valeur du portefeuille d’actions au temps 0. L’ emprunt s’est egalement gonfle 

r 

du montant des interets et est egal a: bonsj = bons^e^^ . La position nette du porte- 
feuille est alors egale a: repj = actj = bonSj. On rajuste alors la valeur du porte- 
feuille de telle sorte que: actj = N(dj)Sj. La valeur de Pemprunt est alors egale a: 
bonsj = actj - repj. Et on precede de la sorte jusqu’a la 52“= semaine. 

A la 52® semaine, on devrait observer, si le portefeuille compose d’actions et 
d’emprunts a bien duplique le call : rep^j = (Sjj - X)"®. Si le call est en jeu, le faiseur 
de marche peut alors honorer Pexercice du call puisque le portefeuille dupliquant lui 
procure un cash-flow egal au payoff du call. 


7. La position nette est la difference entre la valeur du portefeuille d’actions et la valeur des bons 
(emprunt). 

8. Le payoff d'un call est egal it (S - X)* it son echeance. 
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Au tableau 17.4, on retrouve un programme ecrit en Visual Basic dont I’objectif 
est de simuler un portefeuille compose d’ actions et d’un emprunt qui duplique un call. 
Les caracteristiques de ce call sont les suiv antes : S = 100;X = 100;T = l;r = 0,07 ; 
CT = 0,15. Le tableau 17.5 revele I’une de ces simulations. A la fin de la simulation, 
c’est-a-dire a la semaine 52, le prix de Taction est de 113,92$. Le payoff Au call est 
done de 13,92$. Or, la valeur nette du portefeuille dupliquant, a bauteur de 13,96$, 
est pratiquement identique au payoff. Certes, si le pas de la simulation eut ete plus 
petit, les deux resultats eussent ete davantage rapproches. 

Comme en prend acte la figure 17.8, le payoff Au portefeuille dupliquant evolue 
au diapason du prix de Taction. C’est en effet la le principe meme de la duplication. 
La sensibilite du portefeuille dupliquant au prix de Taction doit etre identique a celle 
du call. Or, cette sensibilite, mesuree par N(dj), a tendance a augmenter quand le 
prix de Taction augmente et vice-versa, comme en fait foi la figure 17.9. C’est ce 
qui explique la forte correlation entre le payoff du portefeuille dupliquant et le prix 
de Taction. 


Figure 17.8 Evolution du prix de Faction et du payoff 
du portefeuille dupliquant 
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Figure 17.9 Evolution du prix de Faction et de N(dj) 
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Tableau 17.4 Programme Visual Basic de la simulation 
d’un portefeuille dupliquant un call 


Sub assurance1( ) 

S=100 
X=100 
T=1 
r=0.07 
sigma=0.15 
pas=52 
dt=T / pas 
'Semaine 0 

Rangel "pactions"). Offset(0, 0)=S 
done=(Log(S / X)+(r+0.5*sigma''2)*T) / 
sigma*Sqr(T) 

Rangel "done"). OffsetIO, 0)=done 
Ndone=Application.WorksheetFunction. 
NormSDistIdone) 

Range|"Ndone"). OffsetIO, 0)=Ndone 

dtwo=done-sigma*Sqr|T) 

Ndtwo=Application.NormSDist|dtwo) 

call1=|S*Ndone)-|X*Exp|-r*T)*Ndtwo) 

Range|"calH")=call1 

act=Ndone*S 

bons=act-call1 

Range|"act"). OffsetIO, 0)=act 
Range|"bons"). OffsetIO, 0)=bons 
rep=act-bons 

Range|"rep"). OffsetIO, 0)=rep 
'Semaine 1 

'Valeur du portefeuille a la fin de la semaine 0 
For i=1 To pas-1 
bons=bons*Exp|r / pas) 
'Range|"bons1").0ffset|i, 0)=bons 
Stminus1=S 

'Range|"stminus1").0ffset|i, 0)=Stminus1 
eps=Application.NormSlnv|Rnd) 
'eps=Range|"eps1").0ffset|i, 0) 
'Range|"eps").0ffset|i+1, 0)=eps 
S=S+|r*S*dt)-i-|sigma*S*eps*Sqr|dt)) 

Rangel "pactions"). Offsetli, 0)=S 
mult=S / Stminusi 
'Range|"mult"). Offsetli, 0)=mult 


act=act*mult 

'Range|"act1"). Offsetli, 0)=act 
rep=act-bons 

'Range|"rep1"). Offsetli, 0)=rep 
'Debut de la semaine 1) 
dur=i*dt 
Tstar=T-dur 

num=Log|S / X)+||r+0.5*sigma''2)*|Tstar)) 
done=num / |sigma*Sqr|Tstar)) 
Ndone=Application.WorksbeetFunction. 

NormSDistIdone) 

Range|"done"). Offsetli, 0)=done 
Range|"Ndone"). Offsetli, 0)=Ndone 
act=Ndone*S 
bons=act-rep 

Range|"act"). Offsetli, 0)=act 
Range|"bons"). Offsetli, 0)=bons 
Range|"rep"). Offsetli, 0)=rep 
'On est a la fin de la semaine 1 
Next i 

For i=pas To pas 
bons=bons*Exp|r / pas) 

'Range|"bons1"). Offsetli, 0)=bons 
Stminus1=S 

'Range|"stminus1"). Offsetli, 0)=Stminus1 
eps=Application.NormSlnv|Rnd) 
'eps=Range|"eps1 "). Offsetli, 0) 
'Range|"eps").0ffset|i+1, 0)=eps 
S=S+|r*S*dt)-i-|sigma*S*eps*Sqr|dt)) 
'S=S*Exp|mu*dt+sigma*eps*Sqr|dt)) 
nge|"pactions"). Offsetli, 0)=S 
lt=S / Stminusi 

ange|"mult"). Offsetli, 0)=mult 
t=act*mult 

ange|"act1"). Offsetli, 0)=act 
p=act-bons 

nge|"rep"). Offsetli, 0)=rep 
Next i 

End Sub 
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Tableau 17.5 Scenario d’un portefeuille dupliquant un call 


Semaine 

prix du call 

S 

d1 

N(d1) 

act 

bons 

rep 

0 

9,77309215 

100 

0,54166667 

0,70597592 

70,5975922 

60,8245 

9,77309215 

1 


101,258764 

0,62064052 

0,73258191 

74,1803392 

63,600524 

10,5798152 

2 


101,571751 

0,63717532 

0,73799467 

74,9594112 

64,2359813 

10,7234299 

3 


102,132445 

0,67072023 

0,74880061 

76,4768376 

65,4261481 

11,0506895 

4 


101,091558 

0,59574809 

0,72432824 

73,22347 

63,0403304 

10,1831396 

5 


100,136681 

0,52454495 

0,70005022 

70,1007055 

60,6941293 

9,40657624 

6 


101,843182 

0,6389168 

0,73856147 

75,2174504 

64,6979965 

10,5194539 

7 


97,3264485 

0,30968451 

0,62159956 

60,4980774 

53,4016612 

7,09641629 

8 


98,8920994 

0,41751843 

0,66185038 

65,4517733 

57,4540844 

7,99768893 

9 


100,865414 

0,55573871 

0,71080525 

71,6956662 

62,4693324 

9,22633386 

10 


102,156374 

0,6450642 

0,74055721 

75,6526387 

65,592834 

10,0598047 

11 


98,6990872 

0,38266275 

0,64901508 

64,057196 

56,6460671 

7,4111289 

12 


98,3860597 

0,35139399 

0,63735361 

62,7067099 

55,5750463 

7,13166361 

13 


100,753673 

0,52689736 

0,70086757 

70,6149818 

62,049174 

8,56580781 

14 


102,582897 

0,66191723 

0,74598786 

76,5255959 

66,7613289 

9,764267 

15 


102,032817 

0,61595951 

0,73103938 

74,5900069 

65,3260243 

9,2639826 

16 


105,934934 

0,91264426 

0,81928516 

86,7909198 

74,762334 

12,0285858 

17 


108,57475 

1,11290494 

0,86712537 

94,1479206 

80,0572817 

14,090639 

18 


105,136295 

0,85094737 

0,80260071 

84,3824644 

73,3812395 

11,0012249 

19 


108,865697 

1,14237666 

0,87335126 

95,0779934 

81,1823965 

13,8955969 

20 


108,224781 

1,09663066 

0,86359856 

93,4627648 

80,2362707 

13,226494 

21 


108,51089 

1,12348286 

0,86938376 

94,3376058 

80,9721111 

13,3654947 

22 


110,303265 

1,27213458 

0,89833735 

99,0895421 

84,2748605 

14,8146816 

23 


106,753598 

0,98792585 

0,83840552 

89,5028061 

77,9904454 

11,5123607 

24 


107,416646 

1,04747044 

0,85255867 

91,5789928 

79,6157873 

11,9632055 

25 


107,38576 

1,04957508 

0,85304324 

91,6046968 

79,7750705 

11,8296263 

26 


106,347131 

0,96320558 

0,83227782 

88,5103582 

77,6741892 

10,836169 

27 


107,181746 

1,04242033 

0,85139158 

91,2536358 

79,8274672 

11,4261686 

28 


108,172007 

1,13883035 

0,87261304 

94,3923037 

82,2305677 

12,161736 

29 


106,896236 

1,02873514 

0,84819792 

90,6691656 

79,7314532 

10,9377124 

30 


105,739794 

0,92435493 

0,82234922 

86,9550376 

77,1056202 

9,84941741 

31 


107,979119 

1,14956296 

0,87483804 

94,4642403 

82,877182 

11,5870583 

32 


110,220193 

1,38197777 

0,91651074 

101,01799 

87,5819955 

13,435995 

33 


110,885328 

1,46700177 

0,92881221 

102,991647 

89,0640269 

13,9276199 

34 


116,108796 

2,01108116 

0,97784156 

113,536006 

94,8767397 

18,6592659 

35 


119,517699 

2,3885608 

0,99154275 

118,506907 

96,6420788 

21,8648286 

36 


117,815969 

2,27094009 

0,9884247 

116,452214 

96,4049057 

20,0473079 

37 


119,225423 

2,47363574 

0,9933127 

118,428127 

97,1175432 

21,3105838 

38 


124,479461 

3,09446103 

0,99901415 

124,356743 

97,9580792 

26,3986637 

39 


122,850781 

3,0148369 

0,99871441 

122,692845 

98,0532121 

24,6396331 

40 


123,233394 

3,15941229 

0,99920956 

123,135986 

98,2463146 

24,8896712 

41 


120,205102 

2,9166094 

0,99823071 

119,992424 

98,260995 

21,7314291 

42 


128,482976 

4,04764143 

0,99997413 

128,479653 

98,6173589 

29,8622936 

43 


129,8774 

4,41452875 

0,99999494 

129,876743 

98,7529048 

31,1238383 

44 


124,238723 

3,90133998 

0,99995217 

124,232781 

98,8806173 

25,3521634 

45 


124,895923 

4,23818081 

0,99998873 

124,894515 

99,0183821 

25,8761334 

46 


121,735364 

4,04405064 

0,99997373 

121,732166 

99,1499397 

22,5822265 

47 


118,697172 

3,85306677 

0,99994168 

118,690249 

99,2796957 

19,4105537 

48 


120,92514 

4,71729871 

0,99999881 

120,924995 

99,4203397 

21,5046556 

49 


119,655197 

5,11067227 

0,99999984 

119,655178 

99,5543887 

20,1007895 

50 


115,613411 

5,03806175 

0,99999976 

115,613384 

99,6884859 

15,9248984 

51 


114,478579 

6,57556596 

1 

114,478579 

99,8227992 

14,6557802 

52 


113,917809 





13,9605429 
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3. La technique du coussin^ 


En 1988'°, Black a propose une technique d’assurance de portefeuille a proportion 
constante (CPPI"). Cette technique est simpliste et sa mise en oeuvre ne fait pas appel 
aux options. 

Supposons qu’un investisseur dispose d’un montant P^ pour fins de placement. 
II etahlit d’ahord le plancher de son placement a I’echeance, que nous designons par 
F.p. II en resulte un coussin c qui est egal a : (Pq - Ft® • F’exposition au risque est 
determinee par la proportion d’actifs risques dans le portefeuille. Cette exposition est 
determinee par le produit d’un multiple m et du coussin c. On a : 

E = m X c 


oil E represente I’exposition au risque, qui se confond avec la valeur des actifs 
risques dans le portefeuille. Plus m est important, plus la valeur du portefeuille risque 
de fluctuer. Mais la valeur du portefeuille ne saurait tomber en de 9 a du plancher 
a I’echeance du placement. Si la valeur du portefeuille se situe effectivement au 
niveau plancher a I’echeance du placement, alors tout le portefeuille sera invest! en 
obligations a coupon zero. 

Voici comment se presente Palgorithme de la technique du CPPI. A la semaine 
0, 1’ investisseur fixe F.^ et calcule son coussin. II determine ensuite le montant d’actif 
risque dans son portefeuille par I’equation: E = me. Ee reliquat du portefeuille est 
alloue aux obligations a coupon zero : Bg = Pg - Eg, oil Pg est la valeur initiale du 
portefeuille. 


A la semaine 1, le prix de I’actif risque s’ est modifie de Sg a Sj. Ea valeur du 


portefeuille a done subi le changement suivant : Pj = E^ 


v^o y 


+ Bq 6^^ . Ee gestionnaire 


recalcule done son coussin et refait les calculs precedents. Et la boucle tourne jusqu’a 
la fin de la 52*’ semaine, qui represente I’horizon du placement. 


Au tableau 17.6, on retrouve un programme ecrit en Visual Basic qui simule un 
portefeuille CPPI. Ee portefeuille a au depart une valeur de 100$ et dans la premiere 
simulation, on fixe le plancher a 100$, e’est-a-dire que I’on exclut toute perte de 
capital a I’echeance du placement. Notre investisseur veut en effet preserver a tout le 


9. On trouvera un bon expose de la technique du CPPI dans Das (1997), chapitre 14, dont nous nous 
inspirons. 

10. Nous nous referons ici a Particle de Black et Jones paru en 1988. Mais Black a public d'autres 
articles sur le sujet avec d’autres coauteurs. 

11. CPPI est Pacronyme anglais de : constant proportion portfolio insurance. 
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moins son capital. Le prix de I’actif risque est egalement fixe initialement a 100$ et 
evolue selon un mouvement brownien geometrique. La figure 17.10 met revolution 
du portefeuille en rapport avec celle du prix de Faction. 

Tableau 17.6 Programme Visual Basic de la simulation 
d’un portefeuille CPPI 


Sub coussini ) 

port=100 

s=100 

T=1 

m=5 

r=0.03 

mu=0.1 

sigma=0.2 

pas=52 

dt=T / pas 

FT=80 

'Range("prix").Offset(0, 0)=S 
For i=1 To pas 

cushion=port-(FT*Exp(-r*(T-i*dt))) 


Rangel "cushion"). Offset(i, 0)=cushion 

exposure=cushion*m 

Rangel "exposure"). Offset(i, 0)=exposure 

cash=port-exposure 

Rangel "cash"). Offsetli, 0)=cash 

Sminus1=s 

eps=Application.NormSlnv|Rnd) 
S=S+|mu*S*dt)+|sigma*S*eps*Sqr|dt)) 
Range|"prix"). Offsetli, 0)=S 
port=|exposure*|s / Sminus1))+|cash*Exp|r / 
52)) 

Rangel "portfolio"). Offsetli, 0)=port 
Next i 

End Sub 


Figure 17.10 Evolution du prix de Paction 

et du portefeuille CPPI (F,. = 100) 



Le scenario du prix de Faction que renferme la figure 17.10 est optimiste en ce 
sens que le prix de Faction enregistre une forte appreciation a partir de la semaine 30, 
et ce, jusqu’a la semaine 52, qui tient lieu d’horizon d’investissement. Plutot stable a 
son niveau initial, le portefeuille CPPI s’apprecie quelque peu a la suite de Fescalade 
du prix de Faction, mais cette hausse s’avere toutefois timide. C’est que nous avons 
fixe le plancher a un niveau eleve dans cette simulation. En effet, nous desirons que 
Finvestisseur preserve son capital initial, ce qui diminue de beaucoup la sensibilite 
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du portefeuille a revolution du prix de Taction. En fait, a la fin de simulation, le 
portefeuille ne comprend que 28 % d’ actions en depit de la hausse marquee du prix 
de Taction. 

Nous avons regresse la valeur simulee du portefeuille CPPI, designe par flj , 
sur le prix simule de Taction (S,). Nous avons obtenu le resultat suivant: 

n, = 85,04 + 0,16 S, 

(206,2) (40,66) 

avec, entre parentheses, les statistiques t des coefficients. Le de la regression est 
de 0,97. Comme on pent le constater, la sensibilite du portefeuille au prix de Taction, 
a hauteur de 0,16, est tres moderee en raison du niveau important auquel a ete fixe le 
plancher du portefeuille. Le niveau de la constante, qui est relativement rapproche de 
la valeur initiale du portefeuille, refiete la relative stabilite du portefeuille. 

Pour donner davantage de marge de manoeuvre a notre gestionnaire, nous 
abaissons le plancher a 80$ dans le scenario precedent, tout en conservant le meme 
scenario du prix de Taction. L’evolution du portefeuille correspondant en fonction 
du prix de Taction s’observe a la figure 17.11. 

Comme on pent le constater, Tabaissement du plancher donne lieu a une plus 
grande sensibilite du portefeuille au prix de Taction. La valeur du portefeuille vient 
se situer en dega du niveau du plancher precedent dans la premiere partie du scenario, 
mais se releve rapidement par la suite dans la foulee de la remontee rapide du prix 
de Taction. En fait, le portefeuille final comporte un levier puisqu’il est compose de 
181 % d’actions et de -81 % de numeraire, ce qui constitue Temprunt effectue par le 
gestionnaire de fagon a exercer un effet de levier sur son portefeuille d’actions. 

Ligure 17.11 Evolution du prix de Taction 

et du portefeuille CPPI (F,. = 80) 
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Pour juger de la sensibilite du portefeuille au prix de Paction, nous avons 
regresse une fois de plus le portefeuille simule sur le prix simule de Paction. Nous 
avons obtenu comme resultat : 


n, = 8,82 + 0,88 S, 

(2,8) (29,9) 

Le de la regression se situe a 0,94. L’abaissement du plancber se traduit 
done par une plus grande sensibilite du portefeuille au prix de Paction. Le coefficient 
rattache a Sj passe en effet de 0,16 a 0,88 lorsque le plancber est abaisse de 100$ 
a 80$. La constante a egalement diminue sensiblement et s’avere egalement moins 
significative, ce qui prend acte des plus grandes fluctuations enregistrees par le porte- 
feuille quand son plancber est fixe a un plus faible niveau. 

Le lecteur averti peut se demander si la valeur du portefeuille n’est pas 
egalement sensible a Sj_j, soit le prix de Paction decale d’une semaine, du fait que le 
gestionnaire reagit avec delai. Nous avons done refait la regression precedente, mais 
en introduisant S,_[ au lieu de S, dans la regression. Nous obtenons : 

n, = 7,41-t 0,90 S,_i 

(1,64) (21,27) 

Le de la regression est de 0,90. Comme Pindique cette regression, le porte- 
feuille est plus sensible a S;_j qu’a Sj, du fait que le gestionnaire reagit avec delai. La 
constante n’est egalement plus significative au seuil de confiance de 95 %. 

Nous n’ avons guere analyse jusqu’ici le role du multiple m dans le modele 
CPPI. Pour mieux le visualiser, nous reprenons la derniere simulation de cette section, 
mais en abaissant m de 5 a 1, en retenant toujours le meme scenario du prix de Pac- 
tion. Le resultat se lit a la figure 17.12. 

Figure 17.12 Simulation avec un multiple de 1 

Evolution du prix de Paction et du portefeuille CPPI (F^ = 80) 


1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 


Prix 

Portefeuille 
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La figure 17.12 revele qu’une diminution de m a le meme impact sur le porte- 
feuille qu’un relevement du plancher : la sensibilite du portefeuille au prix de Taction 
s’en voit reduite. Le multiple est done un facteur de risque additionnel dans le modele 
de Black. Plus il est important, plus T aversion pour le risque du gestionnaire est faible 
et plus son portefeuille reagit aux fluctuations du marche. Pour le constater, flxons le 
multiple a 10 plutot qu’a 5 comme dans la simulation precedente (figure 17.13). 

Figure 17.13 Simulation avec un multiple de 10 

Evolution du prix de Taction et du portefeuille CPPI (F^ = 80) 


1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 


Prix 

Portefeuille 



A la flgure 17.13, le gestionnaire a pris davantage de risques qu’a la figure 17. 1 1, 
puisque m est egal a 10 dans le premier cas et a 5 dans le second. Mais son degre 
d’ aversion pour le risque Ta moins servi parce que, d’une part, son portefeuille a 
heurte le plancher de 80$ au milieu de la periode et que, de T autre, son portefeuille 
a termine la periode avec une valeur de 97,31$ plutot que de 130,91$ lorsque le 
multiple est de 5. Voila bien Tessence de la prise de risque. 


Resume 

U assurance de portefeuille vise la protection du capital. Mais, comme toute forme 
d’assurance, elle comporte un cout. Ce cout pent representer le paiement d’une prime 
ou etre constitue d’une participation moindre aux fluctuations du marche, done d’une 
esperance de rendement plus faible. Rendement assure et esperance de rendement 
plus faible vont done de pair. 

Pour bien maitriser le principe de T assurance de portefeuille, nous nous sommes 
attaches dans ce chapitre a montrer comment reproduire une position donnee par un 
protective put. Pour y arriver, nous avons pu constater qu’il faut en tout temps que 
le delta du portefeuille dupliquant soil egal a celui du portefeuille represente par le 
protective put. Les flux monetaires des deux portefeuilles sont alors quasi identiques 
quand le pas de la simulation s’avere suffisamment faible. 
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Nous avons finalement examine un modele qui ne fait pas appel aux options : 
le modele CPPI de Black et Jones (1988). Ce modele repose sur deux parametres : le 
plancher du portefeuille et le multiple. Plus le plancher est faible et le multiple est 
important, plus le risque du portefeuille est eleve. La valeur de ces deux parametres 
est determinee par le degre d’ aversion au risque du gestionnaire. Une fois le plancher 
fixe, une valeur plus elevee pour le multiple se traduira par une plus grande sensibilite 
du portefeuille aux fluctuations du marche. Comme cette sensibilite joue a la hausse 
comme a la baisse, le rendement espere du portefeuille est plus eleve avec un multiple 
important, ce qui n’est pas necessairement le cas pour le rendement realise. C’est la 
I’essence meme du risque. 
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CHAPITRE 


18 

LE RISQUE DE CREDIT 


II n’y a encore que quelques annees, 1’ octroi du credit par une institution financiere etait 
une operation tres sommaire. Les agents habilites a cette fin se contentaient d’etudier 
les rapports comptables de ceux qui sollicitaient des fonds en comparant leurs ratios 
financiers a ceux qui sont associes aux normes de bonne sante financiere. On les classait 
alors dans une categoric de risque qui permettait de fixer la prime de risque sur une 
base de jugement. L’ operation s’arretait la. On ne voyait pas non plus une operation 
de pret comme une constituante du portefeuille de prets de 1’ institution pretense. On 
se souciait done tres peu de la diversification des portefeuilles de prets. 

Mais les choses devaient changer au cours des decennies 1980 et 1990, alors 
que la faillite de grandes entreprises mena 9 a a ce point la sante financiere de leurs 
bailleurs de fonds que certains se virent meme forces de deposer leur bilan. En 1988, 
le Comite de Bale exigea que les banques detiennent un capital suffisant pour couvrir 
leur exposition au risque de credit. Ce capital devait etre au moins egal a 8 % des 
actifs des banques ponderes par leur coefficient de risque respectif. 

Chemin faisant, des modeles se sont developpes pour analyser le risque de 
credit d’une institution financiere. Bien plus, des produits derives pour gerer le 
risque du credit sont apparus sur les marches hors bourse au debut des annees 1990. 
Leur developpement est fulgurant depuis, notamment du cote des swaps de defaut 
de credit'. Le but de ce chapitre est justement d’analyser les modeles proposes pour 
etudier le risque de credit et de faire etat de certains produits derives aptes a couvrir 
cette categoric de risque. 

II existe deux grandes categories de modeles qui visent a quantifier le risque de 
credit, les buts de ces modeles etant grosso modo de calculer un ecart de rendement 
entre la dette d’une entreprise risquee et une dette sans risque aux caracteristiques 
rapprochees choisie comme dette de reference {benchmark), cela dans 1’ esprit du 


1. Soil les credit default swaps (CDS) en anglais. 
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modele original de Merton (1974). Ces deux categories sont : i) les modeles structurels 
qui voient revolution d’une entreprise comme un processus de diffusion. Dans ces 
modeles, le defaut survient quand la valeur de I’entreprise vient se situer en dega de 
la valeur de la dette. La principale carence de ces modeles est que le defaut ne peut 
survenir par surprise puisque la valeur de I’entreprise obtempere a un processus de 
diffusion continu; ii) les modeles a forme reduite. Ces modeles etablissent un lien 
entre la valeur de la firme et le defaut. Le defaut est un evenement imprevisible qui 
suit un processus de Poisson et qui se traduit par une diminution subite de la valeur 
de I’entreprise. En vertu de cette approcbe, la faillite n’est pas un processus progressif 
comme c’est le cas dans les modeles structurels. Enfin, les modeles bybrides partici- 
pent de la nature des modeles structurels et des modeles a forme reduite. Ee but de 
ce chapitre est de presenter les modeles d’ analyse du risque de credit qui out marque 
la litterature et de les appliquer aux produits derives du credit les plus en vogue. 


1. Un modele simple de risque de credit^ 

Une institution financiere dispose d’une serie bistorique sur les pertes de son porte- 
feuille de prets. Elle peut done s’en servir pour construire la distribution de ces pertes. 
E’esperance de la perte de credit, notee par E(CE), depend de trois facteurs : 

i) la probabilite de defaut sur ebaque pret. C’est une variable de Bernouilli 
qui prend une valeur de 1 s’il y a defaut et 0 autrement. Son esperance 
est egale a la probabilite de defaut ; 

ii) I’exposition au credit i. Si on associe credit a emprunteur, I’exposition 
vis-a-vis un emprunteur donne represente le montant qui lui a ete prete ; 

Hi) le taux de perte sur un pret. II est egal a (1 - U), oil U represente le taux 
de recouvrement lors du defaut. 

Ees pertes sur prets (CE) sont done egales a : 

N 

CL = ^bj X EC, X tp, 

i=l 

N etant le nombre de prets accordes ; bj, une variable de Bernouilli qui prend la valeur 
1 s’il y a defaut et 0 autrement ; EC,, le montant du pret accorde au i® emprunteur ; tpj, le 
taux de perte sur le pret i qui est egal a : (1 - U;). E’esperance de la perte est done : 

N N 

E(CL) = XE(bJx EC, X tp, = Xp. X EC, x tp, 

i=i i=i 


2. Dans cette section, nous imitons la demarche de Jorion (2005). 
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Supposons que I’esperance de la perte d’un portefeuille de prets ait ete estimee 
a 15 M$ et que I’ecart-type des pertes de ce portefeuille soil de 10 M$. La pire 
perte qu’il puisse survenir avec une probabilite de 99% sur une base annuelle, si 
Ton suppose que la distribution des pertes obeit a une loi normale, est alors de: 
2,33 X 10 M$ = 23,3 M$^. La perte non esperee est alors de : 23,3 - 15 = 8,3 MS'*. 
C’est la le capital que doit detenir I’institution pour couvrir ses pertes. On nomme ce 
capital : CaR, soil I’acronyme de Capital at Risk. 

Le rendement que requiert une institution financiere sur un pret doit etre 
suffisant pour couvrir la perte esperee et une remuneration normale du CaR. Une 
institution qui ne tiendrait compte que de I’esperance des pertes pour remunerer ses 
prets sous-estimerait done le rendement de ses prets. 

Certes, le pricing neutre au risque ne prend en compte que I’esperance des 
pertes pour etablir le rendement des prets. Mais les probabilites neutres au risque ne 
sont pas egales aux probabilites objectives. Les probabilites neutres au risque sont 
en effet contaminees par des primes de risque qui incorporent le degre d’ aversion 
au risque des investisseurs. Ces probabilites emmagasinent done une remuneration 
implicite de la CaR. Les probabilites objectives n’emmagasinent pas une telle remune- 
ration. C’est pourquoi il faut ajouter une remuneration explicite pour le CaR lorsqu’on 
utilise les probabilites objectives. 

On pent formuler I’esperance de la perte de credit d’un portefeuille de maniere 
plus elegante en recourant au calcul integral. E(CL) s’ecrit alors : 

E(CL)= j(bxECxtp)xf(b,EC,tp)x(dbxECx tp) 

Si les trois variables sont independantes, alors on pent ecrire : 

E(CL)= jbf(b)dbx JeC f(EC)dECx jtp f(tp)dtp 
soil le produit des valeurs esperees des trois variables : 

E(CL) = prob(defaut)xE(EC)xE(tp) 

A litre d’exemple, si la probabilite de defaut est de 3 %, I’exposition, de 100 M$ 
et le taux de recouvrement, de 40 %, I’esperance de perte est de : 

E(CE) = 0,03 X 100 x(l - 0,40) = 1,8 M$ 

Ea pire perte de credit (WCE) au seuil c se definit de fa 9 on implicite comme 

suit: 



3. C’est la une mesure relative de la VaR du portefeuille. 

4. C’est la une mesure absolue de la VaR du portefeuille. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


572 Finance computationnelle et gestion des risques 


f(x) etant la fonction de densite des pertes. La variable WCL est representee a la 
figure 18.1. Par exemple, si c est egal a 95 % , on cherche le WCL qui est la borne supe- 
rieure de la surface egale a 5 %, sous la fonction de densite des pertes, comprise entre 
moins I’infini et WCL. La CaR, qui represente la perte non esperee, est egale a: 

CaR = WCL -E (CL) 


Figure 18.1 La CaR 



WCL 

E(CL) 


2. Le risque de credit dans le cadre 

DE l'equation differentielle de Black et Scholes^ 

Nous voulons etablir la distinction entre une obligation sans risque et une obligation 
qui comporte un risque de defaut dans le cadre de l’equation differentielle de Black 
et Scboles. Pour ce faire, nous devons dans un premier temps etablir l’equation 
differentielle du prix de I’obligation sans risque de defaut. Cette demarche ressemble 
beaucoup a celle que nous avons suivie pour introduire les processus de sauts dans 
l’equation differentielle de Black et Scboles, un saut pouvant etre egalement assimile 
a un defaut. 

Supposons que le taux d’interet, designe par r, obeisse au processus d’lto 
suivant : 


dr = u(r, t)dt + w(r, t)dz 


(1) 


5. Pour rediger cette section, nous suivons la demarche de Wilmott (2006). 
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La valeur de I’obligation prend la forme : V(r,t,T), t etant le temps present et T repre- 
sentant la date d’echeance de I’obligation. Pour construire I’equation differentielle 
de V(.), nous devons faire appel a une obligation d’ecbeance differente, car le taux 
d’interet, soil le sous-jacent de Pobligation, n’est pas un actif transige. On se donne 
done deux obligations V[ et Vj, qui ne different que par leur ecbeance. Leur ecbeance 
respective est de Tj et T,. On construit le portefeuille de couverture suivant : 

U = W,-AW, (2) 


On fait appel an lemme d’lto pour ecrire I’equation differentielle de ce portefeuille : 


av, , av. 1 

dfl = — ^dt + — ^dr + -w — 

at ar 2 ar" 


dt- A 


av. 


av. 


1 ,a"v. 


— dt + — ^dr + -w — ^ 

at ar 2 ar" 


dt 


( 3 ) 


Dans cette equation, le facteur de risque est represente par le taux d’interet. II s’agit 
ici d’un risque de marcbe et non d’un risque de credit. Le coefficient de dr est de : 


ar ar ) 


Pour eliminer le risque du portefeuille, il suffit done d’annuler ce terme. II en resulte 
la valeur suivante pour A : 

W. 

En cboisissant cette valeur pour A, on elimme done toute incertitude du portefeuille. 
En remplagant A par sa valeur donnee par I’equation (4) dans I’equation (3), on 
obtient : 


/ 

f 3 


\ 

av, 1 2 a"v, 

— L-f-w — 

at 2 ar" 

at 

f av, 1 2 a"v2 ^ 

— - + -W — ^ 

^ at 2 ar" ^ 


avj 


V 

1 at j 


J 


( 5 ) 


Comme ce portefeuille est sans risque, il doit rapporter le taux d’interet sans risque 
r, e’est-a-dire : 


dn = i-ndt 


( 6 ) 


En substituant les equations (2) et (4) dans 1’ equation (6), on a: 


dll = rlldt = r 



f 3V| ^ 


V.- 

at 

V, 

av. 



^ at , 



( 7 ) 
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En egalisant les equations (5) et (7), on a : 


av, 1 2 dW, 

— ^- + -w — ^ 

at 2 ar' 


at 

av^ 

at 


2^7 \ 


av, 1 2 d% 

- + —W ^ 


at 


ar" 


\ 


f 3V, ^ 


dt = r 


at 

av2 


) 


V at , 



dt (8) 


En regroupant a gauche les termes en Vj de I’equation (8) et ceux en Vj a droite, on 
obtient : 


3v, 1 2 a'v, 

— '- + -W — ^-rV, 

at 2 ar" ‘ 
a% 

ar 


av2 1 2 

— - + -W — ^^-rV, 

at 2 ar" " 


av2 

ar 


( 9 ) 


Dans I’equation (9), le terme de gauche depend de Tj et non de Tj et inversement 
pour celui de droite. Ea seule fagon que ce soit possible est que les deux cotes ne 
dependent pas de T. En enlevant les indices dans 1’ equation (9), on obtient: 


av ^ 1 2 a^v 

at 2 ar^ 

av 

ar 


= a(r,t) 


Appliquons la transformation de Girsanov suivante : 

a(r,t)= w(r,t)/\,(r,t)- u(r,t) 


(10) 


( 11 ) 


En substituant (10) dans (9), on a I’equation differentielle du prix de I’obligation: 


av 1 2 a'v 


av 


1— — ^ + (u-Xw) rV = 0 


at 


ar 


ar 


( 12 ) 


On remarque que I’equation (12) est identique a celle de Black et Scholes sauf pour 

av 

le coefficient de — , qui est egal a (p - ^w) et non a r. En effet, le taux d’interet, 

ar 

soit le sous-jacent de V, n’est pas transige. II en resulte que le drift de I’equation 
du taux d’interet, soit I’equation (1), subsiste dans I’equation differentielle de V. Ea 
transformation de Girsanov de ce drift laisse egalement subsister le prix du marche 
du risque, A,, qui est multiplie par w, soit la volatilite du taux d’interet. 

Pour trouver une solution unique a 1’ equation differentielle (12), nous devons 
imposer une condition finale et deux conditions aux homes. Ea condition finale est: 
V(r,T,T) = 1. Ees conditions aux homes dependent de u et w. Si un coupon K(r,t) est 
regu dans I’intervalle dt, I’equation (12) devient: 

A + i„.^X + („_Xw)A_,v+K(r.t) = 0 

at 2 ar ar 
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Nous introduisons maintenant le risque de defaut dans cede analyse. La proba- 
bilite de defaut entre t et (t + dt) est de pdt. Soil Z la valeur de I’obligation a coupon 
zero sans risque de defaut de meme echeance que Lobligation comportant un risque 
de defaut. La valeur V de Lobligation risquee s’ecrit alors : 

V = 

Le rendement a I’echeance de Lobligation risquee est de : 

log(e~'’‘^~‘*z) logZ ^ 

T-t ~ T-t ^ 

Le risque de defaut se traduit done par Lajout d’un ecart (spread) p au rendement de 
Lobligation risquee. 

Selon Wilmott (2006), ce modele releve des processus de Poisson. Rien n’ ar- 
rive durant un certain temps, puis il se produit un changement soudain d’etat. On se 
souvient que Lequation differentielle de Black et Scholes modifiee par un processus 
de saut d’intensite A, visait a ajouter un ecart A au terme qui represente le terme d’es- 
compte dans cede equation. Par analogie, le risque de defaut transforme Lequation 
differentielle (12) comme suit: 

^ + TW^^^ + (u- A w)^-(r-i-p)V = 0 (13) 

dt 2 dr dr 

La probabilite de defaut a done ete ajoutee dans le coefficient du dernier terme de 
Lequation differentielle. 

Pourquoi la probabilite de defaut p s’ajoute-t-elle dans Lequation differentielle 
(13) ? II faut comprendre ici que le portefeuille d’arbitrage II n’est couvert que contre 
les fluctuations du risque que represente le taux d’interet. II n’est pas protege contre 
le risque de defaut. C’est pour cede raison qu’une compensation s’ajoute a r dans 
le dernier terme de Lequation differentielle (13), une compensation necessaire pour 
remunerer le risque de defaut. 

Au lieu de considerer p comme fixe, on pent Lenvisager comme une variable 
aleatoire. Son equation stochastique s’ecrit: 

dp = ydt -I- bdzj 

On rappelle Lequation stochastique du taux d’interet: 

dr = udt + wdZ| 
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p represente la correlation entre les deux mouvements browniens Zj et Zj. V depend 
maintenant de trois variables : t, r et p. L’ application du lemme d’lto nous permet de 
trouver facilement 1’ equation differentielle de V : 


av 1 2 a"v 1 ^2 a'v ^ a'v 

— + -W — ^ + -0 — ^ + pw5 


av av 


at 


ar 


2 3 ■ + + (r + p)v = 0 

ap arap ar ap 


avec comme condition finale: V(r,p,T) =1^. 


3 . Le modele de Merton ( 1974 ) et ses extensions 

Merton (1974) a propose un modele base sur le levier financier d’une entreprise 
pour expliquer la prime de risque associee a la dette emise par celle-ci. Ce modele 
est original, car il fait appel a 1’ equation de Black et Scboles pour modeliser cette 
prime de risque. 

Supposons qu’une entreprise ait emis n actions. Son bilan comporte egalement 
une emission d’obligations dont la valeur nominale est de F$. La valeur marcbande 
globale des obligations de la compagnie est presentement de Bg et le prix de ses 
actions se situe a S,,. La valeur marcbande courante de cette firme s’etablit done a: 
Vg = Bg + nSg. Solt Vj la valeur de la firme a I’ecbeance des obligafions ef B^^, la 
valeur marcbande des obligafions a I’ecbeance. A la dafe d’ecbeance des obligafions, 
deux evenements sonf possibles : 

1. L’enfreprise esf en mesure de rembourser la valeur nominale de ses obli- 
gations. On a alors : (V^ > F). La dette est alors repayee et les actionnaires 
touebent la valeur residuelle de la firme, e’esf-a-dire (Vj- F) ; 

2. L’ entreprise n’est pas en mesure de rembourser la valeur nominale de ses 
obligations. L’ entreprise depose alors son bilan. Les creanciers prennent 
possession de la firme ef les actionnaires sont laisses pour compte. 

Transposons le raisonnement que nous venons d’effectuer en termes de la 
tbeorie des options. En pretant a la firme, les creanciers se sont veritablement portes 
acquereurs de cette firme et ont vendu une option d’acbat aux actionnaires. En effet, 
les creanciers deviendront proprietaires de la compagnie si la firme fait faillite, et les 
actionnaires exerceront leur option d’acbat a I’ecbeance des obligations si I’entre- 
prise est alors en mesure de rembourser la valeur nominale des obligations qu’elle 
a emises. 


6. Pour plus de details sur cette approche, on consultera Wilmott (2006), chapitre 55. 

7. Si I’entreprise est solvable a I’echeance des obligations, la valeur marcbande des obligations (B.j.) 
est evidemment egale a F, soit la valeur nominale de ces obligations. 
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Transposons le raisonnement que nous venons d’effectuer en termes d’ equa- 
tions. Selon que la firme est solvable ou non a I’echeance des obligations, la valeur 
de celles-ci est egale a : 

Bj = Vj si Vj < F 
Bj = F si Vj > F 

On pent regrouper ces deux equations de la fagon suivante : 

Bj = MIN(F,Vj) 

Cette expression signifie que Bj est egal an minimum des deux valeurs entre paren- 
theses : F ou Vj. Si F est superieur a Vj, la firme est alors insolvable a I’echeance des 
obligations et la valeur marchande des obligations correspond a la valeur de la firme. 
Par ailleurs, si F est inferieur a Vj a I’echeance des obligations, la firme est alors 
solvable et la valeur marchande des obligations est egale a leur valeur nominale. 

Cette derniere equation pent etre reecrite comme suit : 

Bj = Vj-MAX(Vj-F,0) 

En effet, si Vj est superieur a F, le maximum est alors egal a (Vj - F) a la droite de 
I’equation et Bj est alors egal a F. Par ailleurs, si Vj est inferieur a F, le maximum est 
de zero et Bj est alors egal a Vj. On retrouve done les resultats de la fonction MIN. 

C’est ici que I’option d’achat apparait. En effet, on pent ecrire : 

Cj = MAX(Vj-F,0) 

Dans cette expression, Cj designe la valeur terminale d’une option d’achat sur la 
valeur de la firme dont le prix d’exercice est de E. 

Par substitution, on obtient : 

Bj = Vj — Cj 

En rapportant cette equation a la date actuelle (0), on obtient : 

B = V - C 

Selon cette equation, les creanciers controlent la valeur marchande de la firme, 
soit Vq, mais ils ont vendu une option d’achat (-C,,)* a ses actionnaires. C’est bien 
1’ affirmation que nous avons formulee anterieurement et qui pouvait paraitre suspecte 


8. Dans cette equation, (+C) designe une position en compte (long position) dans une option d’achat, 
e’est-a-dire que I’investisseur a achete cette option. (-C) fait reference a une position a decouvert 
{short position) dans une option d’achat et correspond a la vente d’une telle option. 
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au depart : les creanciers, et non les actionnaires, sont proprietaires de la compagnie ! 
Mais ce sont des proprietaires qui ont pieds et poings lies : ils ont en effet vendu une 
option d’achat aux actionnaires de la compagnie. 

On pent egalement exprimer la valeur marchande des obligations d’une compa- 
gnie en termes d’options de vente. Reprenons I’equation qui nous a servi a exprimer 
la valeur marchande des obligations en termes d’options d’achat, soit: 

Bt = MIN(Vt,F) 

Cette equation pent etre reecrite de la fa^on suivante : 

Bt = F-MAX(F-V^,0) 

Or, on salt que : 

Pt = MAX(F-Vt,,0) 

Dans cette expression, P.j. designe la valeur d’une option de vente ecrite sur la 
valeur de la firme et dont le prix d’exercice est de F. 

Par substitution, on obtient finalement : 

B.J. = F — P.J. 

et en ramenant cette equation a la periode presente (0) : 

B„=Fe-^'‘-P„ 

Pour ramener F au temps present, nous I’avons actualise de fagon continue au taux 
sans risque (rj). 

Cette equation offre une autre interpretation de la relation qui existe entre les 
creanciers et les actionnaires dans une entreprise. Dans cette nouvelle perspective, les 
actionnaires demeurent proprietaires de la firme. Ils ont emprunte la valeur presente 
de F et achete une option de vente des creanciers pour se proteger du risque que 
presente la dette. Sans 1’ achat de cette option, les actionnaires n’auraient pas une 
responsabilite limitee. Cette option de vente represente une police d’ assurance pour 
les actionnaires. Si, a I’echeance des obligations, la valeur de la firme s’avere infe- 
rieure a la valeur nominale des obligations, les actionnaires vont exercer leur option 
de vente et abandonner la firme aux creanciers. 

La probabilite que la firme fasse defaut est evidemment egale a celle d’exercer 
I’option de vente, soit N(-d 2 ). L’ equation precedente qui etablit la relation entre 
la valeur marchande de la dette et la valeur d’une option de vente nous permet 
d’ecrire : 


Prix d’une obligation risquee = Prix d’une obligation 
sans risque - Prix d’une option de vente 
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ou encore : 


Prix d’une obligation risquee = Prix d’une obligation sans risque - Prime de risque 

La prime de risque d’une obligation est done assimilable a une option de vente. 
Les obligations risquees vont comporter un escompte relativement aux obligations 
sans risque, dont I’importance variera en fonction des facteurs qui influent sur le prix 
de cette option de vente. 

Nous savons que le prix de I’option de vente europeenne est egal a : 

P = Fe"''‘N(-d2)- VN(-di) 

En substituant la valeur de cette option de vente dans 1’ equation du prix d’une obli- 
gation risquee, soit : 

B = Fe - P 


on obtient : 


B = Fe"^‘‘ 


l-N(-d2)-i- 


VN(-dQ 

Fe"''‘ 


Rempla^ons I’expression entre crochets par K. On a: 


B = Fe '“'K 


K etant le facteur d’escompte d’une obligation risquee. C’est le facteur par lequel il faut 
escompter I’obligation sans risque pour obtenir la valeur de I’obligation risquee. 

II est facile de passer de la derniere expression a la prime de risque, exprimee 
sous forme de rendement, d’une obligation. Comme la composition des interets 
est supposee continue, le taux de rendement de I’obligation risquee (rg) est egal a 
I’expression suivante: 

La prime de risque de 1’ obligation est done egale a : 

Prime de risque = (rg - rj) x 100 

Illustrons les equations que nous venous d’ecrire par I’exemple suivant. La 
valeur marebande d’une firme est de 40 M$ et la valeur nominale de sa dette se cbiffre 
a 39,5 M$. Sa dette ecboit dans un an. Le taux d’interet sans risque est de 10% et 
I’ecart-type de la valeur marebande de la firme est de 0,4. On demande de calculer 
la prime de risque des obligations de cette entreprise. 
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La dette de cede firme est evidemment risquee. En effet, son levier financier, 
a hauteur de 79 (39,5/0,5), s’avere tres eleve. La prime de risque sur les actions de 
cette compagnie devrait etre substantielle. C’est ce que nous revelera le calcul de 
cette prime de risque a partir de I’equation de Black et Scholes. 

Pour calculer la valeur de 1’ option de vente incorporee dans la dette, nous nous 
servons du programme ecrit en Visual Basic qui est reproduit au tableau 18.1. Sous 
les donnees de notre probleme, la valeur du put s’etablit a 5,61 $. 

Tableau 18.1 Programme en Visual Basic du calcul 
du prix d’un put europeen 

Function PutOptionBS(s, x, T, rf, sigma) 

Num=Log(s / x)+(rf+0.5*sigma''2)*T 
d1=Num / (sigma*Sqr(T)) 

Put0ptionBS=-s*Application.NormSDist(-d1)+_ 

x*Exp(-T*rf)*Application.NormSDist(-d1+sigma*Sqr(T)) 

End Function 


La valeur de la dette sans risque est de : 

39,5e^“ = 38,71 

Comme la valeur de la dette risquee est egale a la difference entre la valeur de la 
dette sans risque et la valeur de 1’ option de vente, on a : 

38,71 -5,61 = 33,09 


Le taux de rendement des obligations risquees est alors egal a : 


rg = ln 


38,71 

33,09 


X 100 = 17,67% 


La prime de risque sur de telles obligations est importante, ce qui est conforme a nos 
attentes. Elle est egale a : 


17,67%- 2% = 15,67% 

Cette prime de risque est fortement conditionnee par le niveau de la valeur 
nominale de la dette et par I’ecart-type de la valeur marchande des actifs de I’entre- 
prise. La figure 18.2 prend acte de ces relations. On remarquera incidemment sa forte 
sensibilite a la volatilite des actifs. 
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Figure 18.2 Evolution de la prime de risque 


de la dette en fonction de sa valeur noitiinale en fonction de la volatilite des actifs 



Black et Cox (1976) ont modifie le modele de Merton de maniere a autoriser 
la faillite de I’entreprise avant I’echeance de la dette. Leur modele est done du type 
« temps d’ arret » on stopping time, qui est aussi celui des options americaines. A 
I’interieur de leur modele, la valeur V de I’entreprise obeit a I’equation differentielle 
suivante : 

dV, = V(r-K)dt + Vadz 

oil K est le taux continu de paiement du dividende. Le taux d’interet est fixe, ce qui 
peut etre vu comme I’une des faiblesses de ce modele, dont I’objectif est de modeliser 
le risque de credit. 

Contrairement au modele de Merton (1974), le temps auquel survient la faillite 
n’est pas fixe a I’ecbeance de la dette, etant plutot une fonction du temps. La periode 
T a laquelle survient le defaut est modelisee par 1’ equation suivante : 

X = inf{t>0:V(t)<K(t)} 

oil inf signifie «infimum». C’est-a-dire que Ton reeberebe la periode la plus rappro- 
cbee pour laquelle la valeur V(t) de I’entreprise se situe en-dessous de la barriere 
K(t) qui declencbe la faillite. Certains auteurs preferent ecrire I’equation precedente 
comme suit : 

X = min{ t > 0 ; V(t) < K(t)} 

Le modele de Black et Cox permet de prendre en compte differentes categories de 
dettes qui different selon leur degre d’anciennete au plan du remboursement. Longstaff 
et Sebwartz (1995) ont donne plus de realisme au modele de Black et Cox en rendant 
le taux d’interet stoebastique. Le modele de taux d’interet utilise fut emprunte a 
Vasicek (1977). 
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4. Modelisation dynamique de la probabilite de defaut : 

LES PROBABILITES DE TRANSITION 

Avant d’introduire les matrices de transition, il convient d’etablir une distinction entre 
le rendement promis d’une obligation et son rendement espere. 

Le rendement promis d’une obligation est son rendement a I’ecbeance, dit 
encore «taux de rendement interne ». Lors de son calcul, on suppose que le taux de 
defaut des cash-flows de I’obligation est nul. L’emetteur de I’obligation est solvable 
et remboursera a coup stir les coupons de 1’ obligation de meme que sa valeur 
nominate. 

Supposons maintenant que le taux de defaut ne soit pas nul. Nous voulons 
calculer le rendement espere d’une obligation de 1 an dont le taux annuel du coupon 
est de C et dont la valeur nominate est de VN. II existe une probabilite egale a tt 
que I’emetteur ne soit pas en defaut au cours de I’annee. A, represente le taux de 
recouvrement de la valeur nominate s’il y defaut. Le cash-flow espere de fin d’annee 
pour I’obligation est done de: [n(l + C)VN + (l - ji)AF] . Connaissant le prix de 
r obligation P, on pent calculer le taux de rendement espere f : 

rji(l + C)VN + (l-7r)AF] 

r = =^- 1 

P 

Certes, le taux de rendement espere est inferieur au taux de rendement promis puisque 
ce dernier taux repose sur la certitude que tous les paiements de I’obligation auront 
lieu. II reste qu’a I’equilibre, le taux de rendement espere devra etre proportionne a la 
probabilite de defaut et a la proportion non remboursee des cash-flows de 1’ obligation, 
ces deux facteurs representant le risque de credit de 1’ obligation. Plus ces deux facteurs 
de risque sont importants, plus le rendement espere devra I’etre egalement. 

Les entreprises qui emettent des obligations se voient attribuer une cote par 
une agence de notation. Les agences les plus connues aux Etats-Unis sont Moody’s 
et Standard and Poor’s. Nous supposons ici qu’il n’existe que quatre cotes, par ordre 
croissant de risque: A, B, C et D, la demiere cote correspondant au defaut de paie- 
ment. A partir de ces cotes, nous definissons la matrice de transition qui se retrouve 
au tableau 18.2. 


Tableau 18.2 Matrice de transition 


7t 


AA 


0 

0 


^AB 

^AC 

0 


^BC 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 
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Les probabilites n-- indiquent la probabilite que, dans une periode, 1’ obligation 
se meuve de la cote i a la cote j. Ces probabilites sont conditionnelles puisque la cote 
de depart est i. Pour mieux fixer les idees, introduisons des nombres dans la matrice 
de transition (tableau 18.2). Comme ce sont des probabilites, la somme des nombres 
de cbaque ligne doit etre egale a 1 . 


Tableau 18.3 Matrice de transition d’une entreprise 



A 

B 

C 

D 

3 

0,98 

0,02 

0 

0 

4 

0,03 

0,92 

0,02 

0,03 

5 

0,01 

0,12 

0,7 

0,17 

6 

0 

0 

0 

1 


Selon la matrice du tableau 18.3, si la cote de I’entreprise est de A, la probabilite 
qu’elle soit encore cotee A dans une periode s’etablit a 0,98. II y a par ailleurs une 
probabilite de 0,02 que cette entreprise passe a la cote B dans une periode, condi- 
tionnellement a sa cote A dans la periode courante. Selon la matrice de transition, il 
est impossible qu’une entreprise cotee A a la periode actuelle passe aux cotes C et 
D dans une periode. 

Supposons que les periodes soient des annees. Nous voulons maintenant 
determiner la probabilite cumulative qu’une entreprise cotee i a la fin de la premiere 
annee ait migre dans la cote j a la fin de la seconde annee. Nous allons supposer que 
les probabilites de transition obeissent a une cbaine de Markov. Autrement dit, les 
migrations d’une cote a Tautre sont independantes d’une periode a I’autre. Seules les 
valeurs presentes importent dans un processus de Markov. 

Prenons I’exemple de I’entreprise qui a une cote B au tableau 18.3 et calculons 
la probabilite qu’elle fasse defaut a la fin de I’annee 2. II y a trois avenues pour elle 
d’etre en defaut a la fin de 1’ annee 2. Elle pent avoir migre a la cote A a la fin de 
I’annee 1 et etre en defaut a la fin de Tannee 2. La probabilite d’une telle migration 
est de® : 

p(D 2| Aj)x p(Aj) = 0,03 X 0 = 0 

Selon le tableau 18.3, il existe en effet une probabilite de 0,03 que Tentreprise migre 
de B a A a la fin de 1’ annee 1. Or, si elle se trouve dans cette position a la fin de 
I’annee 1, il est impossible qu’elle soit en defaut a la fin de I’annee 2. 


9. On applique ici la regie de Bayes, c’est-a-dire : p(Dj|A,) 


pIA.uD;) 

P(A,) 
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II y a deux autres voies par lesquelles B peut se trouver en defaut a la fin de 
la seconde annee. Elle peut etre demeuree a la cote B a la tin de I’annee 1 et avoir 
migre a D a la fin de I’annee 2. Ou encore, elle peut avoir migre a C a la fin de 
r annee 1 et etre entree en defaut a la tin de 1’ annee 2. La probabilite totale de ces 
trois mouvements est done de : 

[p(D2|Ai)xp(A,)]+[p(D2|Bi)xp(B,)] + [p(D2|Ci)xp(Ci)] = 

(0 X 0, 03) + (0, 03 X 0, 92) + (0, 17 X 0, 02) = 0, 03 1 

Ce calcul represente la probabilite transitoire (marginale) pour I’entreprise de cote 
B a I’annee 1 d’etre en defaut a I’annee 2. La probabilite cumulative s’obtient en 
additionnant a cede probabilite celle reliee a son defaut a 1’ annee 1, soit 3 % selon le 
tableau 18.3. La probabilite cumulative est done de 6,1 %. 

II existe une fa^on simple de calculer les probabilites cumulatives de chaque 
annee. Ln effet, pour calculer les probabilites cumulatives de la deuxieme annee, il 
suffit de mettre la matrice de transition au carre, e’est-a-dire de la multiplier par elle- 
meme. On obtient alors 11^ : 



A 

B 

C 

D 

10 

0,961 

0,038 

0,0004 

0,0006 

11 

0,0572 

0,8494 

0,0324 

0,061 

12 

0,0204 

0,1946 

0,4924 

0,2926 

13 

0 

0 

0 

1 


Comme on peut le constater dans la matrice Lt^, la probabilite cumulative que I’en- 
treprise de cote B fasse defaut a la tin de I’annee 2 est de 6,1 %, ce qui correspond 
bien au calcul precedent. Cette probabilite correspond a la probabilite de la premiere 
annee, a laquelle s’ajoute la probabilite transitoire de la deuxieme annee. Pour obtenir 
les probabilites cumulatives de la troisieme annee, il suffit d’elever au cube la matrice 
transitoire IT. Et ainsi de suite. 

Les probabilites marginales de chaque annee, e’est-a-dire les accroissements 
des probabilites cumulatives, different selon les cotes. Les probabilites marginales 
des cotes elevees augmentent avec le temps, ce qui se passe de commentaires, tandis 
que celles des cotes faibles augmentent durant les premieres annees puis tendent a 
diminuer par la suite. Selon Jorion (2005), il faut voir la un effet de survie ou de 
retour vers la moyenne. Une entreprise cotee faiblement et qui est passee au travers 
de ses premieres annees a d’autant plus de chances de survivre par la suite, d’oii la 
diminution ulterieure de sa probabilite marginale de defaut. 
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La premiere utilite des matrices de transition est de renseigner sur les proba- 
bilites de defaut. Une autre est de calculer les cash-flows esperes d’un portefeuille 
de prets et d’estimer la C-VaR'°, soil la credit VaR. La C-VaR represente ici la perte 
maximale sur un portefeuille de litres a revenus fixes ou sur un portefeuille de prets 
avec une probabilite donnee. 


Soil une obligation qui paie un coupon annuel C. Nous supposons qu’il existe 
quatre cotes de credit, soil quatre etats de la nature, le dernier representant le defaut. 
Le vecteur des payoffs de cede obligation selon les divers etats de la nature differe 
selon que I’obligation ecboit ou se situe en de^a de sa date d’ecbeance T. Si (t < T), 
le vecteur des payoffs de 1’ obligation est alors le suivant selon les quatre etats de la 
nature : 




C 

C 

h 

0 


On suppose ici que le payoff est de A, si la cote est de C et de 0 si la cote est de 
D. Par ailleurs, si (t = T), c’est-a-dire que I’obligation ecboit, le vecteur des payoffs 
se lit comme suit : 

1 + C 


T .j. 


1 + C 
X 
0 


Pour calculer I’esperance du payoff, nous devons ajouter un vecteur qui specifie 
Petal de la nature dans lequel se situe initialement I’entreprise. Par exemple, si le 
vecteur attribue a I’entreprise est le suivant: 


1 

0 



0 


cela signifie que I’entreprise se situe initialement dans le premier etat, c’est-a-dire 
qu’elle s’est vu attribuer la cote A. L’esperance du payoff pom: ladite obligation est 
done le suivant : 


E['Pj = E„n“p, 

n etant la matrice de transition. 


10. Nous meltons un trait d’union pour distinguer la C-VaR de la CVaR ou CvaR, ce dernier acronyme 
etant reserve a la VaR conditionnelle. 
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Nous pouvons pousser plus avant notre analyse et calculer la perte maximale 
sur une obligation avec une probabilite donnee, soit la C-VaR de cette obliga- 
tion. Nous supposons que I’ecbeance de I’obligation est de 1 an et qu’elle ne pent 
prendre que quatre valeurs V; a la fin de I’annee, i designant I’etat de la nature. 

4 

La valeur esperee de V est de: = ^PjV; , avec p; la probabilite de I’etat i. Par 

P ^ 

ailleurs, I’ecart-type de V se calcule comme suit: cty = iEpiIX • Mais 

comme on sait que : = e(x^)- [E(X)]" , on peutreecrire I’ecart-type comme suit: 

P 2 

= 4 lXPiX^“(^m) ■ Si ^ obtempere a une distribution normale, la C-VaR pent 

etre alors definie comme suit, au seuil de confiance de 95 % : C-VaR = - l,65ay. 

Mais les payoffs de la dette ne sont pas reputes normaux. Les pertes sur prets ont 
plutot une distribution qui est apparentee a celle des payoffs d’un put a decouvert. 
C’est-a-dire que la distribution est nettement leptocurtique et comporte une asymetrie 
negative. 

Cutbbertson et Nitzscbe (2001) fournissent une autre fa 9 on d’evaluer I’espe- 
rance des payoffs d’une obligation a la fin d’une annee de meme que son ecart-type. 
Soit une obligation qui dispose de la cote A au depart. Elle comporte une ecbeance 
de n annees et un coupon annuel de C. On veut evaluer I’esperance de ses payoffs a 
la fin de la premiere annee de meme que leur ecarf-type. 

Supposons que la matrice de fransition ne comporte que trois cotes : A, B et C, 
la derniere etant associee au defaut. La matrice de transition impute des probabilites 
a I’entreprise emettrice de I’obligation pour ces trois cotes. Comme nous evaluons 
I’obligation a la fin de la premiere annee, nous disposons de la structure a terme des 
taux forward pour cbacune des (n - 1) annees qu’il reste a courir a I’obligation a la 
fin de la premiere annee. Considerons la cole A. Pour celle cote, nous devons disposer 
du taux forward fjj, soit le taux d’actualisation qui s’applique de la fin de la premiere 
annee jusqu’a la fin de la deuxieme annee. Nous devons egalemenl disposer du taux 
forward f^, soit le taux qui s’applique de la fin de la premiere annee jusqu’a la fin 
de la troisieme annee et ainsi de suite jusqu’a fj „_j. La structure a terme de ces taux 
differe egalement selon les cotes, car des cotes plus risquees verront leur taux forward 
gonfle par des primes de risque plus importantes. 

A la fin de I’annee 1, I’enlreprise peul elre demeuree dans la cole A ou etre 
passee aux cotes B et C. Si elle est demeuree dans la cote A, la valeur de I’obligation 
est alors de : 


Va,a=C + - 


1 + f, 


- + - 


12 (l + fis) (l + fo) 


+ ...+ - 


(1 + fln)" 
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Et Ton reprend ce calcul pour g et en prenant bien soin de modifier la structure 

a terme des faux forward de maniere a prendre en compte les primes de risque qui 
different d’une cote a 1’ autre. 

On pent alors evaluer comme suit I’esperance des payoffs de 1’ obligation et 
son ecart-type a la fin de la premiere annee : 

v.„,A=ip,v. 

i=l 

oil les p; sont tirees de la matrice de transition. Par ailleurs, I’ecart-type des payoffs 
se calcule comme suit : 

Encore une fois, on pent calculer la C-VaR pour un seuil de confiance de 95 % comme 
suit: C-VaR = - 1,650^. II reste que ce calcul est sujet a caution, comme nous le 

disions anterieurement, car la distribution des pertes d’une dette risquee comporte, a 
I’instar de la distribution des payoffs d’un short put, une asymetrie negative et un fort 
niveau de leptocurtisme. Une fagon de faire face a ce probleme est de se servir d’un 
multiple plus eleve que 1,65 pour calculer la C-VaR au seuil de confiance de 95 %. 
On peuf recourir a 1’ expansion de Cornish-Eisher pour effecfuer cefte correcfion. 


5. Les derives du credit 

Ees derives du credif sonf des fifres confingents donf les payoffs son! relies a la situafion 
de credif d’une enfreprise donnee ou d’une enfite souveraine. Ee marche des derives 
du credif esf relativemenf recent, puisque son origine remonte au debut de la decennie 
1990. Ees produits derives traditionnels offrent une protection contre les risques de 
marche, c’est-a-dire contre les fluctuations des prix des instruments financiers et des 
taux d’interet. Par ailleurs, les derives du credit offrent une protection contre les evene- 
ments de credit susceptibles de causer des pertes a I’investisseur, comme le defaut de 
paiement par I’emetteur d’une obligation. Ees payoffs des derives du credit sont relies 
soil a un evenement du credit, soit a un indicateur du risque de credit. Ils peuvent 
entretenir une relation lineaire ou non lineaire avec ces variables. Ces instruments 
hors-bourse'* sont offerts par des institutions flnancieres a leurs clients. 

Selon Myhre (2003), I’apparition des derives du credit s’explique en partie 
par la reglementation bancaire Internationale mise sur pied par le Comite de Bale 
en 1988. En effet, en vertu de cette reglementation, chaque pret accorde regoit une 
ponderation de 100% s’agissant du calcul du capital reglementaire. Or, si la banque 


11. Over-the-counter, en anglais. 
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le couvre par un derive du credit, ce coefficient s’abaisse a 20%. Le recours aux 
derives du credit permet done a une banque d’ economiser du capital, une denree 
rare, cela va sans dire. 

Le tableau 18.4, tire de Jorion (2005), donne la repartition du marche des 
derives du credit en 2003. 

Tableau 18.4 Repartition des derives du credit, 
en % des valeurs notionnelles, 2003 


Type 

% 

Swaps de defaut de credit 

73% 

Titrisation synthetique 

22% 

Notes liees au credit 

3% 

Swaps a rendement total 

1% 

Options d'ecarts de credit 

1% 

Total 

100% 


5.1. Les swaps de defaut de credit 

Comme I’indique le tableau 18.4, les swaps de defaut de credit dominent tres nettement 
le marche des derives du credit. Dans un swap classique, la partie A paie a la partie 
B un montant fixe par periode, assimilable a une prime d’option ou d’ assurance, et 
s’il n’y a pas defaut, la partie A ne regoit rien. Par ailleurs, si le pret consent! par la 
partie A est mis en defaut, la partie B paie a la partie A la valeur nominale du pret 
dont est retranchee la valeur sur le marche secondaire. 

Le payoff A’ \m swap de defaut de credit est egal au montant suivant: 

Payoff = Valeur notionnelle x Q x I(EC) 

oil la valeur notionnelle est le montant du pret que couvre le swap, Q, le paiement 
par unite de valeur notionnelle et I(EC), la fonction indicatrice qui prend la valeur 1 
si le defaut se produit et 0 autrement. 

II existe une variante au swap de credit classique, soil le swap de credit pur. 
Dans cette operation, la partie qui se couvre, disons A, paie a sa contrepartie B le 
EIBOR auquel s’ajoute un ecart (spread) relie au risque du pret que couvre le swap. 
Ce paiement persiste tant et aussi longtemps qu’il n’y a pas defaut. Eorsque le defaut 
se produit, ce paiement cesse. Par ailleurs, B paie a A le EIBOR sur toute la duree 
du pret, independamment du defaut de paiement. Ces taux d’interet s’appliquent a un 
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montant notionnel qui represente la valeur du pret. Ce montant est dit « notionnel » 
car il ne fait pas I’objet d’un echange. Comme pour tout swap, sa valeur est nulle au 
debut, en ce sens que I’esperance des cash-flows nets actualises du swap est nulle. 

Jorion (2005) note que les swaps de credit sont incorpores'^ a plusieurs instru- 
ments financiers. A titre d’exemple, acheter une obligation risquee revient a acbeter 
une obligation sans risque et a vendre un swap de defaut de credit. 

Longstaff et al. (2003) fournissent un exemple simple de swap de credit. 
Ils supposent que le 23 Janvier 2002, un investisseur qui vent se proteger contre le 
risque de credit acbete une protection de 5 ans contre le defaut d’ obligations dont 
le rendement est de 7,75 % et qui ecboient le premier avril 2007. L’ investisseur a 
par-devers lui 10 000 de ces obligations dont la valeur nominale de cbacune est 
de 1 000$. La valeur notionnelle de la position de I’investisseur se cbiffre done 
a 10 M$. Le swap de credit offre pleine protection de la valeur notionnelle des 
obligations. La prime (spread) est de 169 points de base (1,69%). Cela represente 

une prime de : x 169 points de base par trimestre, oil A represente le nombre de 

jours dans un trimestre. Par consequent, le paiement par trimestre de I’acbeteur de ce 
A A 

swap de credit est de : x (10 x 10'’ $) x 0,016 9 = x 169 000 $. S’il y a defaut, 

360 360 

r investisseur livre ses 10 000 obligations au vendeur du swap et regoit un paiement 
de 10 MS. 


5.1.1. Le modele de Longstaff et al. (2003) 
de la prime du swap de credit 


Longstaff et al. (2003) out developpe un modele a forme reduite qui comporte une 
solution analytique et dont le but est de determiner la prime du swap de credit (spread). 
Le modele comporte deux variables-cles qui suivent un processus stoebastique : p, le 
taux d’interet sans risque, et , I’intensite du defaut qui est modelisee en vertu d’un 
processus de Poisson. Le detenteur du swap de credit recupere une fraction egale a 
(1 - w) de la valeur nominale de I’obligation advenant un defaut. 


Comme p et suivent des processus stoebastiques independants, point n’est 
besoin de specifier la dynamique neutre au risque du taux d’interet. La valeur D(t) de 
I’obligation a coupon zero sans risque est donnee par I’equation suivante : 


D(T) = ELe 


-jr,dt 


12. Embedded, en anglais. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


590 Finance computationnelle et gestion des risques 


Par ailleurs, I’intensite du defaut suit la dynamique neutre au risque 
suivante : 

dX = (a - pX)dt + o^/^dz 


Les ecarts de rendement suivent ainsi un processus de retour vers la moyenne et font 
montre d’heteroscedasticite conditionnelle. Le processus racine carree fait en sorte 
que demeure positif. La probabilite p^ qu’un defaut ne se soit pas produit au temps 
T est egale a : 



Par ailleurs, la fonction de densite du temps jusqu’au defaut est de : 






dt 


II est alors facile de representer la valeur des obligations corporatives et la prime du 
swap de credit comme de simples esperances dans I’univers neutre au risque. Suppo- 
sons que P obligation corporative dont nous voulons analyser le risque de credit verse 
un coupon continu c. Le prix de cette obligation corporative, designe par OC(c,w,T), 
est alors de : 


OC(c,w,T) = E 


T -f (r +A, )ds 

c I e dt 


=i: 


+ E 




+ E 


/ \ (F+^^)ds 

(l-w)£v^“ dt 


Cette expression du prix de I’obligation corporative s’explique facilement. Le premier 
terme du membre de droite represente la valeur presente des coupons promis par 
I’obligation. A I’instar du modele de Merton, on remarque que le risque de defaut 
a pour consequence de rehausser le taux d’actualisation r du coefficient d’intensite 
du defaut X. Le deuxieme terme du membre de droite de cette equation est la valeur 
presente du principal promis, alors que le troisieme terme est la valeur presente des 
montants recuperes advenant I’evenement de defaut. 


Soit s la prime payee par I’acbeteur du swap de credit. Supposons dans un 
premier temps que A, ne soit pas stocbastique. La valeur presente de la prime re9ue 
par I’acbeteur du swap, designee par P(s,T), est egale a: 


P(s,T) = E 


-0r,+X)d! 


dt 


Par ailleurs, I’esperance de la valeur des pertes subie par le vendeur du swap, designee 
par PR(w,T), est egale a : 


PR(w,T) = E 




T -f'(r+X)ds 

e ° dt 
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Pour trouver la prime s, il suffit d’egaliser P(s,t) et PR(w,T). On trouve alors 
facilement : 


Supposons que la perte soil totale lors du defaut, c’est-a-dire que w soil egal a 1. La 
prime du swap de credit est alors egale a X, qui mesure I’intensite du defaut dans la 
distribution de Poisson. Dans I’exemple anterieur, s etait egal a 0,169. Cela revenait 
a dire qu’un defaut etait prevu a environ tons les 6 ans (1 / 0,169). 

Mais le tableau est modifie si A, obtempere a un processus stochastique comme 
dans le modele de Longstaff et al. (2003). P(s,T) est alors egal a : 


Pour fixer la prime s a sa juste valeur, il faut evidemment que I’esperance de 
la prime payee par I’acheteur du swap, soil P(.), soil egale a I’esperance des pertes 
subies par le vendeur du swap, soil PR(.). La valeur esperee des cash-flows nets du 
swap est alors nulle. Pour determiner la prime s du swap de credit, il suffit done 
d’egaler P(.) et PR(.) et d’isoler s : 


La prime s pent alors etre interpretee comme la valeur presente ponderee de A,w . 

Selon Duffle (1999), la prime s represente I’ecart de rendement en regard du 
taux sans risque qu’une obligation corporative a taux flottant devrait verser pour se 
vendre au pair. Selon Longstaff et al. (2003), on pent utiliser comme premiere approxi- 
mation de s I’ecart de rendement entre une obligation corporative et une obligation 
gouvemementale aux dates d’echeance et aux coupons identiques. 

Le modele de Longstaff et al. (2003) comporte une solution analytique. On 
pent en effet ecrire le prix OC de L obligation corporative comme suit : 
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s = Aw 



alors que PR(w,T) est de : 




OC(c,w,T) = cf^D(t)A(t)e®W^dt-f D(T)A(T)e 
J 0 

(l-w)j"D(t)[c(t) + H(t)A]e®W^dt 


B(t)7 
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ou A, est la valeur courante de I’intensite du processus de Poisson et: 

2a 


A(t) = 


^ MP±4l, ' 

e 

V / 


1- K 
1-Ke^‘ 


^ 2 (|) 


a^(l-Ke^‘) 


C(t) = 7(e^‘-l)e 


2^ 

1-K 


H(t) = 


a(P+(t))+(t)CT“ ^ 


1 - Ke*^' 


1-K V 


,1-Ke*' 

I = 


P + ^ 

K = ^ 

P-^ 

La solution analytique de la prime s du swap de credit est la suivante : 

wjJp(t)[c(t)+H(t)A]e^M^dt 

jjD(t)A(t)e«W^t 


5.2. Swap a rendement total 

On suppose qu’une banque a consent! un pret de 100 M$ au taux de 6% et que, pour 
le couvrir, elle se porte acquereur du swap a rendement total (SRT). Dans un tel swap, 
la banque paie a sa contrepartie deux montants : un montant fixe F, qui represente 

grosso modo les interets du prets ; ii) le cbangement dans la valeur du pret, designe 
par P. Le paiement de la banque est done egal a : 

P - P 

Paiement = F + ^ 

Pt-i 

Si la valeur du pret diminue, la banque retirera done une compensation. Par 
ailleurs, la banque revolt le LIBOR auquel s’ajoute un ecart (spread). Supposons que 
la somme de ces deux pourcentages soil de 6%. 

Supposons que la valeur du pret ait diminue de 5%. La banque devra done 
payer a sa contrepartie 1 % (6% - 5 %) et recevra de sa contrepartie 6%. Sa recette 
nette est done de 5 %. Ce pourcentage compense la banque pour la ebute de la valeur 
du pret qu’elle a consent!. 
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5.3. Options de credit 

Soil I’ecart SP {spread) entre le taux de rendement d’une obligation risquee et celui 
d’une obligation sans risque. Le payoff h. I’ecbeance d’une option d’ecart de credit 
est egal an montant suivant : 

Payoff = SP X Duree modifiee x Valeur notionnelle 

On ne recourt pas ici a la fonction MAX puisque SP est necessairement positif. Le 
prix de cette option se determine comme a I’accoutumee, c’est-a-dire : 

C = {Payoff) 

oil T est la date d’ecbeance de I’option et E'^(.), I’operateur du calcul d’une esperance 
neutre an risque. 

Supposons qu’une banque ait consenti un pret d’un risque equivalant a celui de 
I’obligation risquee qui entre dans le calcul du prix de I’option. Si le pret se deprecie, 
la banque recuperera en tout ou partie cette perte, car I’ecart de rendement qui entre 
dans le calcul A\x payoff Ae, I’option qu’elle detient aura augmente. 

L’ecart qui entre dans le calcul de I’option peut etre aussi egal a la difference 
entre les rendements de deux obligations de risque different, soit (SPj - SPj). Le 
payoff Ae I’option de credit est alors egal a : 

Payoff = MAX(SP[ - SP2,0) x Duree modifiee x Valeur notionnelle 

Un put de defaut autorise par ailleurs la vente d’une obligation risquee a un 
prix d’exercice donne s’il y a defaut. Le payoff Ae I’option est done de : 

Payoff = Prix d’exercice x I(EC) 

I(EC) etant la fonction indicatrice, qui prend la valeur 1 s’il y a defaut et 0 autrement. 
S’il n’y a pas defaut, la banque perd la prime. Un put de defaut est done a proprement 
parler I’equivalent d’une police d’assurance. 

Par ailleurs, une option d’eebange permet d’eebanger une obligation risquee 
B* contre un montant donne d’option sans risque. Ee payoff A’ une telle option est 
egal a : 

Payoff = {qB-B*y 

oil B est la valeur de I’obligation sans risque, B* est la valeur de I’obligation risquee 
et (q < 1). 
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5.4. Contrat a terme [forward) de credit 

Un tel contrat est ecrit sur une obligation qui sert d’indice de reference {benchmark) 
a un pret. Supposons qu’une banque ait consenti un pret de trois ans et qu’elle couvre 
son risque de credit en entrant dans un contrat dont I’ecart a terme (Kp), ici le taux 
d’exercice, est de 2 %. Le rendement de I’obligation qui sert d’indice de reference an 
pret est de SR Le payoff de ce contrat a I’ecbeance est de : 

Payoff = X Valeur notionnelle x (Sp^ - Kp) x Duree modifiee 

Le payoff Ae la contrepartie est a I’oppose de celui de la banque. Si le pret consenti 
par la banque est parfaitement correle a L obligation qui lui sert de point de reference 
dans le contrat a terme, le risque de credit de la banque est parfaitement convert. Si 
le risque de la compagnie a augmente durant la duree du pret, alors (Sp.j.-Kp)>0 et 
par consequent le contrat est en jeu a son ecbeance. Cependant, la banque devra payer 
a sa contrepartie si (Sp^ - Kp) < 0 a I’ecbeance du contrat, mais, selon I’equation du 
payoff ce montant se limite a : 

Valeur notionnelle x Kp x Duree modifiee 

Cutbbertson et Nitzscbe (2001) notent que, paradoxalement, pour un contrat a terme 
de credit, le payoff pour le vendeur est similaire a I’acbat d’une option de vente. 


5.5. La titrisation des prets et les notes reliees au credit 

La titrisation {securitization) s’opere depuis plusieurs decennies, notamment aux 
Etats-Unis. Elle consiste a transformer des prets qui ne disposent pas d’un marcbe 
secondaire actif, si taut est que ce marcbe secondaire existe, en titres liquides. Ea 
technique consiste a regrouper ces prets et a emettre des unites pour les financer. Ces 
unites sont assimilables a des parts dans un fonds de placement. 

Ea titrisation est particulierement populaire dans le secteur bypotbecaire. On 
divise meme les fonds d’bypotbeques en tranches de risques de maniere a segmenter 
selon les clienteles. Utilisee depuis tres longtemps aux Etats-Unis, la titrisation 
d’hypotheques ne s’est vraiment developpee que ces dernieres annees au Canada, a 
la suite de changements reglementaires. Ees sources traditionnelles du financement 
bypotbecaire, soit les depots a terme et les certificats de placement, commen 9 aient 
egalement a se tarir a la suite de la desescalade des taux d’interet. Ea titrisation des 
hypotheques est venue a la rescousse. 

Ea titrisation concerne egalement des categories de prets autres que les hypo- 
theques. Ees prets personnels et les prets commerciaux, qui ne disposent pas d’un 
marcbe liquide, font egalement I’objet d’une titrisation. II est a remarquer que tous 
les actifs titrises sont generalement consideres hors-bilan par les banques. 
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Les notes liees an credit {credit linked notes) sont une forme de titrisation 
qui ne se traduit pas par le retrait des prets du bilan. La banque decide de titriser un 
groupe de prets et elle emet en contrepartie des notes liees an credit. Le rendement de 
ces notes est proportionnel an risque pris par I’investisseur. A la limite, le detenteur 
d’une note de credit prend en charge tout le risque de defaut de I’actif titrise. II est 
done pret a subir une perte de principal advenant le defaut du client de la banque. 

Jorion (2005) donne I’exemple d’une autre forme de note liee au credit. L’in- 
vestisseur qui se porte acquereur d’une note de credit en paie la valeur nominale. Un 
fiduciaire investit les fonds recueillis dans des actifs de premiere categorie et prend une 
position a decouvert dans un swap de defaut de credit. Le rendement de ces actifs est 
I’ajout au LIBOR d’un ecart de Y %. Par ailleurs, le swap de defaut de credit rapporte 
une marge additionnelle de X%. Ce swap pent avoir ete emis par une banque qui 
veut se proteger contre un risque de credit. Le rendement global de I’investisseur est 
done de : (LIBOR + Y% + X%). En contrepartie de ce rendement accru, I’investisseur 
est pret a subir une perte de principal advenant le defaut. Les notes liees au credit 
peuvent etre exposees a plus d’un risque de credit et leur rendement pent etre accru 
davantage au moyen du levier. 


6. Autres approches au risque de credit 

6.1. Le modele KMV de Moody 

Le modele KMV est un modele structurel qui s’inspire du modele de Merton. Ce 
modele calcule la distance de defaut calculee en regard de la barriere qui enclencbe 
le defaut. Le principal output du modele KMV est la frequence esperee du defaut. 


6.2. Le modele E2C de JP Morgan 

Le modele E2C {equity to credit) est encore dans la lignee de celui de Merton. Comme 
le modele KMV, il s’interesse a la probabilite esperee du defaut. En integrant la 
fonction de densite du defaut, il arrive a calculer les primes sur les swaps de credit. 


6.3. RiskMetrics, CreditMetrics et CrashMetrics 

Toujours mis de I’avant par JP Morgan, le modele RiskMetrics se specialise dans le 
calcul des parametres de la VaR. CreditMetrics s’interesse quant a lui au risque de 
defaut. Sa metbodologie permet de calculer le risque associe a un portefeuille de litres. 
Pour sa part, CrasbMetrics se penebe sur les scenarios extremes de risque auxquels 
est expose un portefeuille. 
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Resume 

Le risque de credit est une application de la theorie des produits derives qui a encore fait 
I’objet d’un nombre plutot restreint d’etudes jusqu’ici en regard des tres nombreuses 
rechercbes dans le cbamp des produits derives classiques. De meme, les derives du 
credit, dont le marcbe est tres etendu aux Etats-Unis, sont encore relativement peu 
utilises au Canada. D’ailleurs, le Canada accusait jusqu’a il n’y a pas si longtemps 
un retard considerable sur les Etats-Unis en matiere de titrisation, retard qu’il comble 
progressivement. Ea tritisation dans le domaine du pret bypotbecaire a d’ailleurs bondi 
ces demieres annees au Canada a la suite de cbangements reglementaires. 

Selon plusieurs auteurs, les derives du credit auraient permis aux banques de 
faire face a la crise financiere du debut du millenaire. Sans ces derives, on aurait pu 
assister a de nombreuses faillites bancaires. II appert done que les derives du credit 
transferent de fa 9 on efficace le risque de credit, e’est-a-dire vers les agents qui sont 
le mieux en mesure de le supporter. 

II reste que la tbeorie du risque du credit est encore a la reeberebe d’une 
mesure du risque qui prenne en compte de fagon satisfaisante les risques extremes, 
e’est-a-dire les risques dits «de queue ». E’ integration de la tbeorie de la dominance 
stoebastique avec celle des mesures du risque semble etre une voie tres prometteuse 
pour atteindre cet objectif. Du fait du caractere foncierement asymetrique et lepto- 
curtique de la distribution des pertes du credit, la tbeorie de Markowitz, basee sur 
r analyse moyenne-variance, se revele inappropriee pour analyser le risque de credit. 
II reste done encore beaucoup a faire dans le domaine de 1’ analyse de cette forme de 
risque, qui est tres assimilable a celle des options. 
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CHAPITRE 


19 

LE MODELE DE HEATH, 
JARROW ET MORTON 


Le modele de Heath, Jarrow et Morton (HJM) est I’un des modeles de la structure a 
terme des taux d’interet les plus etudies. Ce mod^e en est un d’arbitrage. En effet, 
par opposition aux modeles d’equilibre qui ne cherchent pas a s’ajuster automatique- 
ment a la structure des taux d’interet, les modeles d’arbitrage ont I’avantage d’essayer 
de le faire. Les modeles d’equilibre requierent de choisir judicieusement les para- 
metres; ils pourront alors s’ajuster a toutes sortes de structure a terme rencontrees 
dans la pratique. Mais I’ajustement n’est pas parfait et dans certains cas, des erreurs 
importantes en resultent. Avec raison, la plupart des praticiens trouvent cet etat de 
choses insatisfaisant. Ils expliquent qu’ils ne peuvent se fier au prix d’une option 
sur obligation quand le modele n’est pas en mesure de reproduire le pricing d’une 
obligation sous-jacente. Une erreur de 1 % sur le prix de I’obligation peut engendrer 
une erreur de 25 % au niveau du prix de 1’ option. Dans la premiere section, nous 
presentons des modeles classiques d’arbitrage qui s’ajustent exactement a la structure 
a terme observee. Dans une deuxieme section, nous presentons des formes analytiques 
conformes au modele de HJM. 


1. Introduction a la modelisation des taux a terme’ 

Dans le cas ou le taux d’interet est constant, nous noterons une obligation a coupon 
zero {discount bond) comme suit : 


1 . Pour rediger cette section, nous nous sommes inspires des documents suivants : M. Baxter et A. Rennie 
(1996), Financial Calculus: An Introduction to Derivatives Pricing, Cambridge University Press, 
Cambridge ; O. de la Grandville (2001), Bond Pricing and Portfolio Analysis : Protecting Investors in 
the Long Run, MIT Press, Cambridge ; J. James et N. Webber (2000), Interest Rate Modelling, Wiley 
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P(t, = 


ou t est la date d’achat et T, son echeance. P(T,T) = 1, c’est-a-dire que cette obligation 
donne 1 $ a son echeance. P(0,T) est le prix an temps t = 0 de ce titre qui vaut 1 $ an 
temps T. Le taux implicite an prix d’obligation, en prenant le logarithme de chaque 
membre de I’equation, est donne par: 

lnP(t,T) 

(T-t) 


Comme nous le savons, les taux d’interet sont variables. La formule que nous 
retenons pour le taux d’interet est done : 


R(t,T) 


lnP(t,T) 

(T-t) 


Quelle que soil la courbe de prix pour 1’ obligation a coupon zero, nous pouvons 
done produire la courbe des rendements a 1’ echeance, dite encore « structure a terme 
des taux d’interet^». Plus precisement, il s’agit de la representation graphique de 
R(t,T) en fonction de T pour un t donne. 


1.1. Taux d'interet instantane 


Quelle est la valeur d’une somme d’argent a I’instant present, c’est-a-dire dans un 
intervalle de temps infinitesimal ? Pour repondre a cette question, reecrivons I’equation 
precedente pour un intervalle de temps At : 


R(t,t-)-At) 


lnP(t,t + At) 
At 


Le taux d’interet instantane est obtenu en prenant la limite de cette derniere 
equation, c’est-a-dire: 

lim R(t, t + At) = lim- + At) ^ 

At->0 At->0 


Mais la limite de cette expression est en fait la definition de la derivee de cette 
derniere en regard de T, oil t -i- At = T, c’est-a-dire : 




3T 


logP(t, t) 


Series in Financial Engineering, New York ; D. Heath, R. Jarrow et A. Morton ( 1 992), « Bond Pricing 
and the Term Structure of Interest Rates : A New Methodology for Contingent Claims Valuation », 
Econometrica, vol. 60, p. 77-105. 

2. On parle de yield cun’e en anglais. 
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1.2. Taux forward (ou taux a terme) 

Le processus de taux a tres court terme r, n’est pas une relation biunivoque (one-to- 
one mapping) de P(t,T). La translation entre ces deux quantites implique une perte 
d’information. II nous faut done une extension de q de maniere a obtenir une relation 
biunivoque (one-to-one mapping) entre le prix d’une obligation a coupon zero P(t,T) 
et le rendement R(t,T) qui preserve la notion d’instantaneite. Considerons un contrat 
a terme (contrat /orward) qui promet au temps t de payer un montant dans le futur 
a I’instant Tj et de recevoir un paiement en retour a I’instant Tj (T2> Tj). En fait, 
ce contrat n’est qu’un contrat /orward exerce sur une obligation a coupon zero qui 
ecboit en Tj. Mais quel est le prix du forward ? II existe une fa9on de dupliquer ce 
contrat au temps t en acbetant une obligation a coupon zero qui ecboit en Tj et en 
vendant une quantite de x unites de I’obligation qui ecboit en Tj. Cette procedure a 
comme cout initial : 


P(t,T2)-xP(t,TJ 

au temps t et requiert un paiement y au temps Tj qui produira un montant de 1 $ au 
temps Tj. Le prix de ce contrat a terme doit par definition avoir une valeur nulle a 
Tinstant Tj. Par consequent, x prend la valeur suivante : 

„ _ P(t.Tj) 

P(t,T,) 


de sorte que P(t, Tj) 


P(t,T ) 

P(t,T|) = 0 . X est done le prix forward qui correspond 


a Tachat d’une obligation qui ecboit en Tj au temps Tj. Le taux forward peut etre 
obtenu de la maniere suivante. Nous savons que le prix forward d’une obligation a 
coupon zero qui ecboit en Tj au temps T, est donne par : 


P(b Tj) ^ ^-fl(T,-T,) 

P(t,T,)“^ 


En prenant le logaritbme de ebaque membre de cette expression et apres quel- 
ques manipulations, on obtient Texpression du taux forward: 


P(t,Tj) 

P(t,T,) 


-fl(Tj-Ti)=^fl 


-In 


P(t,Tj) 

P(t,T,) 


T - T 

ij 


lnP(t,Tj)-lnP(t,T,) 
T - T 

ij i| 


En supposant que Tj = T et Tj = T + At, At etant un accroissement infinitesimal, 
on obtient Texpression du taux forward d’un emprunt instantane : 


f(t,T) 


3T 


lnP(t,T) 
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puisque I’expression - 


lnP(t,T,)-lnP(t,T,) 


lorsque At — ► 0 est celle d’une derivee. 


T - T 

Lorsque T = t, c’est-a-dire dans le cas d’un emprunt /orward qui s’effectue instanta- 
nement, on obtient exactement le taux courant instantane, c’est-a-dire : 

f(t,t) = r, 

Mais cette fois-ci, ce qui n’est pas le cas pour le q obtenu precedemment, etant 
donne un iami forward f(t,T), on pent retrouver le prix P(t,T) et le rendement R(t,T). 
On pent degager le lien entre R(t,T) et f(t,T) en differenciant la formule de R(t,T) 


lnP(t, T) 
T-t 

dR(t,T) 

3T 


par rapport a T comme suiL : 


ainP(t,T), , 3(T-t), 

^^(T- t)--^ ^lnP(t, T) 

dT ^ ^ dT 


(T-t) 


dlnP(t,T) 

dT 

T-t 


lnP(t, T) 
(T-t)^ 


f(t, T) R(t, T) 
T-t T-t 


^f(t,T) = R(t,T) + (T-t)^^^ CQFD 

En resume, les ta\ix forward f(t,T) et le rendement R(t,T), qui sert a construire 
la courbe des rendements a Tecbeance, peuvent etre ecrits en fonction de P(t,T), le 
prix de Tobligation a coupon zero. A Tinverse, le prix d’une telle obligation pent etre 
ecrit en fonction soit du rendement a Tecbeance, soit du taux forward. Pour obtenir 
le prix de cette obligation en fonction du taux forward, on procede comme suit : 

r... .. r ainP(t,u). _ J lnP(t,T)^ 

-J f(t,u)du = -J - du = -(T- J 

T 

-J f(t,u)du 

^P(t,T) = e ' 


Le prix de Tobligation a coupon zero en fonction du rendement a Tecbeance 
pent s’obtenir en prenant Texponentiel de Texpression du rendement, comme suit: 


P(t,T) = e 


(T-t)R(t.T) 


3. On applique la regie de differenciation de la division de deux fonctions. 
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Done, en ce qui concerne la modelisation, on pent choisir de specifier le 
comportement d’une seule de ces trois quantiles et les autres suivront de facto. 

Nous sommes maintenant en mesure de passer an modele qui nous interesse 
dans ce chapitre, e’est-a-dire celui de Heath, Jarrow et Morton (1992)'* a un seul 
facteur. Nous savons maintenant que les trois descriptions de la courbe des rendements 
a I’echeance, e’est-a-dire cedes correspondant au prix P(t,T), aux rendements R(t,T) et 
aux idiVOL forward f(t,T), sont equivalentes. On pent done en choisir une et specifier son 
comportement. Dans ce contexte, le modele HJM est done une procedure rigoureuse 
et puissante basee sur les taux forward f(t,T). Ce modele se presente comme suit. 

Etant donne une courbe initiale de taux forward f(0,T), le taux forward, pour 
chaque echeance T, est donne par : 

t t 

f(t, T) = f(0, T) + j a(s, T)ds + j a(s, T)dW, 0 < t < T 

0 0 

Sous la forme differentielle, cette equation pent s’ecrire : 
djf(t, T) = a(t, T)dt + a(t, T)dW, 

oil ct(t,T) et o(t,T) representent, respectivement, la derive {drift) et la volatilite. Elies 
dependent toutes deux du temps et peuvent dependre egalement des taux d’interet et 
de I’histoire du mouvement brownien (dW,) jusqu’au temps t. Ee modele HJM general 
impose quelques conditions sur a et a, au nombre de quatre. On supposera que : 

i) pour chaque echeance T, les processus a(t,T) et c(t,T) sont previsibles 
et dependent seulement de I’histoire du mouvement brownien jusqu’au 

T T 

temps t et peuvent s’integrer en ce sens que ||a(t, T)|dt et (t,T)dt 
sont finies ; o o 

ii) la courbe initiale des taux forward, f(0,T), est deterministe et satisfait a la 

T 

condition que ||f(0,u)|du <; oo ^ 

0 T LI 

Hi) la derive a a une integrale finie | ||a(t,u)|dtdu < ; 

0 0 

' T 

iv) la volatilite c a une esperance finie E | 

yO 


ja(t,u)dW, du 


< oo 


4. D. Heath, R. Jarrow et A. Morton (1992), « Bond Prieing and the Term Strueture of Interest Rates : 
A New Methodology for Contingent Claims Valuation», Econometrica, vol. 60, p. 77-105. 
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Essentiellement, les deux premieres conditions servent a s’assurer que les taux 
forward sont bien definis par leurs equations differentielles stochastiques. En ce qui 
conceme les deux autres conditions, elles sont associees au resultaE qui stipule que 
la differentielle stochastique de I’integrale de f(t,T) par rapport a T est 1’ integrate de 
la differentielle stochastique de f. 


2. Modeles classiques d'arbitrage 


Dans cette section, nous recourons a la notation suivante : 


P(t,T) : prix au temps t d’une obligation demunie versant 1 $ a son echeance T ; 

Q,. I’ensemble d’information des valeurs passees et presentes des taux d’interet 

et des prix des obligations disponible au temps t ; 

v(t,T,Q, ) : volatilite de P(t,T) ; 

f(t,Tj,T 2 ) : taux a terme {iaux forward) au temps t pour la periode s’echelonnant de 
Tj a Tj ; 

E(t,T) : taux a terme instantane au temps t pour un contrat ayant pour maturite 

T; 

r(t) : taux d’interet sans risque a court terme au temps t; 

dz(t) : processus de Wiener decrivant les mouvement de la structure a terme. 


Ea variable E(t,T) est la limite de f(t,T,T+At), c’est-a-dire : 

F(t,T)= limf(t,T,T+At) . 

At->0 

En supposant que le processus neutre au risque de P(t,T) soil un modele 
comportant une seule source d’ incertitude, c’est-a-dire un modele a un seul facteur, 
le processus decrivant le prix de I’obligation est alors donne par : 


dP(t, T) = r(t)P(t, T)dt + v(t, T,QJP(t, T)dz(t) (1) 


v(t,T,Q,) = 0 
lnfP(t,T.)l-ln[P(t,T,)l 

f(t,T„T2)= ^ ^ (2) 

Tj — Tj 

Apportons quelques explications a cette expression. Cette inversion s’explique 
par le fait que la definition de P(Tj,T 2 ), le prix a terme d’une obligation demunie au 
temps t pour la periode Tj a Tj, est donnee par : 


5. Ce resultat est du meme type que celui trouve par Fubini. 
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P(T„T2) 


P(t,T,) 

P(t,TJ 


( 3 ) 


et que la valeur capitalisee de PCT^Tj) doit equivaloir a 1 $ a son echeance, 
c’est-a-dire : 


P(T„ T 2 XI + AT X R(t, T„ Tj)) = 1 : 


( 4 ) 


oil R(t,Tj,Tj) est le taux a terme correspondant a cette periode et At + Tj - T[. II 
decoule de (3) et (4) que 


R(t,T„T2) = 


1 ( P(t,T,)-P(t,T2) 


T - T 
±2 


P(t,T,) 


Par consequent, R(t,Tj,T 2 ) se trouve a etre un taux defini en temps discret. 
Definissons f(t,Tj,T 2 ) comme etant un taux en temps continu : 


f(t,T„T2) = 


1 


T - T 
±2 


-In 


P(t,T.) 

P(t,T2)y 


lnP(t,Ti)-lnP(t,T2) 


T - T 

±2 Ij 


En appliquant le lemme d’lto a T equation (1), on obtient T expression 
familiere : 


dlnP(t,T,) = 


r(t)- 


v(t,T„Q,f 


dt-h v(t, Tj,Q,)dz(t) 


( 5 ) 


soit Tequation decrivant revolution du rendement de Tobligation demunie au temps 
t d’ecbeance Tj. 

On effectue cette operation une seconde fois, car on cbercbe egalement revo- 
lution du rendement de 1’ obligation au temps t d’ecbeance Tj. Elle est donnee par: 


dlnP(t,T2) = 


r(t)- 


v(bT2,Q,f 


dt-h v(t,T2,Q,)dz(t) 


( 6 ) 


Ce qui nous interesse ici, c’est I’equation decrivant revolution des taux a 
terme, c’est-a-dire celle qui decrit df(t, Tj, T 2 ). Nous savons que : 


df(t,Ti,T2)= d 


lnP(t,T,) 
L T 2 -T, 


-d 


lnP(t,T2) 

T - T 
L ^2 


dlnP(t,T,) dlnP(t,T2) 


T - T 
±2 


T - T 
±2 1| 
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expression obtenue par simple differenciation. En substituant les valeurs de (5) et (6) 
dans cette equation, on obtient : 


r(t)- 


v(t,T„0,f 


df(t,T„T,) = 


dt + v(t,Tj,Qjdz(t) 


T - T 


r(t)- 




dt+ v(t,T2,Q,)dz(t) 


T - T 

-*-2 *-1 


Les deux r(t) s’eliminant, il ne reste plus alors que df(t,Tj,T 2 ) exprime en 
termes de volatilite, c’est-a-dire : 


df(t,T„T2) 


\(t,T2,D,f-v(t,Tj,D.f 


[v(t,T„D.)-v(t,T 2 ,D,)l 

2(T2-T,) 


I 


dz(t) 


( 7 ) 


En effet, il est a remarquer que dans cette equation, la derive (drift) depend 
maintenant de la variance de P(t,T). En d’autres termes, le processus neutre an risque 
decrivant revolution du taux a terme f depend seulement de la volatilite. En definis- 
sant Tj = T et Tj = T + AT et en prenant la limite de (7) quand AT tend vers zero, on 
obtient le coefficient de dz(t), donne par : 


3v(t,T,0,) 
^ 3T 


c’est-a-dire que le coefficient de dz(t), lorsque V — > 0, n’est autre chose que la definition 
de la derivee. On tire la meme conclusion pour le coefficient de dt, c’est-a-dire^ : 


dv(t,T,Q,)" 

3T 


2v(t,T,Q,)v^(t,T,0,) 


( 9 ) 


6. Comme pour F equation de Vj, on constate que lorsque AT ^ 0, le coefficient de dt est effectivement 


la definition de la derivee, c’est-a-dire: lim 


( v(t, T, n, - v(t, T -t AT, £2, )^ ) 


AT 


3v(t,T,£2,r 

dT 


Mais par la regie de chame, on obtient egalement que : 

= 2v(t,T,£2,) = 2v(t, T,Q,)v.,.(t, T,£2,) . En egalisant ces deux expressions, 

on obtient I’equation (9), c’est-a-dire : = 2v(t T £2 iv^ ft T £2 1 ■ 

3T > ■ t TV . . ,2 
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En substituant (8) et (9) dans (7) et sachant que df(t,T,T+AT) est defini a 
la limite par F(t,T), on obtient I’equation decrivant revolution du iavoL forward 
instantane : 


dF(t, T) = v(t,T,Qj)v^(t,T,Q,)dt 


v,j.(t,T,Q,)dz(t) 


( 10 ) 


Cette equation represente la contribution de Heatb, Jarrow et Morton (1992). II 
out ete les premiers a exprimer la relation qui existe entre la derive et la volatilite du 
taux forward instantane. Une fois que la fonction v(t,T,llj) est specifiee, le processus 
neutre an risque pour F(t,T) est connu. Par consequent, la connaissance des v(t,T,n,) 
est suffisante pour definir completement le modele a un facteur. En integrant Vj(t,T,fi,) 
sur I’intervalle x = t et x = T, on obtient : 


I 

t 


3v(t,T,Q,) 

3T 


|T 

dx =v(t, x,Q,)|^ 


v(t,T,Q,)- v(t,t,Q,) 


Mais comme nous savons que la volatilite a son ecbeance, ici t, est nulle, 
alors on obtient : 


T 

jv.j.(t,x,Qj)dx = v(t,T,Q,) 

t 

En definissant m(t,T,fi,) et s(t,T,n,) comme etant, respectivement, le drift et la 
volatilite instantanee, on pent reecrire I’equation (10) comme suit: 


dF(t, T) = m(t, T, Q, )dt + s(t, T, Q, )dz( t) 

T 

oil m(t,T,£J,)= s(t, T,£J,)|s(t,x,Q,)dx . 


2.1. Processus de taux court 

En utilisant 1’ equation (10), qui modelise le taux forward, nous pouvons obtenir un 
processus neutre au risque pour le taux court r(t). Etant donne que : 

t 

jdF(x,t) = F(x,t)|; = F(t,t)-F(0,t) 

0 

et que : F(t,t) = r(t), on obtient : 

t 

r(t) = F(t, t) = F(0, t) + j dF(x, t) 

0 
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Done, en remplagant dF(x, t) par sa valeur, e’est-a-dire celle que donne 
r equation (10), on obtient: 

t t 

r(t) = F(0,t)+ jv(T,t,QJv,(T,t,Q,)dx- j v,(x,t,Q,)dz(t) (11) 

0 0 

on t = X, T = t et X G [0, t]. En calculant la differentielle de (11), on a: 

dr(t) = F,(0,t)dt + 1 j[v,(x, t,D,)v,(x, t,D,) + v„(x, t,Q,)v(x, t,D,)]dx|dt 

- I j v„ (X, t, Q, )dz(x) i dt - [ V, (X, t, D, )|^^^ ] dz(t) 


F, (0, t)dt + I j [ v(x, t, D, )v„ (x, t, Q, ) + V, (x, t, Q, )^ ]dx jdt 
- 1 j v„ (X, t, D, )dz(x) i dt - [ V, (X, t, )|^^^ ]dz(t) 


( 12 ) 


Cette equation est le resultat d’une simple application de la differentielle (derivee) 
d’un produit de fonctions. Pour obtenir le dernier terme de (12), il suffit d’appliquer le 
resultat que la derivee d’une integrale est egale a I’integrant et ensuite d’appliquer la 

( t A 


differentielle par rapport a t, e’est-a-dire : v, (x, t,Q, )|^ ^ d 


j dz(x) 
Vo y 


= v,(x,t,D,)|^^^dz(t). 


Fes deuxieme et troisieme termes de (12) peuvent induire le processus de r a 
etre non markovien. Fa derive de r dans I’intervalle de temps t et t +At depend non 
seulement de r au temps t mais egalement de I’historique de r avant cette date. Cela 
implique que si on recourt a la metbode binomiale, I’arbre ne se recombinera pas 
comme a I’accoutumee, e’est-a-dire qu’un mouvement de baisse suivi d’un mouve- 
ment de bausse ne conduira pas au meme noeud qu’un mouvement de bausse suivi 
d’un mouvement de baisse. 


Ce probleme majeur cause des difficultes au niveau de la transposition empi- 
rique du modele HIM. Dans le cas du modele a un seul facteur, un arbre binomial 
FIJM qui ne se recombine pas sera constitue de 2" noeuds apres n periodes. Dans le 
cas d’un modele a deux facteurs, 1’ arbre devra etre construit dans trois dimensions et 
sera constitue de 4" noeuds apres n periodes (ou n pas). On est a meme de constater les 
difficultes numeriques qu’un tel arbre pent causer. On a done recours aux metbodes 
de simulation de Monte Carlo, qui seront de toutes evidence plus efficaces du point 
de vue numerique. 
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Comme nous y avons fait allusion, le modele HIM peut etre generalise a 
plusieurs facteurs independants. II suffit de generaliser le terme de volatilite de 
r equation de F comme suit: 

dF(t,T) = m(t,T,Q,)dt+^s^(t,T,£2,)dz^ 

k 

T 

oil m(t,T,Q,)= ^s^(t,T,Qj)js|^(t,T,Q,)dx . 

k t 


2.2. Le modele de marche LIBOR (BGM) 

L’un des defauts du modele HIM est qu’il n’est exprime qu’en termes du tauxforward 
instantane, lequel n’est pas observable directement dans le marcbe. Un autre probleme 
est qu’il est difficile a calibrer. Ces fails ont contribue an developpement de nouveaux 
modeles tel celui de Brace, Gatarek et Musiela (BGM)’. Ce modele est exprime en 
termes du taux /orward babituellement utilise par les praticiens. 

On utilise le modele BGM pour effectuer le pricing de caplets. Supposons que 
les dates t^, tj, tj, tj,. . ., avec tg = 0, representent les dates de reajustement des caps qui 
se transigent dans le marcbe actuellement. Habituellement, du moins aux Etats-Unis, 
les caps sont rajustes tous les trimestres, ce qui permet d’ecrire: tg = 0; tj = 0,25; 
tj = 0,5 ; t, = 0,75 ; t 4 = 1 ; . . . Definissons 5j, = tj,^j - tj^ et en outre : 

F^(t) : le taux forward entre les periodes t^ et t^^j au temps t, en utilisant le 
facteur de compositions^ ; 

m(t) : r indice de la procbaine periode de reajustement au temps t, autrement 
dit le plus petit entier tel que t < t^^j, ; 

^^(t) : la volatilite de F^(t) au temps t; 

v^(t) : la volatilite d’une obligation demunie, P(t,t^), au temps t. 

Afin de simplifier I’expose, commen^ons par un modele a un seul facteur. 
Pour clarifier certains concepts, nous faisons en annexe une petite digression sur les 
martingales et le concept d’un monde neutre au risque. Nous savons que dans un 
monde neutre au risque, connaissant P(t,t|^^j), alors F^(t) est une martingale. Montrons 
ce point. 


7. A. Brace, D. Gatarek et M. Musiela (1997), «The Market Model of Interest Rate Dynamics», 
Mathematical Finance, vol. 7, p. 127-155. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


610 Finance computationnelle et gestion des risques 


Le modele BGM peut se transposer empiriquement en ayant recours a la 
simulation Monte Carlo. Afin d’utiliser le modele de marche LIBOR pour le calcul 
d’un cap, 11 suffit d’exprimer I’expression suivante: 


dF,(t) 

Fr(t) 


S 

i=m(t) 


l + 5;Fi(t) 


dt + A,_„(j)dz 


sous la forme d’une equation recursive. Pour ce faire, nous savons que cette derniere 
peut etre reecrite comme suit : 


F,(V) = F,(tpe 


8.F,(lj)Ai-i-|AK-i-i Af 

l+S,F,(tj) : 


h+Ak-.i-,e,/5i 


On remarque que cette recursion est analogue a celle qui est utilisee pour la 
simulation de 1’ evolution du prix d’une action. 


3. Le pricing des produits derives dans le modele HJM 


Supposons que (S - X)^ soit le payojf d’un produit derive ayant pour echeance T. Sa 
valeur est calculee par : 


V.=B.EQ(B,‘(S-Xr|F,) = E, 


T 


-jr,ds(S-X)+ 


e ' 

F. 




(13) 


I’-'*'* dB 

oil B ,=e° , c’est-a-dire — ^ = r,dt et B„= 1. En mots, B, est un bon du Tresor 

B, 


qui donne 1 $ a son echeance et est considere comme le choix canonique servant 
de numeraire. F, est la filtration habituelle. File est formee de I’histoire de Paction 
ou de P obligation jusqu’au temps t. F’operateur Eq(.|F,) represente Pesperance 
conditionnelle qui depend de deux parametres : une mesure Q et une histoire F^. 
Fa mesure Q nous dit quelle probabilite utiliser pour determiner Pesperance. Cette 
mesure fait en sorte que le processus (S - X)"^ est une martingale. Done, si (S - X)"^ 
est une martingale sous la mesure Q {Q-martingale en anglais), alors V, en est une 
egalement. Ce resultat est d’une importance capitale en finance moderne. II peut etre 
exprime comme suit. 


3.1. Le processus d'esperance 

Pour tout titre (S - X)"^ (ou payoff), le 
martingale sous la mesure Q. 


conditionnelle d'un titre 


processus E, 


.((s.-xr 


est toujours une 
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Le fait d’obtenir une martingale sous la mesure Q signifie simplement que 
leurs derives {drifts) sont contraintes, sous la mesure Q, par un simple changement 
de mesure, en regard de la mesure P. En d’autres termes, le prix au marche du risque 
doit etre le meme pour toutes les obligations sinon il y aura possibilite d’ arbitrage. 


3.2. Le pricing d'obligations a coupon zero d'echeance s 


Si on desire faire le pricing d’une obligation a coupon zero donnant 1 $ a I’echeance s 
en utilisant la formule de pricing (13), il suffit de considerer le payoff {S - X)"^ comme 
etant de valeur unitaire. On obtient alors, pour la valeur de I’obligation: 

B.Ep(b;‘i|f.) (2) 


Plus precisement. 


P(t,s) = EQ 

/ 

-Jr^du 

e ' 

\ 

F. 



J 


On peut constater la simplicite de cede formule. En effet, toutes les obligations 
a coupon zero ne sont que des esperances sous la mesure Q du taux instantane d’ac- 
tualisation de la periode t jusqu’a leur echeance s. Maintenant, si on desire valoriser 
I’obligation demunie z(t,s) = B7*P(t,s) , comment peut-on la reecrire sous la mesure 
Q ? Selon le principe que nous avons effleure plus haul, a savoir que toutes les autres 
obligations, incluant celles a escompte, peuvent etres considerees comme des martin- 
gales sous la meme mesure Q, on peut ecrire : 


z(t,s) = EQ(B:‘|F,) 


Ce concept signifie que la derive de ces autres obligations, soit celles a 
escompte, est contrainte, sous la mesure Q (martingale), par un simple changement 
de mesure par rapport a la mesure P. Comme nous 1’ avons mentionne plus haul, cela 
signifie que le prix du risque doit etre le meme pour toute obligation, sinon il n’y 
aura pas absence d’ arbitrage. 


3.3. Les taux forward et les taux courts sous la mesure Q 

Sous la mesure Q, les expressions des taux forward et des taux courts peuvent main- 
tenant s’ ecrire : 

d,f(t, T) = a(t, T)dW, - a(t, T)e(t, T)dt 

t t 

p = f(0,t)-i- ja(s,t)dW^ - ja(s,t)e(s,t)ds 
0 0 
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oil e(t,T) = -a(T- t) . On pent remarquer que, sous la mesure Q, comme les obli- 
gations elles-memes, ces expressions ne dependent plus de leurs derives {drifts) 
respectives, mais seulement de leur volatilite a et 8 . 


3.4. Theoreme de Girsanov^ et conditions du modele HJM 

En termes simples, le theoreme de Girsanov (CMG: Cameron-Martin^-Girsanov) 
pent s’exprimer comme suit. C’est un puissant outil pour controler le drift de tout 
processus de type brownien. 


3.4.1. Theoreme de Cameron-Martin-Girsanov 


Supposons que W, soit un mouvement Brownien-P et que soit un processus previ- 

I 0,5 jy?* I 

sible sous la filtration F qui satisfait a la condition Ep Ve " ) <°° , soit une borne ; 

alors il existe une mesure Q telle que : 


i ) Q est equivalent a P 

f T T '' 

|y,dW, -O.sjyfdt 


... dQ 

ii) = exp 

dP 


V 0 


Hi) Wj = Wj + lijTsds est un mouvement brownien-Q 

En d’autres termes, W, est un mouvement brownien-Q ay ant comme derive 
-y, au temps t. Done, si on desire transformer un mouvement brownien-P W, 
en un mouvement brownien avec un certain drift -y, , alors il existe une certaine 

t 

mesure Q qui fera le travail. Plus precisement, par la propriete Hi), = Wj - | y^ds 

0 


8. J.V. Girsanov (1960), «On Transforming a Certain Class of Stochastic Processes by Absolutely 
Continuous Substitution of Measures », Theory of Probability and Its Applications, vol. 5, n°.3, 
p. 285-301. 

9. R.H. Cameron et W.T. Martin (1944), « Transformations of Wiener Integrals under Translations », 
Annals of Mathematics, vol. 45, n“ 2, p. 386-396. 

10. Cette derivee se nomme derivee de Radon-Nikodym et elle est definie par: 1^5.= qjjj d(^) qJj 

dP P(A) 

A = |w':W, (w') = W, (w),i = l,2,...,n| est le filet (maille) ou grille du temps ou les intervalles se 
reduisent au fur et a mesure que A tend vers w. 
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et J Yj.ds = Yt^ “ YqO = Yt^ • constate done que le passage d’une mesure a une autre 

0 

n’affecte que le drift. Pour clarifier davantage le theoreme de Girsanov, considerons 
Pexemple suivant. Supposons que X soil un processus defini par: 

dX, = p,dt + a,dW, 


oil Wt est un mouvement brownien defini sous la mesure P. Supposons qu’on desire 
trouver une mesure Q qui fixe le drift a v,dt plutot qu’a p,dt . La premiere etape a 
considerer est que dX peut etre reecrit comme suit : 


dX, = v,dt+ a, 




dt -F dW, 

Il J 



En posant que Yt 


sauce Er 


exp(0,5)|Y^dt 


mesure Q telle que W, 


: (Pj - Vj) / Oj et en respectant la condition CMG de crois- 
< oo mentionnee plus haut, alors il existe effectivement une 
W, + lijCPs “ vj/a,^ds est un mouvement brownien sous 


la mesure Q. Mais cela signifie que I’equation differentielle de X sous Q est 
donnee par : 


dX, = v,dt+ajdW, 

oil W est un mouvement brownien sous la mesure Q, e’est-a-dire que dW^ = Y,dt + dW,, 
soit la propriete Hi ). Get exemple montre clairement que lorsqu’on passe d’une mesure 
a une autre, seule la derive est affectee. Ea volatilite demeure inchangee. 


3.4.2. Theoreme de representation par la martingale 

Supposons que Mj soit un processus Q-martingale avec une volatilite a, non nulle. 
Alors si Nj est toute autre Q-martingale, il existe une filtration unique E-previsible (|) 

T 

telle que | (|)^afdt < avec certitude et N peut etre ecrit comme etant : 

N.=No-rj(^,dM, 

0 

Essentiellement, ce theoreme est similaire a celui du theoreme de la represen- 
tation binomiale. Ce theoreme dit ceci. Si M, et N^sont des P-martigales, alors ils ne 
different localement que par un facteur d’echelle (scaling). On peut representer les 
changements dans N, par des changements ajustes dans 1’ autre P-martigale. peut 
done se representer par la somme ajustee de ces changements. 
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4. MODELE HJM a UN FACTEUR : CONDITIONS D'UN MARCHE COMPLET 

Pour avoir un marche complet, les conditions suivantes doivent etre satisfaites : 

i) il existe un processus sous la filtration F, tel que : 

a(t,T) = a(t,T)(Y.-e(t,T)), Vt < T ; 

ii) le processus A, = e(t,T) est different de zero pour presque tout (t,05), t<T, 
et pour toute echeance T ; 

{ 0,5jY?dt^ 

Hi) I’esperance Eve " ) <°° ; 

I o,5j(Y,-E(t,T)f dt I 

iv) I’esperance Eve " ) est egalement finie. 

La premiere condition est necessaire et suffisante pour garantir 1’ absence d’ ar- 
bitrage, c’est-a-dire qu’il existe une mesure equivalente sous laquelle chaque prix de 
bons est une martingale. L’importance de cede condition reside dans le fait qu’elle 
impose une contain te sur le drift. En effet, comme y, est seulement une fonction 
du temps et non de I’echeance des bons, le drift doit prendre la valeur -a(t, T)e(t, T) 
corrigeede y,a(t,T) . Etantdonne quea(t,T) et e(t,T) sont determines par les vola- 
tilites des taux forward, le seul degre de liberte du drift provient du processus y, . A la 
difference des modeles simples de valorisation d’actifs, le drift est contraint a prendre 
certaines formes fonctionnelles. Ea deuxieme condition stipule que le changement 
de mesure est unique. Cela implique que tout le risque peut etre couvert (diversifie) 
en utilisant le theoreme de representation de martingale. Ees deux autres conditions 
concement le tbeoreme CMG. Elies sont requises pour 1’ application de ce theoreme 
et pour s’ assurer que z est une martingale sous la nouvelle mesure. 


5. Certains modeles de taux court conformes au cadre HJM 

Sans avoir la pretention d’etre exhaustive, cette section couvre certains modeles 
populaires de taux court et certains resultats importants et utiles dans la pratique. Ees 
modeles qui suivent sont a la base des modeles d’equilibre qui ont ete transformes pour 
devenir des modeles d’arbitrage. Cette transformation permet au drift d’etre fonction 
du temps et ainsi de s’ajuster parfaitement a la structure des taux d’interet observee. 
Nous presentons egalement en fin de section une application Matlab. 
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5.1. Modele de Ho et Lee^'' en termes HJM 


Dans ce modele, 1’evolution du taux court est modelisee par: 

dr, = 0,dt + adW, 

On note ici que la derive est une fonction du temps, ce qui permet an modele 
de reproduire la courbe des rendements observes. Sous la mesure Q, le modele Ho 
et Lee en termes du HJM peut se specifier comme : 


d,f(t, T) = adW, + a"(T- t)dt 

oil le taux forward prend la forme f(0,T) = — (rg.O.X) = r^ - 0,5a^T^ + [ 9,,ds et oil 

j T 0 

g(x, t, T) = x(T- t) a^(T- t)^ + [ (T- s)0,,ds . Ce resultat peut etre obtenu par le 

6 •; 

lemme d’lto. De fagon equivalente, revolution des prix des obligations a coupon zero 
en termes HJM peut s’ecrire : 

-I a(T-t)W,+J f(0,u)du+0,5o’T(T-t)t j 

P(t,T)=e'' ■ ’ 


Le pricing d’ options pour les obligations est similaire au pricing d’ actions. En 
effet, une option europeenne sur une obligation donne le droit d’acbeter une obligation 
a une date future a un prix d’exercice donne k. En terme d’esperance et de mesure 
Q, une option d’acbat europeenne sur une obligation demunie P(t,T) ay ant comme 
prix d’exercice k prend la forme suivante : 


Vo=EQ(B,-'[P(t,T)-kf) 


Etant donne que le modele de Ho et Eee est lognormal, on obtient la solution 
analytique suivante, pour I’option d’acbat europeenne : 


Vo=P(0,t) 


FO 


ln| ^l+0,5a"(T-t)" 


a(T-t)>/t 


\ 

f fP) 


In - 

-kO 

UJ 

1 c 

) 


-0,5a"(T-t)" 

a(T-t)Vt 


oil F = P(0,T)/P(0, t) et a(T- t) estlavolatiliteaterme, c’est-a-direque [a(T- t)]^ t 
est la variance logaritbmique de P(t,T). k est le prix d’exercice. 


11. T.S.Y. Ho et S.B. Lee (1986), «Term Structure Movements and Pricing of Interest-rate Contingent 
Claims», Journal of Finance, vol. 41, p. 1011-1029. 
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5.2. Modele de Vasicek^^ et de Hull et White en termes HJM 


On suppose que 1’evolution du taux court est un processus de retour vers la 
moyenne : 

dr, = (0, - ar, )dt + adW, 

oil a mesure la vitesse d’ajustement de r, vers la moyenne 0,. Si a = 0, on constate 
un ajustement instantane. 


Sous la mesure Q, le modele de Vasicek en termes HJM peut s’ecrire : 


et oil le taux /orward s’ecritf(0,T) = 0 /a + e “^(r^ - 0 /a)- /2a^ (l - e . Les 
prix des obligations demunies sont lognormaux et prennent la forme suivante : 


T,/ rr.\ P(0,T) -[r(t)-f(0,t)]X(t,T)-|-X=(t,T)(l-e-^“') 

p(t,T)= / e J 4a ' / 


P(0,t) 


ou 


. P(0,T) 


, ’ . = exp(- f f(0,u)du) X exp( f f(0,u)du) 

(o,t) i i 


et X(t,T)= 


1 - e 


-a(T-t) 


a 


En comparaison avec le modele de Ho et Lee, celui de Vasicek est considere 
comme le modele a un facteur le plus general tout en restant lognormal. L’ option 
d’ achat europeenne est egalement donnee par: 


Vo=P(0,t) 



( 


In - 

FO 

UJ 


V 

1 


a(T-t)Vt 



( fF"t 


In - 

-kO 

UJ 

1 

) 


-0,5[a(T-t)]^ 

a(T-t)Vt 


La seule difference avec le modele precedent est que la volatilite suit un 
processus exponentiel simple. 


12. O. Vasicek (1977), «An Equilibrium Characterization of the Term Structure », Journal of Financial 
Economics, vol. 5, p. 177-188. 

13. J.C. Hull et A.D. White (1993), «One-factor Interest-rate Models and the Valuation of Interest-rate 
Derivative Securities », Journal of Financial and Quantitative Analysis, vol. 28, p. 235-254. 
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5.3. Modele de Cox-Ingersoll-Ross^^ augmente en termes HJM 

Dans le modele CIR augmente, c’est-a-dire dont les parametres dependent du temps, 
le processus du taux court prend la forme suivante : 

dr, = ( 9 , - a,r, )dt + a,r,'^^dW, 

oil 0,,a, eto, sont des fonctions deterministes du temps. II est difficile de trouver 
une solution pour le chemin que prend r,. La solution d’une certaine equation diffe- 
rentielle, nommee equation differentielle de Ricatti, n’a pas de solution analytique 
mais admet toutefois une solution numerique. 

La structure de volatilite du modele CIR en termes du modele HJM prend la 
forme suivante : 

a(t, T) = a,^D(t, T) 
e{t,T) = -a 

T 

oil f(0,T) = roD(0,T)+ [ 0,.D(s,T)ds, D(t,T) = — (t,T) et B(t,T) est la solution 

0 3T 

de r equation differentielle de Ricatti. Cette equation est donnee par: 

— = 0,5a"B"(t,T) + a,B(t,T)-l 
3t 

oil B(T,T) = 0. Dans ce modele le prix de 1’ obligation demunie est donne par: 

P(t,T) = e"®"-‘’'^* 

T 

oug(r„t,T) = r,B(t,T)+ |0,B(s,T)ds 


5.4. Modele de Black et Karasinski^^ 

Une autre fagon de forcer le taux court a etre positif est de recourir a une forme expo- 
nentielle. Ce modele est une extension du modele de Black, Derman et Toy et suppose 
une variable X, suivant un processus general Ornstein-Ublenbeck de Vasicek. 


14. Le modele CIR initial sans parametres temporels se retrouve dans: J.C. Cox, J.E. Ingersoll et 
S.A. Ross (1985), «A Theory of the Term Structure of Interest Rates®, Econometrica, vol. 53, p. 
385-407. 

15. Black, F. et R Karisinski (1991), «Bond and Option Pricing When Short Rates Are Lognormal®, 
Financial Analyst Journal, juillet-aout, p. 52-59. 
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Le modele de Black et Karasinski pour la variable X, s’ecrit comme suit: 
dX, =(0,-a,X,)dt + a,dW, 

oil 0j, a, et c, sont des fonctions deterministes du temps. Le taux court (instantane) 
est suppose donne par : 


X, est suppose normal et, par consequent, r^ est lognormal. Ce modele est coherent 
avec HJM, c’est-a-dire qu’il existe une surface de volatilite o-(t,T) qui peut generer 
un modele HJM a un facteur et qui possede le meme taux instantane que celui que 
Ton vient de decrire. 


5.5. Options sur obligation a coupons 

Le prix d’une obligation a coupon constant a Tg qui paye 1 $ a est donne par : 

n 

P(To,T„) + k5XP(To,T.) 

i=l 

oil k est le taux d’actualisation des coupons qui sont effectues aux temps T; = Tg + 
i8. 8 est la frequence de paiements (en general, tons les six mois) et k8 represente le 
nombre d’unites de chaque bon represente par P(Tq,T.). Pour que le prix initial soil 
la valeur nominale du bon, alors le taux du coupon doit etre donne par : 

1-P(T„TJ 

8XP(T„,T,) 

i=i 

La valeur de cette obligation au temps t qui paie des coupons au taux k au temps 
T; = Tg + i8 est done donnee par : 

n 

P. = P(t,T„) + kSXP(t,T,) 

i=i(t) 

oil I(t) = minji : t < T;} est une sequence de nombres correspondant aux coupons 
suivant t. Cette modification de la formule initiale est necessaire, car nous calculons 
maintenant I’obligation a coupons au temps t. En utilisant le resultat developpe par 
Jamshidian (1989)'^ on peut obtenir la valeur d’une option d’achat europeenne sur 
une obligation avec coupons qui est donnee par : 


(C, - K)" = (P(t, TJ - Kj" + kS X (P(b T.) - K.f 

i=i(t) 


16. F. Jamshidian (1989), «An Exact Bond Pricing Formula», Journal of Finance, vol. 44, 
p. 205-209. 
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Une option sur obligation a coupons est done un portefeuille d’options sur obligations 
demunies ; on pent done utiliser les formules precedentes pour valoriser chacune d’en- 
tres elles. Notons ici que nous nous consacrons au pricing d’options europeennes. 

Pour le cas des options americaines, il est possible d’elargir ce dernier concept, 
par le biais des arbres binomiaux par exemple. En effet, il suffit d’appliquer une 
metbodologie similaire a I’arbre de Black, Derman et Toy pour le cas des coupons, 
en tenant compte cependant de la possibilite d’exercice a ebaque noeud des arbres des 
coupons et en additionnant les arbres obtenus pour obtenir Tarbre final. 


5.6. Modeles multifactoriels 

5.6.1. Modele a deux facteurs en termes HJM 

Supposons que le taux a terme evolue selon Tequation differentielle suivante: 

d,f(t, T) = a(t, T)dt + aidW,(t) + (t) 

oil OpCj et^ sont des constantes. Les deux facteurs, e’est-a-dire les deux sources 
d’incertitude, sont deux mouvements browniens Wj et Wj. Wj donne les cbocs qui 
affectent en tout point de toute ecbeance la courbe des rendements a Tecbeance. Wj 
donne des cbocs a court terme qui n’affecteront que tres peu les segments a long terme 
de la courbe, e’est-a-dire les points extremes de cette courbe. Le drift est donne par: 

2 

a(t,T) = ajYj(t)+ a2e“*'*^“'’Y2(0+ ctf (T- O’* — . Dans ce modele 
le taux a terme est de : ^ 

t t 

f(t, T) = 020^^^! e^MW2(s) + f (0, t) + j a(s, T)ds + a, Wj (t) 

0 0 

Comme dans le cas Ho et Lee, les tauxforward sont distribues normalement : ils 
peuvent done etres negatifs. Ce probleme est compense par le fait qu’on pent trouver 
une forme analytique pour Toption. Les taux courts instantanes sont donnes par: 

t t 

1- = 020^^’ j (s) + f(0, t) + j a(s, t)ds +0; Wi(t) 

0 0 

Les taux forward et les taux au comptant ont done la meme solution. On 
reconnait celle-ci comme etant la solution d’un processus de retour vers la moyenne 
Ornstein-Ublenbeck auquel s’ajoutent un drift et un mouvement brownien. 
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L’ option sur obligation demunie (bon) a deux facteurs prend la forme 
suivante : 


Vo = P(0,t) 


/ 

f fF") 


In - 

FO 

UJ 


V 

1 


+ 0,5a"(t,T) 


a(t,T) 


\ 

f fP) 


In - 

-kO 

UJ 


) 


-0,5a"(t,T) 


a(t,T) 


oil a^(t,T) = aJ(T- t)t + |^^(l-e est la variance de log(P(t,T)) 

et oil F = P(0,T)/P(0,t) est le prix a terme de I’obligation demunie. 


5.6.2. Modele a plusieurs facteurs 


Le processus de taux forward est donne par : 

n 

djf(t, T) = a(t, T)dt + ^ y,(T)x,(t)dW^(t) 

i=i 

Le drift s’ecrit : 


Et la volatilite : 


n 


a(t,T) = Xx.(t)y.(t)(Y.(t) + x,(t)Y.(t,T)) 

i=l 


a,(t,T) = a.(t)e^^'‘^“'' 


oil a;(t) est une fonction deterministe du temps et les A,; sont des constantes distinctes. 
Pour le cas general oil la surface de volatilite {volatility surface) est donnee par: 
a;(t,T) = Xj(t)y;(T), le taux au comptant et le taux /orwarJ sont distribues norma- 
lement. En consequence, les prix des obligations demunies sont lognormaux. On 
obtient ainsi une forme analytique du type de Black-Scboles. En supposant que E = 
P(0,T) / P(0,t) et que la volatilite a terme du bon jusqu’a t, c’est-a-dire a^t , est la 
variance de log(t,T), oil 


<^'=-SY,'(bT)jx^(s)ds, 

*■ i=l 0 

alors la valeur au temps 0 d’une option europeenne sur un bon au prix d’exercice k 
est donnee par : 


Vo = P(0,t) 




FO 


F 2 

In — I- 0,5a^t 
k 


aVt 




-kO 


F 2 

In 0,5a^t 

k 


a%/t 




JJ 
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5.6.3. Modele de Brace, Gatarek et Musiela (BGM)^^ en termes HJM 
avec application au pricing du caplet et de swaptions 


Le modele de BGM est un cas particulier du modele de HJM oil on s’interesse 
seulement au taux LIBOR d’une duree 5. Ici nous discutons sa version multivariee 
a n facteurs. 


De fagon generale, le pricing d’un caplet est donne par: 
V,=P(t,T;,,)Ep^Jf(L(T.))|F.) 

c’est-a-dire 1’ equation habituelle en termes d’esperance. Dans cette equation, L (sous 
la mesure forward Px+ 5 ) est donne par : 


d,L(t,T) = L(t,T)XY,(t,T)dW.(t) 

i=l 

oil Y;(t, T)= f(t)Y;(T-t) et L(t,T) represente le taux /orwart/ LIBOR de duree 8 

\( P(t,T) 

d’empmntautempsT.Cetaux/orvrardLIBORestdonnepar : L(t,T) = — ^ 

L’ equation differentielle de L est importante, car elle nous indique que L(t,T) 
non seulement est une martingale, mais est egalement lognormal. Ce resultat permet 
d’ecrire les solutions analytiques pour le pricing de caplets et de swaptions europeens. 
BGM postulent une fonction pour Y qui est donnee par : 


Y.(t,T) = f(t)Y.(T-t) 


Cette fonction doit etre calibree aux donnees connues sur les caps. 


Done, puisque L(Tj) est lognormal, f, la valeur d’un caplet ayant comme 
payoff 5(L(T,_i)-k) au temps T; sous BGM, est la solution analytique du type 
Black-Scholes donnee par : 


V, = 5P(t,Ti) 


FO 


'ln| + O,5C^(t,T,_0^ 


-kO 


Y F o J 
ln--0,5C"(t,T._,) 
k 




7 


ou F est le taux /orvrard LIBOR de L(t,Tj_j) et la variance de In L(T) qui se 

T 

represente matbematiquement par ||y(s,T)| ds . 


17. A. Brace, D. Gatarek et M. Musiela (1997), «The Market Model of Interest Rate Dynamics», 
Mathematical Finance, vol. 7, p. 127-155. 
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Le pricing de swaptions sous BGM est egalement de la meme simplicite. 
Considerons une option de payer un taux fixe k et de recevoir un taux flottant au 
temps Tj = Tq + i8 (i = l,2,...,n). Supposons egalement que la variance de In L(To,T;_[), 
sous la mesure forward P^j, soil notee et se represente mathematiquement par : 

To 2 

J|y(s, Tj_j)| . Sachant que L(Tj_j) est lognormal, alors on obtient encore une fois un 

t 

resultat du type Black-Scholes, donne par : 


V, = 5£p(t,T.) L(t,T._,)0 


^F, + 0,5Fp 


-kO 


^Fi-0,5Fp 


^ 5L(t,T,) 

oil F = -F (s„ + d ) et d = > F - 0,5F . II est a noter que ce resultat, 

‘ ^l + 5L(t,T^_,) ^ - 

dans ce cas particulier, n’est qu’une approximation au temps t d’une swaption. 


6. Une application Matlab du pricing sous HJM 

Dans le tableau qui suit, nous presentons un exemple de la fonction Matlab hjmprice 
tiree de la boite d’outils Matlab finderiv. 

Illustrons F utilisation de cette fonction en effectuant le pricing d’une option 
sur obligation demunie en recourant a Farbre HJM. Supposons les informations sur 
les taux forward inclus dans le ficbier deriv. Supposons egalement que Fon veut 
valoriser par Farbre HJM une option d’acbat sur une obligation aux caracteristiques 
suivantes : 

prix d’exercice : 100 $ ; 

date d’exercice : 1" janvier 2003 ; 

date d’emission de Fobligation: 1“ janvier 2000; 

date d’echeance de Fobligation: 1" janvier 2004 

II faut d’abord fournir a Matlab Finformation sur les taux a terme. Dans notre 
exemple, cette information est dans le ficbier deriv. Ensuite, on utilise la fonction 
Matlab optbndbyhjm(.). Voici les commandes qu’il faut ecrire pour obtenir le prix 
de F option d’acbat. 


» load deriv 

» price=optbndbyhjm(HJMTree,'Call','100'/01-Janv-2003'/0'/0.05'/01-Jan-2000V01- 
Jan-2004') 

Warning: Not all cash flows are aligned with the tree. Result will be approximated. 
> In C:\MATLAB6p1\toolbox\finderiv\finderiv\optbndbyhjm.m at line 209 
price=8,448 
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Le prix est done de 8,44 $ etant donne les informations que nous avons foumies. 
On pent egalement faire la representation graphique de I’arbre HIM a I’aide de la 
fonction treeviewer. . . 
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Resume 

Les modeles HJM et LMM'* (BGM) procurent une approche pour evaluer les produits 
derives sur taux d’interet qui laisse a I’utilisateur la possibilite de choisir la structure 
a terme de volatilite. L’un des avantages du modele LMM sur le modele HJM est le 
fait qu’il est developpe autour des iami forward alors que le modele HJM utilise le 
forward instantane. Un autre avantage du modele LMM est sa relative facilite 
au chapitre du calibrage. 

Par contre, les deux modeles out un defaut qui se situe au niveau de la 
complexite numerique de leur mise en oeuvre. En effet, ces deux modeles donnent 
lieu, entre autres, a un arbre binomial qui ne se recombine pas. Une solution a ce 
probleme est le recours aux metbodes de simulation de Monte Carlo. Cette metbode 
a I’avantage d’etre polyvalente et lorsque qu’elle est utilisee avec des metbodes de 
reduction de la variance, elle a egalement la qualite numerique d’etre relativement 
efficace. 

Les modeles HJM et LMM ont la capacite de pouvoir s’appliquer a differentes 
situations rencontrees dans la pratique. Par exemple, le modele BGM (LMM) est tres 
utilise en pratique pour effectuer le pricing des produits derives tels les ratchet caps, 
les sticky caps ou les flexi caps. Dans ces cas, on utilise souvent des modeles multi- 
factoriels pouvant aller jusqu’a trois facteurs, ceux-ci pouvant generer dans certains 
cas des resultats de qualite superieure aux modeles de base. Dans les applications les 
plus recentes de ces modeles, on compte le cas Mortgage-Backed Securities (MBS). 
Ces produits financiers ressemblent fortement aux titres a revenus fixes habituels, 
sauf qu’ils requierent I’estimation d’une fonction de prepaiement afin de determiner 
la probabilite de remboursement des bypotbeques. Cette fonction decrit le compor- 
tement de I’esperance des remboursements du portefeuille d’bypotbeques au temps t 
en termes de la courbe des rendements a I’ecbeance au temps t et d’autres variables 
explicatives. Considerons 1’evaluation d’un MBS par la simulation de Monte Carlo. 
On utilise le modele HJM ou LMM pour simuler le comportement des taux d’interet 
mois par mois durant toute la duree du MBS. Done, a ebaque mois, la probabilite de 
remboursement est calculee a partir de la courbe actuelle des rendements a I’ecbeance 
et de I’bistorique de ses changements. La fonction de remboursement determine les 
cash-flows anticipes du detenteur de MBS et ces cash-flows sont ensuite actualises 
au temps zero pour obtenir une valeur ecbantillonnale du MBS. Une estimation de la 
valeur du MBS s’obtient en effectuant la moyenne de ces ecbantillons sur un grand 
nombre de simulations. L’un des produits derives sur taux d’interet de plus en plus 
en vogue dans ce domaine est la CMO {Collateralized Mortgage Obligation). Une 
CMO est un MBS oil les investisseurs sont divises en trois classes : A, B et C. Les 
classes A, B et C representent des titres de differents niveaux de risque. Les titres de 
la classe A sont ceux qui possedent le risque le plus important de remboursement du 


18. LMM : Libor Market Model. 
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portefeuille d’hypotheques, C etant celle qui a le plus faible risque de remboursement. 
Finalement, les ingenieurs financiers ont developpe recemment toutes sortes d’autres 
produits qui ont une structure encore plus exotique toujours basee sur HIM ou LMM. 
Les 10 (interest only) ou PO (principal only) sont des exemples de litres connus sous 
le nom de stripped MBS, oil le principal est separe des revenus d’interet. Les PO et 
10 sont des litres risques. A mesure que le taux de remboursement augmente, les PO 
deviennent de plus en plus cbers et inversement pour les 10. Dans le cas d’un PO, un 
montant fixe du principal est retoume vers I’investisseur, mais le timing est incertain. 
Dans le cas d’un 10, se sont les cash-flows totaux qui sont incertains. Plus le taux de 
remboursement des bypotbeques est eleve, moins les cash-flows regus par I’inves- 
tisseur le sont. Finalement, une application interessante des modeles coberents avec 
HJM‘^ conceme les contrats a terme (CAT). En effet, certains CAT ont des options de 
livraison. Par exemple, un vendeur de CAT pourra eventuellement beneficier d’une 
option de livraison qui est repartie sur quatre dimensions, soil : le lieu, le temps, la 
quantile et la qualite. Dans le cas d’un CAT sur obligations, le vendeur pourra jouer sur 
trois options concernant le temps : 1) les interets courus ; 2) le malin (ou joker) ; 3) la 
fin de mois. Sans entrer dans les details, considerons la premiere. En 1), le vendeur 
retarde le jour si le titre-support, a taux nominal r, rapporte plus d’interet qu’un litre 
monetaire offrant x, et il avance le jour si x > r. E’ importance d’evaluer ces options 
est sans contredit capitale. En effet, les options de livraison pourront influencer le 
prix des CAT de telle sorte qu’elles mettent en cause I’efficacite de couverture. Par 
exemple, pour I’option de qualite, Yu (1997)^° utilise la metbode HIM, entres autres, et 
Ein et Paxson (1995)^' y recourent egalement en plus de Tappliquer pour revaluation 
d’options de nouvelles emissions. 

Terminons noire analyse en abordant au passage revolution vers laquelle 
semble se diriger ce type de modelisation en considerant 1’ application suivante. Une 
nouvelle classe de produits derives exotiques sur taux d’interet qui emerge presen- 
tement est appelee TARN^^ (targeted redemption notes). En effet, comme Piterbargs 
(2006)^^ I’explique, les TARN sont des structured notes (produits structures) assimi- 
lables a des obligations oil I’investisseur cede le principal au vendeur en retour d’un 
flux de coupons et du remboursement d’un principal a I’ecbeance de la note. Ees 
investisseurs sont interesses au taux de rendement le plus eleve possible. Ea maniere 
babituelle de rebausser le coupon paye a I’investisseur est de rendre le litre (note) 


19. A ce sujet, on consultera: A. Bellier-Delienne (2005), «Synthese sur les options de livraison dans 
les contrats a terme », FitiEco, vol. 12. 

20. S. Yu (1997), «Term Structure of Interest Rates and Implicit Options : The Case of Japanese Bond 
Futures », Journal of Business Finance and Accounting, vol. 24, p. 593-614. 

21. B. Lin et D. Paxon (1995), «The Value of an Option to Exchange One Asset for Another », Journal 
of Banking and Finance, vol. 21, p. 101-126. 

22. McDonald (2006) presente un excellent chapitre sur les notes structurees. 

23. V.V. Piterbarg (2006), «TARNs: Models, Valuation, Risk Sensitivities », dans P. Wilmott (dir.). The 
Best of Wilmott 2, John Wiley & Sons, New York. 
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rachetable {callable) du type bermudien. Le probleme avec ce type de titre est que 
I’investisseur n’est aucunement lie au titre dans la mesure on il n’a aucun moyen de 
savoir quant le call bermudien sous-jacent au titre sera exerce. L’innovation en ce qui 
a trait a ce nouveau type de produit derive exotique est qu’un coupon structure est 
verse a I’investisseur. Le rendement total, c’est-a-dire la somme des coupons payes 
jusqu’a present, fait I’objet d’un suivi au cours du temps et lorsqu’il depasse la cible 
(ou target, d’ou le nom de ce titre) du contrat, alors le titre est considere comme 
etant ecbu. Done, aucun autre coupon ne sera paye et le principal sera rembourse a 
I’investisseur. En general, les emetteurs de ce type de produits derives complexes ne 
les detiennent pas dans leurs livres mais ont tendance a les eebanger {swap) a travers 
leurs trading desks specialises en produits derives exotiques sur taux d’interet. Le 
principal paye par I’investisseur sera reinvest! au taux LIBOR. Done, du point de vue 
des trading desks, les TARN ressemblent a un swap exotique de type digital defini 
sur le total des coupons structures. Du cote du calcul, mentionnons que les TARN 
requierent un modele plus evolue que ceux presentes dans notre ebapitre. Entre autres, 
un modele dit skew-extended forward Libor^'^ a un facteur semble suffisant comme 
modele de base pour obtenir des resultats adequats. Sur le plan numerique, les TARN 
ne presentent aucune difficulte inbabituelle, c’est-a-dire que, comme ils sont des 
contrats path-dependent sans caracteristiques d’exercice optimal, une simulation de 
Monte Carlo comme solution numerique est simple a mettre en oeuvre. Par contre, les 
TARN sont discontinus du type numerique {knock-out) et les erreurs de simulation 
sont plus grandes pour les payoffs non lisses. Le bruit genere dans les simulations 
pour evaluer les litres numeriques est plutot grand et une solution pour Tattenuer est 
d’augmenter le nombre de cbemins simules. Mais un probleme subsiste toujours et il 
est du cote de revaluation des grecques, c’est-a-dire le delta, le gamma, et le vega, 
qui sont generalement utilises dans ce contexte. En ce qui concerne le calcul des 
grecques, la metbode de simulation de Monte Carlo est consideree comme limitee et 
certaines solutions ont ete proposees pour ameliorer cette situation^^. Les metbodes 
de smoothing by conditioning, smoothing by sausage Monte Carlo, consistent a lisser 
les discontinuites des payoffs de fagon a reduire le bruit. Mais elles ont le desavantage 
d’etre lentes en termes du temps de calcul et plus ou moins precises. La metbode 


24. Le processus decrivant le taux forward a Failure suivante: dFj,(t) = X^(t)(|)(F|,(t))dW’^”' (t), 

n = l,...,N-l, te[0,Tj ou (j)(x) = ax + b est une fonction lineaire. Ce choix particulier de(|) 
donne un modele de type displaced-dijfusion. Un autre choix populaire de cette fonction est donne 
par: (|)(x) = X° , qui donne lieu a modele de type CEV. En definissant F„(t) = F„(T), t > et 
en choisissant comme numeraire le marche monetaire Bj ou = 1, B.^^ = B^^ x (1 + S„Fj,(T^)) , 
1 < n < N, B, = P(t,T^^,)B,f et t £ [t^ . La dynamique suivie par tous les taux d’in- 

teret Libor forward sous la meme mesure, soit la mesure associee a B,, est donnee par: 

dF..(t) = X..(t)(^(F„(t))X",,l{,,TjY^^’^^ " = *’■■■’ 

dW est un mouvement brownien sous cette mesure. 

25. A ce sujet, on consultera: P. Glasserman (2003), Monte Carlo Methods in Financial Engineering, 
Springer, New York. 
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de projection locale qui consiste a trouver un modele simple local qui est calibre 
en tenant compte du modele global, soil notre modele forward Libor, est une fagon 
d’approximer la valeur du modele global. Andreasen (2001, 2004)^® discute une telle 
approcbe dans le cadre d’une swaption bermudienne. Par exemple, dans cette approcbe, 
un modele simple du type Hull-Wbite a un facteur pent etre construit et calibre de 
fagon a respecter la volatilite du modele global. Cette approcbe est applicable dans le 
contexte des TARN et permet d’ameliorer la qualite et Tefficacite de Testimation des 
lettres grecques. Mentionnons en terminant que Teffet smile devrait egalement etre pris 
en consideration pour le cas des TARN. Le modele de Hull-Wbite est suffisamment 
flexible et parcimonieux pour etre calibre aux volatilites a terme et aux correlations 
intertemporelles des taux Libor. Mais en ce qui conceme Teffet du smile, il faut avoir 
recours a une extension de celui-ci, connue sous le nom de modele de Cbeyette^^ a 
volatilite stocbastique (SV-Cbeyette). 


26. J. Andreasen (2001), « A Simple Approach to the Pricing of Bermudan Swaptions in the Multifactor 
LIBOR Market Model*, The Journal of Computational Finance, vol. 3, n° 2, p. 5-32; J. Andreasen 
(2004), Markov Yield Curve Models for Exotic Interest Rate Products, Lecture notes. 

27. Le modele SV-Cheyette est donne par le systeme d’equations suivant: 
dx(t) = (-v(t)x(t) -r y(t))dt -r ,yV(t)ri(t,x(t),y(t))dW(t), x(0) = 0, 
dy(t) = ( V(t)Tl" (t, x(t), y(t)) - 2v(t)y(t)) dt, y(0) = 0 

dV(t) = d(e - V(t)) dt + e\|/ ( V(t)) dZ(t), V(0) = 1, 

(W,Z) = 0 oil x(.) est le processus decrivant le taux court, y(.) est une variable auxiliaire condi- 
tionnee par V(.), la variance stochastique, et r|(t,x,y) est une volatilite locale. Dans ce modele, les 
taux courts instantanes sont donnes par: r(t) = f(t,t) = f(0,t)-r x(t) . Le modHe de Hull-White est 
obtenu en imposant la restriction : ri(t, x(t), y (t)) = q(t) ■ Pour plus de details a ce sujet, on consultera : 
L.B.G. Andersen et J. Andreasen (2002), «Volatile Volatilities*, Risk, vol. 15, n° 12, decembre. 
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ANNEXE 

RAPPEL SUR LES MARTINGALES^^ 


Une martingale est un processus stochastique sans derive. Soil une variable P qui est 
une martingale, alors elle definie par : 

dP = adz 

oil dz est un processus de Wiener. La variable ct pent etre elle-meme definie par un 
processus stochastique. Elle peut dependre de P ou d’autres variables stochastiques. 
Une propriete desirable d’une martingale est que son esperance a toute date future 
est egale a sa valeur actuelle (valeur aujourd’hui), soit: 

E(Pt)=Po (1) 

oil Pq et P.J. sont les valeurs de P aux temps 0 et T, respectivement. Une difference de 
martingale est alors definie par : 

E(P^-P„) = E(P,)-P„ 


et elle est egale a 0 dans ce cas. Ea difference de martingale mesure en I’occurrence 
le changement espere. Pour interpreter ce resultat, considerons ce qui suit. En suppo- 
sant que de petits changements de P sont distribues normalement avec une moyenne 
de 0, I’esperance de la variation de P sur tout intervalle de temps est done nulle. Ea 
variation de P entre les temps 0 et T est la somme de ses constituantes que sont les 
petites variations de P sur de petits intervalles de temps. Elle est done egale a zero. 
En termes mathematiques, on a done : 

E(dP) = 0 

et nous savons que : 

ap = p^-p„ = Xap, 

pour des A^P petits. Alors : 

e(Pt-Po) = Se(ap.) = o 


28. Pour rediger cette annexe, nous nous sommes inspires de Hull (2003), chapitre 21. On consultera 
egalement Fexcellente introduction aux martingales de Tavella (2002). 
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Definissons f et g comme etant des prix d’actif transiges qui ne dependent que d’une 
seule source d’ incertitude (un seul facteur). En supposant que ces actifs ne generent 
aucun flux de revenus durant la periode consideree, definissons egalement : 

c^ = - (2) 

g 

soit le prix relatif de f par rapport a g. II mesure le prix de f par unite de g plutot qu’en 
dollars. L’actif g est connu sous le nom de numeraire, une appellation tres classique 
en sciences economiques. 

Un resultat important connu sous le nom de mesure de martingale equivalente 
montre que, lorsqu’il y a effectivement absence d’arbitrage, (|) est une martingale 
en considerant un certain cboix du prix du marcbe du risque : ^ = (p - r) / a . De 
plus, pour un numeraire donne g, le meme cboix du prix du marcbe du risque X fait 
en sorte que (|) est une martingale pour tout actif f. Puisque dans notre cas le drift 
(derive) est nul, le cboix du prix du risque se limite a la volatilite de g. Done, dans 
ce cas, lorsque le prix du risque est suppose egal a la volatilite de g, le ratio f/g est 
une martingale pour tout actif de prix f. 

Afln de prouver ce resultat et, en I’occurrence, de le clarifier, considerons ce 
qui suit. 

Supposons que les volatilites de f et de g soient respectivement o^et . 
Supposons egalement que les processus stoebastiques de f et de g soient donnes par 
des mouvements browniens geometriques classiques : 

df 

y = Pidt + afdz 

dg 

— = P2dt + Ct dz 

g 

LI — r 

Saebant que X = , alors on a : p = r + . Done on pent deflnir comme suit 

a 

les derives de ces processus, saebant que A, = o^ : 


p, = r + aga, 

d’ou on obtient les processus de f et de g deflnis en termes du prix du risque, soit : 

df / \ , 

y = (r + jdt + Ofdz 

^ = (r + a^^)dt + a^dz 
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Nous connaissons egalement le resultat desormais classique obtenu a partir 
du lemme d’lto. Pour un processus, par exemple, G = In f, ce processus est donne 
par: dlnf = (pj - Of/2)dt + o^dz. En appliquant ce resultat a nos deux processus, on 
obtient : 

dlnf = (r + ctgOf - /2^dt + a^dz 


ding = (r + Og /2^dt + Ct^dz 


Le processus de ln(|) = In 




VS y 


= Inf- Ing est done : 


dln(|) = d(lnf-lng)=dlnf-dlng = (ctgOf - Of /2-Og / 2)dt + (aj-a^)dz 

Pour determiner le processus de (|) = f /g a partir de ln(|) , 11 suffit d’appli- 
quer le lemme d’lto en definissant correctement notre fonction G. Nous rappe- 
lons ici le lemme d’lto applique sur une fonction G = ln(x) en supposant que x 
est un mouvement brownien geometrique de moyenne a et de variance b^, soit: 


dG = 


3G 3G 1 3 G 2 

a + + -h 

3x 3t 2 dx 


3G 

dt H bdz . Dans le cas qui nous interesse, definissons 

dx ^ 


G = f/ g, x = f/ g = f*, a = pf* et b = af-a^, 
l3f* 3t 2(3f*f 


alors on obtient : 
^ 3G 




^ dG = (0 + 0 + 0)dt + l(aj - a^lf * dz 



( 3 ) 


L’ equation (3) demontre que (2) est en fait une martingale. Ceci nous donne done le 
resultat desire. Un monde ou le prix du risque est o^ est un monde defini comme etant 
neutre au risque a terme (forward risk neutral) par rapport a g. Parce que (f /g) est 
une martingale, en utilisant (1) et en definissant (l)^. = f^. / gj, (|)o = f^ /g^ , on a : 


(^t) “ ^0 


( 4 ) 


oil Eg (.) est I’esperance dans un monde qui est neutre au risque a terme par rapport 
a g. Enfin, on pent reecrire (4) comme suit : 



go 



fo = goEg 


/f A 

ij 


v&T y 


( 5 ) 
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L’ equation (5) est a la base du pricing des actifs contingents et est done d’une 
importance capitale. Elle nous dit qu’un actif derive peut etre valorise simplement 
en calculant une esperance. 
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CHAPITRE 



CALIBRAGE ECONOMETRIQUE 
DE PROCESSUS STOCHASTIQUES 
AVEC APPLICATIONS AUX DONNEES 
BOURSIERES, BANCAIRES 
ET CAMBIALES CANADIENNES 


L’estimation des processus stochastiques est un domaine de recherche en plein essor. 
Or, a notre connaissance, il n’existe pas de document qui regroupe les estimations des 
processus stochastiques les plus couramment utilises en ingenierie financiere. C’est 
la le hut de ce chapitre. Nous montrons comment estimer, surtout en recourant a la 
fonction du maximum de vraisemhlance, les parametres des principaux processus 
stochastiques : mouvements hrowniens arithmetique et geometrique, processus de 
retour vers la moyenne, processus de sauts. On y retrouvera un grand nomhre d’ ap- 
plications aux donnees financieres canadiennes. Nous constatons, entre autres, qu’un 
processus de retour vers la moyenne est particulierement adapte pour estimer le 
rendement sur I’actif des six grandes hanques canadiennes. Finalement, nous estimons 
un modele monofactoriel de taux d’interet. 


1. Le mouvement brownien arithmetique 

Un mouvement hrownien arithmetique s’ exprime comme suit: 

dS = pdt -I- adW 
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ou |JL est la derive et a, I’ecart-type du processus. Ces deux parametres doivent etre 
estimes avant de proceder a la simulation de S,. Pour ce faire, on doit discretiser le 
processus. On peut done le reecrire comme suit, en temps discret: 

= C + 8, (1) 

oil c est une constante et 8, , un terme d’erreur. Soit At = (t - (t - 1)), mesure en annees. 
Par exemple, si At represente une joumee, At est alors egal a (1/252) en supposant 
qu’il y a 252 jours ouvrables dans I’annee. Si on estime I’equation (1) par la methode 
des moindres carres ordinaires (MCO), on pourra recuperer le parametre p, comme 

suit : |I = — et o par : a = , oil 5 est I’erreur standard de la regression. 

At VAt 

De fagon a estimer 1’ equation (1), nous avons simule un mouvement brownien 
aritbmetique pour lequel p = 1 000 et a = 50. Nous avons simule ce processus sur 
une periode de 1 an en divisant cette periode en 1 000 intervalles egaux. La valeur 
initiale de la simulation a ete fixee a 1 000. Cette serie peut etre celle des cash-flows 
d’un projet d’investissement d’une entreprise. L’evolution de la serie (SMBA) obtenue 
apparait a la figure 20.1. 

Figure 20.1 Evolution d’un mouvement brownien aritbmetique 



SMBA 


Nous voulons, en estimant I’equation (1) sur ces donnees, retrouver les para- 
metres qui commandent le processus stochastique represente par la figure 20.1. Nous 
serons alors en mesure de les comparer aux vraies valeurs de ces parametres que nous 
connaissons deja. 
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Tableau 20.1 Estimation d’un mouvement brownien arithmetique 
par la methode MCO 

Dependent Variable: D(S MBA) 

Method: Least Squares 

Date: 06/25/05 Time: 15:44 

Sample (adjusted): 2 1000 

Included observations: 999 after adjustments 


Variable 

Coefficient 

Std. Error 

t-Statistic 

Prob. 

C 

1,033461 

0,049787 

20,75756 

0,0000 


R-squared 

-0,000000 

Mean dependent var 

1,033461 

Adjusted R-squared 

-0,000000 

S.D. dependent var 

1,573623 

S.E. of regression 

1,573623 

Akaike info criterion 

3,745639 

Sum squared resid 

2471,338 

Schwarz criterion 

3,750551 

Log likelihood 

-1869,947 

Durbin-Watson stat 

2,057073 


L’ estimation de T equation (1) appliquee a notre serie temporelle apparait au 
tableau 20.1. Nous avons exprime notre serie en differences premieres et nous avons 
regresse le resultat sur une constante. Pour estimer les parametres de notre mouve- 
ment brownien arithmetique, nous devons multiplier l a con stante par 1 000, ce qui 
nous donnera p, et I’ecart-type du terme d’erreur par ^Jl 000 , ce qui nous donnera &. 
En effet, nous avons divise I’annee en 1 000 intervalles lors de la simulation. Nous 
obtenons : 

|I = c X 1 000 = 1,033 X 1 000 = 1 033 
a = a, X ^1 000 = 1,573 x 000 = 49, 74 

Le mouvement brownien arithmetique estime est done de : 
dSMB A = 1 033dt + 49, 74dW 

On pent maintenant juger des erreurs d’estimation. L’estimation de la derive est 
quelque peu elevee : 1 033 contre 1 000 lors de la simulation. Mais I’ecart-type estime 
du mouvement brownien arithmetique est tres pres de la marque : 49,74 contre 50, sa 
vraie valeur. Si nous avions augmente le nombre d’iterations lors de la simulation, 
nous aurions sans doute obtenu de meilleurs resultats. 

Puisque nous avons regresse les differences premieres de la variable SMBA 
sur une constante, les parametres estimes de ce 5^ correspondent respectivement a 
la moyenne historique et a la variance historique de cette serie, comme on pent en 
juger a la figure 20.2. 
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Figure 20.2 Statistiques descriptives de la serie SMBA 


Nous pouvons egalement estimer les parametres de I’equation (1) en recourant 
a la technique du maximum de vraisemblance (MLE)'. Supposons que la variable 
dependante de la regression soil designee par y et la variable independante, par x. La 
fonction de vraisemblance, designee par t , s’ecrit alors : 


ou (y, -(3x,) represente les residus de la regression, que nous designons par e,. 
On maximise cette fonction par rapport a (3 et a a de maniere a estimer ces deux 
parametres. 

Pour acceder a la fonction MLE dans le logiciel EViews, on tape Object puis 
on clique sur New object dans la fenetre du Workfile. On accede alors a une fenetre 
dans laquelle on specifie la fonction de vraisemblance. EViews exige la specification 
des residus et de la variance de la regression, ce qui est fait au tableau 20.2. 

Tableau 20.2 Commandes MLE dans EViews pour estimer 
un mouvement brownien arithmetique 


@logl logll 
res1=d(smba)-cn) 
va r=c(2) 

@param c(1) 1 c(2) 0.5 

logl1=log(@dnorm(res1/@sqrt(var)))-log(var)/2 


1. Soit I’acronyme de maximum likelihood estimator en anglais. Sur cette technique, on consultera: 
Racicot et Theoret (2001). 
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120 


Series: DSMBA 
Sample 1 1000 
Observations 999 


100 


80 


60 


40 


Mean 

Median 

Maximum 

Minimum 

Std. Dev. 

Skewness 

Kurtosis 


1,033461 

1,023403 

6,172746 

-4,883321 

1,573623 

0,025801 

3,097860 


20 


Jarque-Bera 0,509459 
Probability 0,775126 


0 


-4 -2 0 2 4 6 
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Comme on pent le constater au tableau 20.2, nous avons specifie des valeurs 
de depart pour les parametres c(l) et c(2) sinon EViews risque de se buter a des loga- 
rithmes de valeurs negatives, et alors le logiciel emettrait un message d’erreur et se 
refuserait a effectuer la regression demandee. 

On active alors la commande Estimate. Comme cela ressort de la figure 20.3, 
il faut reduire le debut de I’echantillon d’une donnee, car nous avons exprime la 
serie SMB A en differences premieres. Le resultat de la regression se retrouve au 
tableau 20.3. 


Figure 20.3 La fenetre Estimation 


flARf dfim(uisi|(vn6R) 



Comme on est en mesure de le constater au tableau 20.3, I’estimateur MLE 
donne dans ce cas le meme resultat que I’estimateur MCO, ce qui n’a rien pour 
surprendre etant donne les proprietes de I’estimateur MLE. Ea constante estimee est 
de 1,03, soil une valeur identique a celle obtenue pour les MCO. Ee coeffi cient C(2) 
dans le tableau 20.3 mesure la variance. E’ecart-type est done de ^2,47, soit 1,57, 
ce qui est bien la valeur obtenue pour I’erreur standard lors de la regression MCO. 
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Tableau 20.3 Regression MLE d’un mouvement brownien arithmetique 

LogL: UNTITLED 

Method: Maximum Likelihood (Marquardt) 

Date: 06/24/05 Time: 18:55 
Sample: 2 1000 
Included observations: 999 
Evaluation order: By observation 
Convergence achieved after 5 iterations 



Coefficient 

Std. Error 

z-Statistic 

Prob. 

C(1) 

1,033461 

0,049770 

20,76462 

0,0000 

C(2) 

2,473812 

0,108093 

22,88603 

0,0000 

Log likelihood 

-1869,947 

Akaike info criterion 

3,747641 

Avg. log likelihood 

-1,871819 

Schwarz criterion 

3,757464 

Number of Coefs. 

2 

Hannan-Quinn criter.v 

3,751375 


2. Le mouvement brownien geometrioue 


Un mouvement brownien geometrique s’ecrit: 

dS = |iSdt + aSdW 
On peut reecrire cette equation comme suit : 
dln(S) = pdt + adW 

La discretisation de cette fonction est la suivante : 


ln(S.)-ln(S,_0 = ln|^ 

. t-i ) 


= p,dt+ OjdW, 


ce qui nous ramene a un mouvement brownien aritbmetique. En MCO, la regression 
a effectuer est done la suivante : 


Rj — C + 

oil R, represente le rendement du litre S. 


( 2 ) 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d'adaptation reserves 


Calibrage econometrique de processus stochastiques 641 


Une version plus sophistiquee^ de I’equation (2) prend en compte I’intervalle 
de temps At sur lequel est mesure R,. Elle s’ecrit comme suit: 


= pVai + e = c + e, 

VAt 


(3) 


Pour retrouver p, il suffit done de diviser c par Vai . La derive est alors annua- 
lisee. Par ailleurs, on n’a pas a retoucher I’ecart-type de la regression (3) puisqu’il 
est deja annualise. 


Comme dans la section precedente, nous avons d’abord simule un mouvement 
brownien geometrique en fixant la valeur de depart a 1 000. La derive de ce mouvement 
p est de 0,9, son ecart-type (o) est de 0,3 et nous simulons sur une annee en divisant 
cette periode en 1 000 sous-intervalles. Nous obtenons une serie de 1 000 donnees 
(SMBG) et nous voulons estimer, comme dans la section precedente, p et a, dont 
nous connaissons les vraies valeurs. Cette serie est tracee a la figure 20.4. 


Ligure 20.4 Evolution d’un mouvement brownien geometrique 



/ 

Nous avons effectue la regression (2) sur la serie LSMBG, egale a : In 
Le resultat se retrouve au tableau 20.4. 


SMBG, 

SMBG,_i/ 


2. Voir a ce sujet : McLeish (2005). 
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Tableau 20.4 Regression MCO du mouvement brownien geometrique 

Dependent Variable: LSMBG 

Method: Least Squares 

Date: 06/25/05 Time: 17:32 

Sample (adjusted): 2 1000 

Included observations: 999 after adjustments 


Variable Coefficient Std. Error t- Statistic Prob. 


c 

0,000352 

0,000301 1,168857 

0,2427 

R-squared 

0,000000 

Mean dependent var 

0,000352 

Adjusted R-squared 

0,000000 

S.D. dependent var 

0,009523 

S.E. of regression 

0,009523 

Akaike info criterion 

-6,469184 

Sum squared resid 

0,090509 

Schwarz criterion 

-6,464273 

Log likelihood 

3232,358 

DurbirvWatson stat 

1,952358 


En multipliant c par 1 000 et par ^1 000 Terreur standard de la regression, 
on retrouve les estimations de p, et de ct, qui sont ici respectivement egales a 0,352 
et 0,30. Comme dans le cas precedent, I’ecart-type est estime correctement mais la 
derive est sous-estimee. Dans une courte periode de temps, Tecart-type domine en 
effet tres nettement le mouvement brownien geometrique. 

Nous sommes maintenant en mesure de passer a Testimation MLE, dont la 
procedure EViews se retrouve au tableau 20.5. 

Tableau 20.5 Procedure MLE d’un mouvement brownien geometrique 

(S)logl logll 

res1=lsmbg-c(1) 

var=c(2) 

(S)param c(2) 0.2 

logl1=log((3)d norm(res1/(S)sqrt(var)))-log(var)/2 


Pour effectuer la regression, nous avons du fixer a 0,2 le coefficient initial de 
c(2), qui represente la variance, car sinon, un message d’erreur etait emis a I’effet 
que la simulation se butait a des logaritbmes de nombres negatifs. Ee coefficient c(2) 
etant ici tres pres de 0, cela fait probleme dans une telle estimation. Ee resultat de 
Testimation se retrouve au tableau 20.6. 
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Tableau 20.6 Regression MLE d’un mouvement brownien geometrique 



Coefficient 

Std. Error 

z-Statistic 

Prob. 

C(1) 

0,004460 

0,664688 

0,006711 

0,9946 

C(2) 

0,200000 

0,013789 

14,50409 

0,0000 

Log likelihood 

-114,3738 

Akaike infocriterion 

0,232981 

Avg. log likelihood 

-0,114488 

Schwarz criterion 

0,242804 

Number of Coefs. 

2 

Hannan-Quinn criter. 

0,236714 


Comme on pent le constater an tableau 20.6, les resultats laissent beaucoup a 
desirer. La fonction de vraisemblance apparait mal configuree. 

Nous allons maintenant appliquer Testimation d’un mouvement brownien 
geometrique a T indice boursier canadien TSX. Les donnees sont journalieres 
et la periode d’observation s’etire de 1992 a 2001. La serie est reproduite a la 
figure 20.5. 

Figure 20.5 Evolution du TSX, 1992-2001 



L’ estimation de 1’ equation (2) appliquee a la serie du rendement du TSX est 
compilee au tableau 20.7. 
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Tableau 20.7 Regression MCO du rendement du TSX 

Dependent Variable: RISE 
Method: Least Squares 
Date: 06/24/05 Time: 17:18 
Sample (adjusted): 2 2223 


Included observations: 2222 after adjustments 


Variable 

Coefficient 

Std. Error 

t- Statistic 

Prob. 

C 

0,000384 

0,000200 

1,919360 

0,0551 


R-squared 

0,000000 

Mean dependent var 

0,000384 

Adjusted R-squared 

0,000000 

S.D. dependent var 

0,009439 

S.E. of regression 

0,009439 

Akaike info criterion 

6,487386 

Sum squared resid 

0,197899 

Schwarz criterion 

6,484818 

Log likelihood 

7208,486 

Durbin-Watson stat 

1,748210 


De maniere a estimer )d , soil la derive du mouvement brownien geometrique, 
il suffit de multiplier la constante par 252. On obtient alors 9,68 %, ce qui correspond 
au rendement annuel espere sur le TSX de 1992 a 2001. Pour obtenir Testimation 
de I’ecart-type a nnue l du mouvement, il suffit de multiplier Terreur standard de la 
regression par , ce qui donne 14,98 % comme resultat. 

Tableau 20.8 Regression MCO en prenant en compte 
I’intervalle de temps 


Dependent Variable: RTSEC 

Method: Least Squares 

Date: 06/25/05 Time: 14:09 

Sample (adjusted): 2 2223 

Included observations: 2222 after adjustments 

Variable 

Coefficient 

Std. Error t- Statistic 

Prob. 

C 

0,006101 

0,003179 1,919360 

0,0551 

R-squared 

-0,000000 

Mean dependent var 

0,006101 

Adjusted R-squared 

0,000000 

S.D. dependent var 

0,149847 

S.E. of regression 

0,149847 

Akaike info criterion 

O 7957957 

Sum squared resid 

49,87046 

Schwarz criterion 

07955389 

Log likelihood 

1065,290 

Durbin-Watson stat 

1,748210 
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Pour prendre en compte la valeur de I’intervalle, ici At = , on pent 

appliquer I’equation (3) aux rendements journaliers du TSX. Le resultat apparait an 
tableau 20.8. 


Dans le cas de cette regression, il faut diviser la constante par pour 

obtenir p, : on obtient 9,69 %. L’ecart-type de la regression, a 14,98 %, est deja annua- 
lise. Ces resultats sont certes quasi identiques a ceux de la regression precedente. 

On pent maintenant estimer 1’ equation (2) par la methode MLE. La specification 
EViews se retrouve au tableau 20.9 et le resultat de la regression, au tableau 20.10. 

Tableau 20.9 Specification EViews de la regression MLE appliquee 

aux rendements du TSX, mouvement brownien geometrique 

@logl logll 

res1=rtse-c(1) 

var=c(2) 

@param c(2) 0.2 

logl1=log(@dnorm(res1/(a)sqrt(var)))-log(var)/2 


Tableau 20.10 Estimation d’un mouvement brownien geometrique 

applique aux rendements du TSX par la methode MLE 

LogL: LOG LOS 

Method: Maximum Likelihood (Marquardt) 

Date: 06/24/05 Time: 20:19 

Sample: 2 2223 

Included observations: 2222 

Evaluation order: By observation 

Failure to improve Likelihood after 1 iteration 



Coefficient 

Std. Error 

z-Statistic 

Prob. 

C(1) 

-0,011692 

0,449162 

-0,026032 

0,9792 

C(2) 

0,200000 

0,013785 

14,50887 

0,0000 

Log likelihood 

-255,1008 

Akaike info criterion 

0,231414 

Avg. log likelihood 

-0,114807 

Schwarz criterion 

0,236550 

Number of coefs. 

2 

Hannan-Quinn criter. 

0,233290 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, bout Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirade: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


646 Finance computationnelle et gestion des risques 


Comme on le constate an tableau 20.10, les resultats de la regression laissent a 
desirer pour les memes raisons que ceux obtenus lors de 1’ estimation du mouvement 
brownien aritbmetique par la technique MLE. 


3. Le processus de retour vers la moyenne^ 


Supposons maintenant que la variable Rj, disons une variable de rendement, obeisse 
a un processus de retour vers la moyenne. Elle se pile done an processus suivant : 

dR = ri(R-R)dt + adz (4) 


oil R est la moyenne a long terme de R et T] , la vitesse de retour de R vers cette 
moyenne. Pour estimer ces coefficients, on recourt a la regression MCO suivante : 

Rj — R(_^ = a + bRj_| + (5) 

A partir des coefficients estimes de I’equation (5), on pent alors recuperer les 
parametres de 1’ equation (4) comme suit: 


R = -4 

b 


il = - 


a = a. 


ln(l + b) 

M 


( 6 ) 

(7) 

(8) 


Nous avons applique I’equation (5) a nos rendements joumaliers sur le TSX. 
Ees resultats se retrouvent au tableau 20. 1 1 . 


Comme cela ressort du tableau 20.11, un processus de retour vers la moyenne 
explique beaucoup mieux les rendements du TSX qu’un mouvement brownien 
geometrique. Dans le premier cas, le R^ de la regression est de 0,43 alors que dans 
le second, il est pratiquement nul. En recourant aux equations (6), (7) et (8), on pent 
estimer les parametres de T equation (4) : 

R = 0,000 384 
f| = 2,07 
6 = 0,019 22 


3. Pour plus de details sur cette section, voir: Bamezet et Delaloye (2001) ; Dixit et Pindyck (1994). 
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Tableau 20.11 Estimation de I’equation (5) sur les rendements 
du TSX par la methode des MCO 


Dependent Variable: D(RTSE) 

Method: Least Squares 

Date: 06/24/05 Time: 17:37 

Sample (adjusted): 3 2223 

Included observations: 2221 after adjustments 

Variable 

Coefficient 

Std. Error t-Statistic 

Prob. 

C 

0,000336 

0,000199 1,688408 

0,0915 

RTSE{-1) 

-0,874126 

0,021060 ^1,50582 

0,0000 

R-squared 

0,437050 

Mean dependent var 

1,24E-06 

Adjusted R-squared 

0,436796 

S.D. dependent var 

0,012484 

S.E. of regression 

0,009369 

Akaike info criterion 

-6,502007 

Sum squared resid 

0,194763 

Schwarz criterion 

-6,496869 

Log likelihood 

7222,478 

F-statistic 

1722,733 

Durbin-Watson stat 

1 ,989798 

Prob(F-statistic) 

0,000000 


On pent annualiser R et o en les multipliant respectivement par 252 et V252 . 
On obtient : 

Ra„„„el = 9,68% 

^annuel = 0-30 


Le rendement du TSE retourne done vers son niveau moyen de long terme, soil 
9,68 %, avec une vitesse de 2,07, ce qui est relativement eleve. La moyenne estimee 
est bien sur I’esperance non conditionnelle de R, qui se confond avec sa moyenne 
bistorique. 

Nous pouvons maintenant estimer le processus (4) de retour vers la moyenne 
par la metbode MLE. Pour un tel processus, on pent ecrire Tesperance conditionnelle 
comme suit : 

E(R,) = e^’'R,_, + R(l-e"^) 

Les residus qui entrent directement dans la fonction de vraisemblance sont 

done : 

R.-E(R.) = R.-e-X-,-R(l-e ") 

Par ailleurs, la variance conditionnelle de R, s’enonce: 

Var(R,) = — (l-e^"’i) 
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En se servant de ces relations, on obtient la specification MLE du processus 
de retour de la moyenne dans le logiciel EViews au tableau 20.12 et le resultat se 
retrouve au tableau 20.13. 

Tableau 20.12 Procedure EViews pour estimer par la methode MLE un 
processus de retour vers la moyenne applique 
aux rendements du TSX 


@logl logll 

res1=rtse-exp(-c(3))*rtse(-1)-c(1)*(1-exp(-c(3))) 

var=(c(2)/2*c(3))*n-exp(-2*c(3)» 

@param c(1) 0.0 c(2) 0.2 

logl1=log(@dnorm(res1/@sqrt(var)))-log(var)/2 


Tableau 20.13 Estimation MLE du processus de retour 

vers la moyenne applique aux rendements du TSX 


LogL: LOGL02 

Method: Maximum Likelihood (Marquardt) 

Date: 06/24/05 Time: 20:11 

Sample: 3 2223 

Included observations: 2221 

Evaluation order: By observation 

Convergence achieved after 39 iterations 



Coefficient 

Std. Error 

z-Statistic 

Prob. 

C(3) 

2,072508 

0,110818 

18,70184 

0,0000 

C(1) 

0,000385 

0,000240 

1,606195 

0,1082 

C(2) 

8,60E-05 

5,03E-06 

17,09714 

0,0000 

Log likelihood 

7222,478 

Akaike info criterion 

-6,501106 

Avg. log likelihood 

3,251904 

Schwarz criterion 

-6,493399 

Number of coefs. 

3 

Hannan-Quinn criter. 

-6,498291 


A I’instar de Testimation MCO, I’estimation MLE performe beaucoup mieux 
lorsqu’on estime les taux de rendement du TSX par un processus de retour vers la 
moyenne que par un mouvement brownien geometrique. Les coefficients de cette 
estimation nous donnent directement 1’ estimation parametres de 1’ equation (4): 

R = c(l) = 0,000 385 
a" = c(2) = 8,60’' - 05 
f| = c(3) = 2,07 
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Le rendement moyen annuel du TSX, soil 9 , 10 %, et la vitesse de retour vers la 
moyenne, soil 2,07, sont pratiquement identiques aux estimations MCO. L’estimation 
de I’ecart-type journalier, a hauteur de 0,009 27, apparait par ailleurs plus plausible 
que I’ecart-type estime par les MCO. Dans le cas de I’estimation MLE, I’ecart-type 
annuel est de 14,72% alors qu’il avoisine les 30% du cote des MCO. L’estimateur 
MCO de I’ecart-type semble done exagere sur la base des resultats anterieurs. 

Nous nous tournons vers une autre serie de rendements que nous voulons 
expliquer par un processus de retour vers la moyenne, soil le rendement sur I’actif 
des six grandes banques canadiennes. Comme on pent le constater a la figure 20.6, 
ce rendement suit a I’evidence un processus de retour vers la moyenne. 

Figure 20.6 Rendement sur I’actif des six plus grandes 

banques canadiennes, premier trimestre 1988 - 
quatrieme trimestre 2003 



RATOTTRIM 


Les statistiques descriptives du rendement des banques canadiennes se retrou- 
vent a la figure 20.7. Comme on pent le constater, le rendement annuel moyen sur 
I’actif bancaire fut de 0,61 % au cours de la periode 1988-2003, soil 61 cents par 100 $ 
d’actif. L’ecart-type annuel de ce rendement fut de 0,12, ce qui n’est pas excessif, 
mais cette mesure du risque ne prend pas en compte deux autres mesures addition- 
nelles du risque bancaire : une asymetrie de rendement sensiblement negative et un 
fort degre de leptocurtisme. 
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Figure 20.7 Statistiques descriptives du rendement sur I’actif 
des six plus grandes banques canadiennes, 
premier trimestre 1988 - quatrieme trimestre 2003 


24. 



- 0,2 - 0,1 - 0,0 0,1 0,2 


Series: RATOTTRM 

Sample 1 64 
Observations 64 

Mean 

0,154648 

Median 

0,170000 

Maximum 

0,250000 

Minimum 

-0,192500 

Std. Dev. 

0,061528 

Skewness 

-3,176508 

Kurtosis 

17,54497 

Jarque-Bera 

671,7789 

Probability 

0,000000 


Pour I’ensemble des banques, le resultat de la regression (5) apparait au 
tableau 20.14. 


Tableau 20. 14 Estimation par les MCO du processus de retour 
vers la moyenne applique au rendement 
des banques canadiennes, 1988-2003 


Dependent Variable: D(RATOTTRIM) 

Method: Least Squares 

Date: 06/25/05 Time: 21:17 

Sample (adjusted): 2 64 

Included observations: 63 after adjustments 

Variable 

Coefficient 

Std. Error 

t-Statistic 

Prob. 

C 

0,148201 

0,021255 

6,972591 

0,0000 

RATOTTRIM(-I) 

-0,960499 

0,128187 

-7,492969 

0,0000 

R-squared 

0,479276 

Mean dependent var 

0,000238 

Adjusted R-squared 

0,470740 

S.D. dependent var 

0,085787 

S.E. of regression 

0,062410 

Akaike info criterion 

-2,678941 

Sum squared resid 

0,237598 

Schwarz criterion 

-2,610905 

Log likelihood 

86,38663 

F-statistic 


56,14459 

Durbin-Watson stat 

2,000508 

Prob(F-statistic) 

0,000000 
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On constate que les resultats de la regression sont somme toute satisfaisants, 
le se situant a 0,47, ce qui s’avere eleve du fait que la variable dependante est 
un rendement. Les deux coefficients estimes sont fort significatifs. Le rendement 
annuel a long terme sur I’actif bancaire, estime a 0,6 L, represente certes I’esperance 
non conditionnelle du rendement sur I’actif bancaire. La vitesse de retour vers le 
rendement moyen, estimee a 3,22, s’avere rapide. Par ailleurs, I’ecart-type annuel 
du processus de retour vers la moyenne est estime a 0,31, ce qui s’avere plus eleve 
que I’ecart-type historique. 

Au tableau 20.15, nous reprenons les memes calculs, en recourant cette fois 
a la methode MLE. 

Tableau 20.15 Estimation par la methode MLE du processus 

de retour vers la moyenne applique au rendement 
des banques canadiennes, 1988-2003 

LogL: LOGL01TRIM 

Method: Maximum Likelihood (Marquardt) 

Date: 06/25/05 Time: 21:18 

Sample: 2 64 

Included observations: 63 

Evaluation order: By observation 

Convergence achieved after 75 iterations 



Coefficient 

Std. Error 

z-Statistic 

Prob. 

C(3) 

3,229897 

3,284920 

0,983250 

0,3255 

C(1) 

0,154288 

0,013464 

11,45918 

0,0000 

C(2) 

0,002337 

0,002552 

0,915865 

0,3597 

Log likelihood 

86,38663 

Akaike info criterion 

-2,647194 

Avg. log likelihood 

1,371216 

Schwarz criterion 

-2,545140 

Number of Coefs. 

3 

Hannan-Quinn criter. 

-2,607056 


Au tableau 20.15, le coefficient c(l) nous donne directement le rendement a 
long terme sur Tactif. En termes annualises, il se situe a 0,61, soil au meme niveau 
que dans la regression MCO. C’est le seul coefficient qui soit significatif dans la 
regression. Ea vitesse de retour vers la moyenne, qui correspond au coefficient c(3), 
est estimee a 3,22, soit au meme niveau que celui donne par la regression MCO. Ee 
coefficient c(2) represente pour sa part la variance du processus de retour vers la 
moyenne. E’ecart-type annuel dudit processus se situe done a 0,096 7. Ce niveau est 


4. La regression a en effet ete effectuee sur des rendements trimestriels. Le rendement annuel moyen 
a long terme est done : (0,148 / 0,96) x 4 = 0,61. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


652 Finance computationnelle et gestion des risques 


sensiblement plus faible que celui qui resulte de la regression MCO. Peut-etre que 
I’ecart-type donne par la regression MCO etait trap important. A I’evidence, il s’avere 
difficile d’estimer les ecarts-types des processus stochastiques. 

Nous avons refait ces calculs pour trois banques canadiennes, soil la Banque 
Royale du Canada (BRC), la Banque Toronto Dominion (TD) et la Banque Nationale 
du Canada (BNC). Au tableau 20.16, on retrouve Testimation, pour cbacune d’elles, 
des parametres de Tequation (4) par les deux metbodes d’estimation utilisees dans 
ce cbapitre. Le rendement moyen a long terme et Tecart-type de Tequation (4) sont 
exprimes en termes annuels. Les statistiques t des coefficients estimes figurent entre 
parentheses. 

Comme on pent le constater au tableau 20.16, les metbodes MCO et MLE 
calculent des coefficients quasi identiques pour le rendement moyen a long terme sur 
Tactif bancaire et pour la vitesse de retour vers la moyenne. La BNC a un rendement 
sur Tactif a long terme particulierement faible en regard de ses concurrentes. Par 
ailleurs, la Banque TD se demarque nettement des autres au niveau du coefficient 
de vitesse de retour vers la moyenne, qui s’avere nettement plus faible. La force 
d’ attraction qui relie le rendement de la TD a son niveau a long terme est done plus 
faible que celle des autres banques canadiennes. 


Tableau 20.16 Estimation par les metbodes MCO et MLE 

du processus de retour vers la moyenne applique 
au rendement de certaines banques canadiennes, 1988-2003 



R long terme 




(T 


MCO 

MLE 

MCO 

MLE 

MCO 

MLE 

Ensemble 

0,61 

0,61 

3,22 

3,22 

0,31 

0,097 


(6,97) 

(11,45) 

(7,49) 

(0,98) 


(0,91) 

BRC 

0,67 

0,67 

2,63 

2,66 

0,37 

0,14 


(6,57) 

(5,33) 

(7,27) 

(1,36) 


(1,36) 

TD 

0,68 

0,68 

0,60 

0,60 

0,24 

0,40 


(3,51) 

(5,33) 

(4,24) 

(2,56) 


(1,73) 

BCN 

0,52 

0,52 

3,29 

3,29 

0,57 

0,17 


(4,09) 

(5,80) 

(7,50) 

(0,74) 


(0,70) 


Les deux metbodes d’estimation produisent par ailleurs des resultats fort diffe- 
rents au cbapitre de la volatilite annuelle du processus de retour vers la moyenne. 
L’ estimation de la volatilite devrait etre en principe reliee a celle du coefficient de 
vitesse de retour vers la moyenne. En effet, plus la vitesse de retour vers la moyenne 
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est elevee, plus on devrait s’attendre a une volatilite faible. L’ estimation MCO semble 
aller a I’encontre de cette relation. Par exemple, la TD a la vitesse de retour vers la 
moyenne la plus faible, mais sa volatilite estimee par les MCO est egalement la plus 
faible. La BNC a pour sa part la vitesse de retour la plus elevee, mais egalement la 
volatilite la plus importante quand on recourt a la metbode MCO. A 0,57, 1’estimation 
de ce parametre semble d’ailleurs exageree. 

La metbode MLE est beaucoup plus rapprocbee de la relation anticipee entre 
la vitesse et la volatilite. Par exemple, selon la metbode MLE, c’est la TD qui, parmi 
les banques, a la volatilite la plus importante. Et on attendait un tel resultat puisque la 
TD dispose de la vitesse de retour la plus faible. Grosso modo, les volatilites estimees 
par la metbode MEE correspondent davantage aux attentes. 


4. Marche aleatoire^ 

Ea marcbe aleatoire est Tun des processus stochastiques les plus simples. En temps 
discret, la marcbe aleatoire peut s’exprimer comme suit: 

X, = x,_, + e, 

Ea variable Xj est done une serie non stationnaire. Pour verifier si une serie est 
stationnaire ou non, on dispose de plusieurs tests, dont celui de Dickey-Puller. Pour 
effectuer ce test, il vaut mieux introduire une tendance lors du test, car une serie peut 
etre non stationnaire en tendance. II suffit alors d’extirper la tendance de la serie pour 
la rendre stationnaire. Cette serie a alors un trend deterministe. Une veritable serie 
non stationnaire a un trend stocbastique ; c’est pour cette raison qu’il faut recourir au 
test de Dickey-Puller avec trend pour juger de la veritable stationnarite de la serie. 

Verifions si la serie TSX que nous avons utilisee anterieurement est stationnaire 
ou non. Pour ce faire, nous recourons au logiciel EViews. Nous faisons apparaitre le 
chiffrier de la serie TSX a Tecran tout simplement en cliquant sur cette variable puis 
nous cliquons sur View puis sur Unit root test. Ee resultat apparait a la figure 20.8. 

Comme on peut le constater a la figure 20.8, nous avons demande un test en 
niveau avec un trend et une constante. Ee resultat du test apparait au tableau 20.17. 


5. Pour cette section, on consultera : Dixit et Pindyck (1994) ; Racicot et Theoret (2001). 
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Figure 20.8 Fenetre EViews du test de racine unitaire 


wag 



Comme en prend acte le tableau 20.17, la valeur absolue de la statistique t 
du test, a bauteur de 2,20, est plus faible que la valeur absolue du t tabule au seuil 
critique de 5%®, egal a 2,89. On retient done I’bypotbese HO de la presence d’une 
racine unitaire et on conclut que la serie TSX est non stationnaire. 

On recourt souvent aux tests de racine unitaire pour juger de refficience 
des marches financiers. Un marcbe financier efficient est caracterise par des series 
financieres non stationnaires. Sur la base du test precedent, on pent presumer que la 
Bourse de Toronto constitue un marcbe efficient puisque son indice est non station- 
naire. Notons ici que le processus de Wiener est la limite continue de la marcbe 
aleatoire en temps discret. Ce processus est un processus de Markov, en ce sens 
que la distribution en probabilite de Xj^j depend seulement de Xj et non de ce qui est 
survenu auparavant. La propriete de Markov simplifie de beaucoup T analyse des 
processus stoebastiques. 


6. C’est le niveau du seuil critique generalement retenu pour effectuer le test. 
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Tableau 20.17 Test de racine unitaire sur la serie TSX 

(indice de la Bourse de Toronto), donnees journalieres, 
1992-2001 


Null Hypothesis:TSX has a unit root 


Exogenous: Constant, LinearTrend 


Lag Length: 2 (Automatic based on SIC, MAXLAG=26) 


t-Statistic 

Elliott-Rothenberg-Stock DF-GLS test statistic 

-2,201278 

Test critical values: 1% level 

-3,480000 

5% level 

-2,890000 

10% level 

-2,570000 

*Elliott-Rothenberg-Stock (1996, Table 1) 


Un autre exemple d’un processus stochastique en temps continu ramene en 
temps discret est le processus autoregressif de premier ordre AR(1) : 

Xj = 5 + pXj_j +£j 

oil -1 < p < 1 . Ce processus est stationnaire. La valeur de long terme de x, peut etre 
determinee en posant x, = x,_j = x dans cette equation et en supprimant le terme 
d’erreur. On a : 

§ 

X =o + px— ^x = 

1-p 

La variable x retourne vers cette valeur a long terme quel que soit son niveau 
initial. Un processus AR(1) est done un processus de retour vers la moyenne. Un tel 
processus jouit egalement de la propriete de Markov. 


5. Estimation des taux d'interet’ 

Contrairement aux taux de rendement des actions, les taux d’interet ne prennent pas 
de valeurs negatives. Soit a designer par q le taux d’interet. Une forme generale pour 
le processus stochastique suivi par un taux d’interet s’enonce comme suit: 

dr, =(a + Pq)dt + ar/dW, 


7. Pour cette section, nous nous inspirons de Dell’Aquila el al. (2003). 
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Les coefficients a et p caracterisent la derive, a est le parametre de volatilite 
instantanee, alors que la constante 7 mesure la sensibilite de la volatilite an niveau du 
taux d’interet instantane q. En imposant des restrictions sur le groupe de parametres 
(a,p,CT, 7 ), on obtient une grande diversite de modeles de taux d’interet. Ces divers 
modeles se retrouvent an tableau 20.18. 


Tableau 20.18 Modeles alternatifs du taux d’interet court 


Modele 

a 

p 

CT 

7 

Restrictions 

Merton 


0 


0 


Vasicek 




0 

P <0 

Cox-Ingersoll-Ross 

Dothan 

0 

0 


0 

1 

P < 0 et 2a > (7^ 

Mouvement brownien geometrique 

0 



1 

P <0 

Brennan-Schwaitz 
Taux variable 

0 

0 


1 

1,5 

P < 0 et a > 0 

□ asticite constante de la variance 

0 




P <0 


La discretisation de Tequation (9) est la suivante : 
q - q_i = a + Pq_i + e, 

Les residus qui entreront dans la fonction de vraisemblance sont done de : 

=(rt-Vi)-«-PVi 

Par ailleurs, la variance de 1’ innovation est de : 

E(ef) = aV-I 

Nous avons applique ces deux equations au taux de rendement des bons du 
Tresor americain. L’ecbantillon est mensuel et s’etire de 1941 a 2000. La specification 
MLE de ces deux equations dans EViews se retrouve au tableau 20.19 et le resultat 
de la regression MLE, au tableau 20.20. 

Tableau 20.19 Specification EViews de la fonction de vraisemblance 
du modele de taux d’interet 


@logl logll 

resi =d(rbt)-cn )-c(2)*rbt(-1 ) 
var=c(3)*rbt(-1)''(2*c(4» 

logl1=log(@dnorm(res1/@sqrt(var)))-log(var)/2 
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Tableau 20.20 Estimation du modele de taux d’interet 
par la fonction MLE 

LogL: UNTITLED 

Method: Maximum Likelihood (Marquardt) 

Date: 06/26/05 Time: 17:59 

Sample: 3 710 

Included observations: 708 

Evaluation order: By observation 

Convergence achieved after 115 iterations 



Coefficient 

Std. Error 

z-Statistic 

Prob. 

C(1) 

0,024761 

0,006272 

3,947735 

0,0001 

C(2) 

-0,003546 

0,002868 

-1,236108 

0,2164 

C(3) 

0,018449 

0,000678 

27,19103 

0,0000 

C(4) 

0,626084 

0,008017 

78,09151 

0,0000 

Log likelihood 

-96,80082 

Akaike info criterion 

0,284748 

Avg. log likelihood 

-0,136724 

Schwarz criterion 

0,310525 

Number of coefs. 

4 

Hannan-Quinn criter. 

0,294707 


L’estimation des equations du taux d’interet et de la variance de Tinnovation 
est done la suivante : 


r, - r,_j = 0, 024 - 0, 003r,_j + e, 

E(ef) = 0 , 018 r"’;‘’’“ 

L’estimation semble donner raison au modele de Cox-Ingersoll-Ross (CIR). 
En effet, le coefficient 7 est plus rapproche de 0,5 que de 1 ; (3 est negatif et 2a > . 

Les restrictions du modele CIR sont done assez bien verifiees. 


6. Calibrage de processus stochastiques avec sauts® 

II est bien connu que les donnees financieres n’obeissent pas strictement a de simples 
processus de diffusion. Elies font egalement I’objet de sauts. Ces sauts sont tradition- 
nellement qualifies d’evenements rares car leur probabilite d’ occurrence s’approcbe de 
0. Mais ils peuvent se reveler frequents dans le cas de certaines donnees financieres, 
tels les taux de change. Force est de considerer leur estimation econometrique. 


8. Pour cette section, nous suivons la procedure proposee par Jorion (1988) et par Ball et Torous 
(1985). 
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Nous supposons que la variable S,, disons un taux de change, suit un mouve- 
ment brownien geometrique auquel se superpose un processus de saut : 


— ^ = adt + adWj + dq, 

oil dqj est un processus de Poisson caracterise par X, un nombre moyen de sauts par 
unite de temps, et par Yj qui mesure I’importance des sauts. Dans cede section, nous 
voulons estimer X. On suppose que la variable Y, obeit a une distribution lognormale, 
c’est-a dire: InY ~ n( 0,5^). On pent done reecrire le processus stochastique suivi 
par S( comme suit, cela par unite de temps (dt = 1) : 


In 



p + aW + ^lnY, 

t=i 


n, etant le nombre actuel de sauts durant I’intervalle. 


La fonction de vraisemblance proposee par Ball et Torous (1985) et par Jorion 
(1988) pour estimer le processus suivi par Sj est la suivante : 


l = -TX ln(27t)+ ^In 




j! V<^'+5'j' 


1 2|a^+S"jj 


(9) 


oil T represente le nombre d’ observations et e, , les residus de I’equation de ln(S/S,_j). 
Ball et Torous (1985) ont choisi de tronquer Texpression entre crochets dans Tequation 
(9) en donnant a j une valeur de 10. 


Nous voulons transposer Tequation (9) au taux de change du dollar canadien, 
mesure, comme cela est d’usage, par le prix du dollar americain en termes du dollar 
canadien. La figure 20.9 presente revolution joumaliere du taux de change du dollar 
canadien de Janvier 1990 a juin 2005. 


Un test Dickey-Fuller revele que la serie du taux de change du dollar canadien 
n’est pas stationnaire. C’est pourquoi, pour les fins de la regression, nous la fransfor- 
mons en rendement en lui faisant subir la transformation logarithmique habituelle : 
/ \ 


In 


. La figure 20.10 fait montre de la serie ainsi transformee. 
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Figure 20.9 Evolution journaliere du taux de change du dollar 
canadien, janvier 1990 - juin 2005 



Figure 20. 10 Evolution journaliere du taux de change du dollar canadien 
exprime en rendement, janvier 1990 - juin 2005 
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A la figure 20.10, on note que le faux de change du dollar canadien semble 
suivre un processus de retour vers la moyenne. A I’evidence, la serie fait montre 
d’heteroscedasticite conditionnelle, probleme que nous traiterons en introduisant un 
processus GARCH(1,1) lors de I’estimation de la fonction de vraisemblance. Par 
ailleurs, des sauts evidents apparaissent frequemment dans le profil de la serie. 

Au tableau 20.21, on retrouve I’ecriture EViews de la fonction de vraisem- 
blance donnee par I’equation (9). On notera le processus GARCH (1,1) que nous 
avons introduit dans I’expression de la variance (varl). Et au tableau 20.22 se trouve 
r estimation de cette fonction. 


Tableau 20.21 Fonction de vraisemblance (EViews) d’un processus 
de retour vers la moyenne avec sauts applique 
au taux de change du dollar canadien 


@logl logH 

res1 =rdoleu-exp(-c(6))*rdoleu(-1 )-c(7)*(1 -exp(-c(6))) 

res2=res1-c(2) 

res3=res1-c(2)*2 

res4=res1-c(2)*3 

res5=res1-c(2)*4 

res6=res1-c(2)*5 

res7=res1-c(2)*6 

res8=res1-c(2)*7 

res9=res1-c(2)*8 

res10=res1-c(2)*9 

res1 1=res1-c(2)*10 

var1 =(c(3)/2*c(6))*(1 -exp(-2*c(6)))+c(1 0)*(res1 (-1 )''2)+c(1 1 )*var1 (-1 ) 

var2=var1 +c{4) 

var3=var1+(c(4)*2) 

var4=var1 +(c (4)*3) 

var5=var1+(c(4)*4) 

var6=var1+(c(4)*5) 

var7=var1+(c(4)*6) 

var8=var1+(c(4)*7) 

var9=var1 +c{4)*8 

var10=var1+c(4)*9 

var1 1=var1+c(4)*10 

@param c(3) 0.1 c(4) 0.5 c(7) 0 c(5) 1 c(2) 1 c(6) 3 

logM =log(@dnorm(res1 /@sqrt(var1 )))-log(var1 )/2-(3886*c(5))+log(c(5)*(@dnorm(res2/@sqrt(var2))))- 

log(var2)/2+log((c(5)''2/@fact(2))*(@dnorm(res3/@sqrt(var3))))- 

log(var3)/2+log((c(5)''3/@fact(3))*(@dnorm(res4/@sqrt(var4))))- 

log(var4)/2+log((c(5)''4/@fact(4))*(@dnorm(res5/@sqrt(var5))))- 

log(var5)/2+log((c(5)''5/@fact(5))*(@dnorm(res6/@sqrt(var6))))- 

log(var6)/2+log((c(5)''6/@fact(6))*(@dnorm(res7/@sqrt(var7))))- 

log(var7)/2+log((c(5)''7/@fact(7))*(@dnorm(res8/@sqrt(var8))))- 

log(var8)/2+log((c(5)''8/@fact(8))*(@dnorm(res9/@sqrt(var9))))- 

log(var9)/2+log((c(5)''9/@fact(9))*(@dnorm(res10/@sqrt(var10))))- 

log(var1 0)/2+log((c(5)''1 0/@fact(1 0))*(@dnorm(res1 1/@sqrt(var1 1 ))))-log(var1 1 )/2 
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Tableau 20.22 Estimation du processus de retour vers la moyenne 
du taux de change du dollar canadien 


LogL: LOGGARCH3 

Method: Maximum Likelihood (BHHH) 

Date: 07/08/05 Time: 15:14 

Sample: 5 3890 

Included observations: 3886 

Evaluation order: By observation 

Convergence achieved after 1 iteration 


Coefficient 

Std. Error z-Statistic 

Prob. 

C(6) 

3,000006 

12,80852 0,234220 

0,8148 

C(7) 

-3.48E-05 

5,391466 -6,46E-06 

1,0000 

C(2) 

0,999997 

0,686014 1,457692 

0,1449 

C(3) 

0,099999 

0,475723 0,210204 

0,8335 

C(10) 

-0,013536 

21,47163 -0,000630 

0,9995 

C(11) 

0,968520 

0,005394 1 79,5562 

0,0000 

C(4) 

0,499991 

1,188856 0,420565 

0,6741 

C(5) 

0,999739 

0,005007 199,6606 

0,0000 

Log likelihood 

-15515117 

Akaike info criterion 

7985,139 

Avg. log likelihood 

-3992,567 

Schwarz criterion 

7985,152 

Number of coefs. 

8 

Hannan-Quinn criter. 

7985,144 


On remarque au tableau 20.22 que le processus stochastique du taux de change 
du dollar canadien est fortement heteroscedastique. Le coefficient c(ll), rattache au 
premier retard de la variance conditionnelle, est en effet fortement significatif. Mais 
le coefficient qui nous interesse le plus est c(5), qui est T estimation de A,. Nous avons 
tente plusieurs valeurs de depart lors de 1’ estimation; celle qui donnait les meilleurs 
resultats se rapprochait de 1. En fait, la valeur estimee de 0,99 est fortement signi- 
ficative. Cela indique qu’il se produirait en moyenne un saut par jour dans la serie 
du dollar canadien, ce qui est evidemment important. Jorion (1988) obtenait parfois 
de tels niveaux lors de 1’ estimation du taux de change du DM en termes du dollar 
americain pour la periode de Janvier 1974 a decembre 1985. 

Est-il possible de representer le profil du dollar canadien par un pur processus de 
sauts ? En tout cas, la figure 20.10 ne saurait nous contredire sur ce sujef. Nous savons 
que la distribution de Poisson tend vers la distribution normale quand A augmente. 
Pour verifier cette hypofhese, nous avons fixe a 10 000 la valeur initiale de A lors de 
I’estimation. Ee resultat que nous avons obtenu apparait au tableau 20.23. 

Au tableau 20.23, la valeur estimee de A, fixee a 10 000, est fortement signifi- 
cative. II en va de meme pour le coefficient c(6), qui mesure la vitesse de retour vers 
la moyenne du dollar canadien. Cette vitesse, a hauteur de 3, s’avere rapide. 
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Tableau 20.23 Le dollar canadien vu comme un pur processus de sauts 

LogL: LOGGARCH7 

Method: Maximum Likelihood (BHHH) 

Date: 07/08/05 Time: 15:20 
Sample: 5 3890 
Included observations: 3886 
Evaluation order: By observation 
Convergence achieved after 1 iteration 



Coefficient 

Std. Error 

z-Statistio 

Prob. 

C(6) 

3,000000 

0,196493 

15,26773 

0,0000 

C(7) 

1.13E-15 

0,003765 

3,01 E-1 3 

1,0000 

C(2) 

1 ,000000 

0,023402 

42,73209 

0,0000 

C(3) 

0,100000 

0,006753 

14,80755 

0,0000 

C(10) 

-0,016305 

0,189924 

-0,085849 

0,9316 

C(11) 

0,968527 

0,001795 

539,6092 

0,0000 

C(4) 

0,500000 

0,016554 

30,20471 

0,0000 

C(5) 

10000,00 

0,000365 

27409664 

0,0000 

Log likelihood 

-1,51E-r11 

Akaike info criterion 

77719200 

Avg. log likelihood 

-38859600 

Schwarz criterion 

77719200 

Number of coefs. 

8 

Hannan-Quinn criter. 

77719200 


Lorsqu’une serie temporelle ne comporte que quelques sauts, la technique qui 
vient d’etre presentee risque de donner de mauvais resultats. On parle plutot dans 
ce cas de donnees extremes {outliers). II vaut alors mieux recourir a des variables 
binaires (auxiliaires) pour ajuster la serie. 

A litre d’exemple, on remarque un saut evident au debut de la serie du rende- 
ment sur Tactif bancaire canadien (figures 20.6 et 20.7). L’histogramme de la serie 
(figure 20.7) fait clairement apparaitre une donnee extreme. On pent la trailer lors 
de la regression en construisant une variable auxiliaire qui prend la valeur 1 pour 
cette observation et 0 ailleurs®. Fort de cette nouvelle variable, on reprend done la 
regression du tableau 20.14, dont le resultat apparait au tableau 20.24. 

En prenant en compte la donnee extreme, on remarque que le du tableau 
20.24, a hauteur de 0,75, est beaucoup plus eleve que celui du tableau 20.14, qui est 
egal a 0,47. La prise en compte de la donnee extreme a eu pour effet de rehausser 
de 0,61 a 0,64 le rendement annuel de Tactif a long terme et d’abaisser la vitesse de 
retour vers la moyenne de 3,22 a 2,12. Ce sont ces valeurs ajustees qui devront etre 
utilisees lors d’une simulation du processus stochastique decrit par le rendement sur 


9. S’il existe des donnees extremes a la hausse comme a la baisse, il faut introduire une variable 
auxiliaire specifique pour chacune de ces categories. 
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I’actif bancaire. La figure 20.11 donne revolution du rendement sur I’actif ajuste qui 
est obtenu en retranchant de la donnee extreme de cette serie le coefficient estime de 
la variable auxiliaire. Le saut qui apparaissait a la figure 20.6 a ainsi ete lisse. 


Tableau 20.24 Estimation du processus de retour vers la moyenne 

du rendement sur I’actif bancaire avec variable auxiliaire 


Dependent Variable: D(RATOTTRIM) 

Method: Least Squares 

Date: 07/09/05 Time: 16:15 

Sample (adjusted): 2 64 

Included observations: 63 after adjustments 

Variable 

Coefficient 

Std. Error t-Statistic 

Prob. 

C 

0,142022 

0,014772 9,614384 

0,0000 

RATOTTRIM(-I) 

-0,883458 

0,089470 -9,874300 

0,0000 

DUMTOTMOINS 

-0,358413 

0,043910 -8,162365 

0,0000 

R -squared 

0,753259 

Mean dependent var 

0,000238 

Adjusted R-squared 

0,745034 

S.D. dependent var 

0,085787 

S.E. of regression 

0,043317 

Akaike info criterion 

-3,394074 

Sum squared resid 

0,112584 

Schwarz criterion 

-3,292020 

Log likelihood 

109,9133 

F-statistic 

91,58476 

Durbin-Watson stat 

1,438664 

Prob(F-statistic) 

0,000000 


Figure 20. 11 Rendement sur I’actif ajuste 

des six grandes banques canadiennes, 1988-2003 


Evolution du rendement sur I’actif des six grandes banques canadiennes 
ajuste compte tenu d’une donnee extreme, 1988-2003 

1,5 
1 

0,5 
0 
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Resume 

Dans ce chapitre, nous nous sommes interesses an calibrage des processus stochas- 
tiques. Nous avons recouru pour ce faire a deux methodes econometriques : la methode 
des moindres carres ordinaires et celle du maximum de vraisemblance. Nous avons 
pu constater que le processus de retour vers la moyenne se comporte beaucoup mieux 
pour expliquer revolution des rendements boursiers journaliers que le mouvement 
brownien geometrique. Le processus de retour vers la moyenne nous est apparu 
particulierement adapte pour rendre compte du rendement sur I’actif realise par les 
banques canadiennes. 

Nous avons pu cependant noter que I’estimation de la volatilite n’est pas une 
sinecure. Les deux metbodes econometriques utilisees ont donne tres souvent des 
resultats fort differents a cet egard. La metbode du maximum de vraisemblance semble 
toutefois plus appropriee que celle des moindres carres ordinaires pour estimer la 
volatilite des rendements. A preuve, lors de I’estimation des rendements bancaires, la 
relation attendue entre la vitesse de retour vers la moyenne et la volatilite du processus 
ressortait assez bien en utilisant la metbode MLE, alors que la relation degagee par 
la metbode MCO ne correspondait pas aux attentes. Certes, il faut souvent recourir 
a des modeles plus sopbistiques que ceux que nous avons utilises pour prevoir la 
volatilite financiere. 

On effectue souvent un test de racine unitaire pour juger de Tefficience des 
marches financiers. En effet, un marche financier est efficient si les prix des litres 
qui s’y transigent suivent une marche aleatoire, c’est-a-dire que ces series sont non 
stationnaires. On pent se servir du test Dickey-Euller pour verifier si une serie est 
stationnaire ou non. Ee test que nous avons effectue sur I’indice S&P TSX donne a 
penser que la Bourse de Toronto constitue un marche financier efficient. 

Einalement, nous nous sommes interesses a Testimation de modeles de taux 
d’interet et de processus de sauts. Ees modeles les plus courants de taux d’interet 
specifient une forme particuliere pour Theteroscedasticite qui contamine ces series. 
Notre estimation du taux de rendement des bons du Tresor americain donne a penser 
qu’il se plie au modele de Cox-Ingersoll-Ross. Par ailleurs, le calibrage des processus 
de sauts nous est apparu fort laborieux. Dans cette section, nous nous sommes permis 
d’envisager la serie du taux de change du dollar canadien comme un pur processus 
de sauts. 
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CHAPITRE 


21 

QUELQUES APPLICATIONS 
DU FILTRE DE KALMAN EN FINANCE 

Estimation et prevision 
de la volatilite stochastique 
et du rapport cours-benefice 


Le filtre de Kalman trouve de plus en plus d’ applications en finance. Dans ce chapitre, 
nous montrons comment on peut rutiliser pour prevoir deux variables financieres 
cles : la volatilite stochastique et le rapport cours-benefices. 

Dans leur fameuse equation du prix d’une option d’ achat europeenne publiee 
en 1973, Black et Scholes ont suppose que la volatilite du cours de Taction, soit le 
sous-jacent de Toption, etait constante. Ils ont done fait appel au concept de volatilite 
inconditionnelle pour definir leur equation. L’ecart-type historique du rendement de 
Taction etait alors privilegie comme mesure empirique de la volatilite. 

Mais, par la suite, on s’est rendu compte que la variance n’etait pas une variable 
hieratique, mais qu’elle etait conditionnelle a T ensemble d’ informations disponibles 
au moment de son calcul. Malheureusement, il n’existe pas une seule procedure pour 
calculer et prevoir la volatilite conditionnelle. Dans cet article, nous nous interessons 
a la volatilite stochastique, que nous comparons au modele GARCH(1,1). Nous 
constatons que ces deux mesures donnent des resultats apparentes mais qui peuvent 
diverger a court terme. Nous montrons aussi que la specification retenue pour la 
version empirique de la volatilite stochastique importe beaucoup et que T omission 
de certains parametres, comme cela est souvent le cas dans les modeles theoriques, 
peut se traduire par des resultats aberrants. 
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La volatilite stochastique du rendement mensuel du taux de rendement des 
bons du Tresor canadien et du rendement journalier du S&P TSX sera estimee par le 
filtre de Kalman. De maniere a demontrer la versatilite de cette methode de filtrage, 
nous I’appliquons egalement a la prevision du rapport cours-benefices de I’indice 
boursier americain S&P500. 

Mais avant de presenter nos estimations, nous rappelons brievement la tech- 
nique que nous mettons de I’avant dans cet article, soil le filtre de Kalman. 


1. Le filtre de Kalman’ 

Supposons que la serie temporelle y,, representee par le vecteur (y^, yi,...,yj soil 
observable. Cette variable pent par exemple etre le taux de rendement d’un titre 
financier. Elle depend de la variable b, qui, elle, n’est point observable. Cette derniere 
variable pourrait etre la volatilite stocbastique de y,. Comme on ne pent observer b,, 
il faudra simuler sa valeur. Nous ne connaissons pas non plus la variance de b^, que 
nous representons par cOj. Le modele se presente done comme suit : 

yj = 0, +02hj-)-e, 

= 03 + 0A + ilt 

ou les 0; sont les parametres a estimer, 8j est un bruit gaussien dont la variance est de 
Vjj et Pj, un bruit gaussien dont la variance est de Vj,. La premiere equation est dite 
equation de mesure alors que la seconde est I’equation de transition ou d’etat. 

Au temps (t - 1), des estimations de b,_,, de sa variance 0 ),_j ainsi que des coef- 
ficients 0j,_j doivent etre fournies. Si on se situe au temps 0, on doit disposer d’une 
estimation preliminaire de et de cOo Mais comme ces valeurs sont alors inconnues, 
le logiciel EViews attribue une valeur nulle a b,, et une valeur elevee a cOq de fagon a 
prendre en compte 1’ incertitude importante qui est alors reliee a 1’ estimation de hg. 

Revenons au temps (t - 1) de la simulation ou du filtrage, si on veut, et donnons 
les trois etapes de la procedure suivie par le filtre de Kalman. 


1. Pour rediger cette section, nous suivons la demarche de: J. James et N. Webber (2000), Interest 
Rate Modelling, John Wiley & Sons, New York. Le manuel suivant est devenu un classique dans le 
domaine du filtre de Kalman: A.C. Hai'vey (1989), Forecasting, Structural Time Series Models and 
the Kalman Filter, Cambridge University Press, Cambridge. On consultera egalement Wang (2003) 
sur 1" utilisation du filtre de Kalman en finance et les modeles de volatilite stochastique. 
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1.1. Etape 1 : prevision 

Nous calculous alors les deux previsions suivantes : i) hjt - 1 , la prevision de h, au 
temps (t - 1), soil I’esperance conditionnelle de hj etant donne 1’ information disponible 
au temps (t - 1) ; ii) co Jt - 1 , la prevision de co, au temps t - 1, soit I’esperance condi- 
tionnelle de CO, etant donne I’information disponible au temps (t - 1). Ces previsions, 
qui sont des estimations conditionnelles non biaisees, se calculent comme suit : 

“ 03 ,t-l 64,1-1^1-1 

®t|i-i = 6l-i®.-i + V2,i-i 


1.2. Etape 2: revision 


Au temps t, on dispose d’une nouvelle observation de y, soit y,. On pent alors calculer 
I’erreur de prevision t), : 

^1 = Yi - 01,1-1 - 02,i-ih,|,_i 


La variance de n, , representee par V|/, , est de : 

Vi=0l-l®i|i-l+V,.i-i 


On se sert de n, et de V|/, pour mettre a jour b, et sa variance, co,: 


h. = + 


92,1-1 X to 

V, 


9l-iXco',_, 

co, = co,|i-i + — ^ 

Ces deux demiers estimateurs sont les estimateurs non biaises conditionnel- 
lement qui minimisent la variance de ces estimations. Le filtre de Kalman est done 
optimal en ce sens qu’il est le meilleur estimateur dans la classe des estimateurs 
lineaires. 


1.3. Etape 3: estimation des parametres 


On recourt a la metbode du maximum de vraisemblance pour estimer les parametres 
0;. La fonction de vraisemblance est la suivante : 
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On passe au temps (t + 1) et on refait cette procedure en trois etapes jusqu’a 
la periode n. 


2. Estimation de la volatilite stochastique 

A L'AIDE DU FILTRE DE KaLMAN^ 

Supposons r equation differentielle suivante pour le logarithme de la variable P: 

d(log(P)) = ^ = pdt + a(t)dz,j (1) 

Sa discretisation donne lieu a un processus de produit {product process) : 

X, =p + a,U, (2) 

oil xt = A log(Pj) et U( est une variable standardisee telle que E(U() = 0 et 
V(U.) = 1. 

La variance conditionnelle de x, est egale a : 

v(x,|a,) = V(p + a,Uj = af 

CTj est done I’ecart-type conditionnel de x^ soit la volatilite conditionnelle de x,. 

A quelle distribution soumettre I’ecart-type conditionnel a^l Selon Mills 
(1999), une distribution lognormale semble appropriee, e’est-a-dire : 

h, = log(af) = Yo + Yih,_i + ^, (3) 

oil ~ N(o,a^) . On pent done reecrire I’equation (2) comme suit: 

ill 

X, =p + U,e2 (4) 

Mills (1999) pose que p, est egal a 0 dans P equation (4) car, babituellement, 
la moyenne des rendements joumaliers et intrajournaliers des actions et des devises 
est nulle. De maniere a lineariser I’equation (4), nous elevons Xj au carre et nous 
I’exprimons sous forme logaritbmique. Nous obtenons : 

xf=U^' 

log(x^) = log(u^) + hj (5) 


2. Pour rediger cette section, nous avons beaucoup emprunte a: T.C. Mills (1999), The Econometric 
Modelling of Financial Time Series, 2° edition, Cambridge. Pour etude documentaire des divers 
modeles de volatilite, on consultera : T.G. Andersen, T. Bollerslev, P.F. Christoffersen et F. Diebold 
(2005), Volatility Forecasting, document de travail. 
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Nous pouvons developper davantage I’equation (5) puisque nous savons que 
U, ~N(0,1). On connait done par consequent la distribution de log(uf) . Elle corres- 
pond a une distribution logarithmique yj, dont I’esperance est de -1,27 et la variance 
de soit approximativement 4,93. 

II importe de s’attarder sur la distribution de log(U^). Pour etablir cette distri- 
bution, nous avons genere 10 000 nombres aleatoires : U ~ N(0,1). Puis nous avons 
genere les distributions de et de log(U^), qui se retrouvent a la figure 21.1. 

Figure 21.1 Distributions de et de log(U^), U ~ N(0,1) 


Distribution de 



Distribution de log(U^) 

12 000 
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Puisque U ~ N(0,1), la distribution de correspond a une distribution 
centree^, comme en fait etat la figure 21.1. La distribution de log(U^) est pour sa part 
tronquee. Elle ressemble beaucoup a celle des payoffs* d’une position a decouvert dans 
une option de vente. Pour le constater, nous avons simule les payoffs d’une position a 
decouvert dans une option de vente europeenne aux caracteristiques suivantes : prix de 
Paction : 100 $ ; prix d’exercice : 95 $ ; duree : 0,25 an ; taux sans risque : 0 ; volatilite 
0,5. Le prix d’un tel put est de 7,40$. Nous avons simule 10 000 payoffs de ce put 
dont la distribution se retrouve a la figure 21.2. Comme on pent s’en rendre compte, 
la distribution de ces payoffs se rapproche de celle de log(U^). Or ce profil de payoffs 
est tres frequent chez les fonds speculatifs {hedge funds) qui ont un risque tres eleve 
associe a la queue gauche de la distribution. Incidemment, les payoffs d’une position 
a decouvert dans une option de vente sont un indicateur tres pertinent des risques 
relies a des evenements rares defavorables. La distribution de log(U^) s’avere done 
fort appropriee pour capter les krachs boursiers. 


3. Une X“ centree est etablie a partir de variables aleatoires obeissant a une distribution normale dont 
I’esperance est 0 et la variance, 1. Une distribution est decentree si I’esperance des variables 
normales qui servent a sa construction differe de 0. 

4. Le payoff est le flux monetaire a I’echeance. 
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Figure 21.2 Distribution des payoffs d’une position a decouvert 
dans une option de vente dont le prix est de 7,40$ 



Notre distribution de log(U^) comporte une moyenne de -1,24 contre -1,27 
pour la moyenne theorique et une variance de 4,74 contre 4,93 pour la variance theo- 
rique. Meme avec 10 000 iterations, nous n’arrivons done pas a atteindre les moments 
theoriques, ce qui indique que I’echantillon doit etre tres important pour les obtenir. 
Par ailleurs, la distribution simulee comporte un coefficient de leptocurtisme egal a 
3,62, contre 3 pour la distribution normale, et un coefficient d’asymetrie negative de 
-1,48. Ce sont la deux risques defavorables pour les investisseurs, ceux-ci preferant 
des placements dont le coefficient de leptocurtisme est faible et dont le coefficient 
d’asymetrie est positif. Or, ces deux risques se remarquent chez un grand nombre 
d’instruments financiers et sont par consequent bien per 9 us par la distribution de 
log(U2). 

Pour prendre en compte les resultats que nous venons d’etablir, nous ajoutons 
et nous soustrayons Elog(u^) dans I’equation (5). Nous obtenons: 

log(xf) = Elog(u^)+h, + [log(uf)-Elog(Uf)] (6) 

Nous pouvons reecrire I’equation (6) comme suit pour fins d’estimation : 

log(xf) = iio-l,27 + h,+ 9 , (7) 

oil 9 , = [^log (u^ ) - E log(U^ )1 et q,, une constante que nous introduisons pour prendre 
en compte le fait que Elog(uf) est egal a -1,27 seulement dans les tres grands 
echantillons, comme nous I’a montre la distribution simulee de log(U^). Nous diffe- 
rons en cela des chercheurs qui ont estime la volatilite stochastique a I’aide du filtre 
de Kalman. Nous verrons que I’ajout de cette constante se traduit par des resultats 
plus plausibles lorsque nous comparerons la volatilite stochastique a la volatilite 
conditionnelle du type GARCH(1,1). 
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g est un terme d’erreur qui suit une distribution logarithmique y^. Son esperance 

est de : 

E(g,) = E[log(u?)- Elog(U?)] = Elog(U?)- Elog(U^) = 0 
et sa variance : 

V(gJ = E(g^) = E[log(u?)-Elog(U^)]'=0,57t"»4,93 
Finalement, le systeme d’equations que nous voulons estimer est le suivant : 


log(x") = rio-l,27 + h, +g 

(8) 

h, = Yo + Yih,-i+^, 

(9) 


Les equations (8) et (9) sont dans la forme appropriee pour utiliser le filtre de Kalman 
tel qu’il a ete presente dans la section precedente. L’ equation (8) est I’equation dite de 
mesure puisque la variable x, est observee. L’ equation (9) est une equation d’etat ou 
de transition puisque h,, la variable d’etat, n’est pas observee. Cette derniere variable 
est simulee par le filtre de Kalman. 

Nous voulons estimer les equations (8) et (9) sur le taux de rendement des 
bons du Tresor canadien. Nous disposons d’une serie mensuelle s’etirant de 1941 
a 2005. Nous faisons appel au logiciel EViews pour estimer les parametres de ces 
equations. Dans la fenetre Workfile, nous cliquons sur Object, puis sur New Object 
et nous choisissons dans le menu la specification SSpace. Puis, dans la fenetre qui 
apparait, nous ecrivons le code reproduit au tableau 21.D. 

Tableau 21.1 Specification EViews d’un modele de volatilite stochastique 

@signal lnr2=-1.27+HTT+c(1)+[VAR=s2] 

@state HTT=c(4)+c(2)*HTT(-1)+[ename=e1,VAR=exp(c(3))] 

@param c(1) 0.01 c(2) 0.9 c(3) 0.1 


Dans un modele d’etat, les equations de mesure sont precedees de ©signal 
dans le logiciel EViews et les equations d’etat sont precedees de ©state. La premiere 
commande indique a EViews que la variable dependante est observee tandis que la 
seconde lui signifie que la variable dependante est inobservee et doit etre simulee. Dans 
le tableau 21.1, la variable lnr2 est egale a logxf , oil x, est le rendement des bons du 


5. Nous nous sommes inspires d’un exemple foumi par le logiciel EViews pour ecrire ce code. Nous 
avons ajoute une constante a I’equation de mesure de maniere a tenir compte de I’echelle des 
donnees. Nous avons egalement exprime les donnees en deviation de la moyenne, car supposer que 
la moyenne est nulle est, il va sans dire, une hypothese forte pour certaines series financieres. 
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Tresor canadien. Comme nous ne pouvions supposer que la moyenne mensuelle des 
rendements des bons du Tresor canadien est nulle, nous avons exprime ces rendements 
en deviation de la moyenne de maniere a instaurer Tequation (4). 

Les variances sont indiquees entre crochets par la commande VAR dans le 
tableau 21.1, ce qui est une procedure EViews dans les modeles estimes a Taide du 
filtre de Kalman. Dans la premiere equation, on indique que la variance de Tinnova- 
tion est egale a S2. On a pris soin auparavant de creer un scalaire S2 egal 4,93®, soit 
la variance associee a la distribution de log(U^). Dans Tequation de la variance 
stochastique, soit Tequation de HTT, la variance de T innovation prend une forme 
exponentielle, c’est-a-dire : VAR= exp(c(3)), c(3) etant un coefficient a estimer. Nous 
avons egalement fixe des valeurs de depart pour les trois coefficients a estimer, soit 
c(l), c(2), et c(3). Le resultat de Testimation apparait au tableau 21.2. 

Tableau 21.2 Estimation de la volatilite stochastique du taux 
de rendement des bons du Tresor canadien 


Sspace: SS04 

Method: Maximum likelihood (Marquardt) 

Date; 07/20/05 Time: 13:28 

Sample: 2 834 

Included observations: 833 

Convergence achieved after 68 iterations 


Coefficient 

Std. Error 

z-Statistic 

Prob. 

cm 

4,568883 

317199,6 

L44E-05 

1,0000 

C(2) 

0,984132 

0,012664 

77,71079 

0,0000 

C(3) 

-2,142044 

0,360005 

-5,950040 

0,0000 

C(4) 

-0,173233 

5033,413 

-3,44E-05 

1,0000 


Final State 

Root MSE 

z-Statistic 

Prob. 

HTT 

-10,78006 

0,861657 

-12,51084 

0,0000 

Log likelihood 

-1609,188 

Akaike info criterion 

3,873200 

Parameters 

4 

Schwarz criterion 

3,895889 

Diffuse priors 

0 

Hannan-Quinn criter. 

3,881899 


6. Pour creer S2, nous avons eerit la commande suivante: genr S2 = 0.5*@acos(-l)*@acos(-l). 
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Comme on pent le constater au tableau 21.2, les coefficients c(l) et c(4) ne sont 
pas significatifs au seuil de confiance de 95%. L’ evolution des valeurs observees et 
filtrees de la variable y se retrouve a la figure 21.3. Par ailleurs, selon I’equation (3), 
la volatilite stochastique du taux de rendement des bons du Tresor est egale a : 



Nous avons annualise cet ecart-type en le multipliant par 'Jll . L’ evolution de 
la volatilite du taux de rendement des bons du Tresor apparait a la figure 21.4. Cette 
figure montre que la volatilite de ce taux a culmine au toumant des annees 1980’ et 
a eu tendance a diminuer progressivement par la suite. 

Figure 21.3 Valeurs observees et estimees de log(r’) 



Std. Residuals 

Actual 

Predicted 


7. Qui se situe dans le voisinage de la 500' observation. 
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Figure 21.4 Evolution de la volatilite stochastique du taux 
de rendement des bons du Tresor canadien 



11 est d’usage de comparer la volatilite stochastique avec un modele de volatilite 
conditionnelle du type GARCH(1,1). Nous avons done applique ce modele au taux 
de rendement des bons du Tresor canadien : 


y, = c + ^, (10) 

h. = Po + p,h,_,+p,e, (11) 

oil c est une constante, , pour e ~ N(0,1), et h, est la variance conditionnelle. 

Nelson (1990)* a montre que lorsque le pas (dt) tend vers 0, T equation de hj tend vers 
une forme particuliere de volatilite stochastique, soit la suivante : 

dh = [co - iph] dt + \)/hdz (12) 


Par consequent, le mod^e GARCH(1,1) decrit un processus de retour vers la 
moyenne. Pour s’en convaincre, on pent reecrire Tequation (12) comme suit: 


dh = 



h 


dt + \)/hdz 


(13) 


Selon Tequation (13), la variance conditionnelle retourne a son niveau a long 


terme — a la vitesse ip . 
9 


8. D. Nelson (1990), «ARCH Models as Diffusion Approximations », Journal of Econometrics, vol. 45, 
p. 7-38. 
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Pour etablir I’equivalence entre parametres de I’equation (11) et ceux de 
I’equation (13), on peut reecrire I’equation (11) comme suit: 

h.., - h, = po + [l - p2E(e^) - p,]h, + p,h. [e? - e(8^)] (14) 

On peut done etablir I’equivalence suivante entre les coefficients d’un 
processus GARCH(1,1) [equation (11)] et ceux du processus de diffusion equivalent 
[equation (13)]. 

lim(dt) * P„ = CO 

dt->0 

lim(dt) * P„ = CO 

dt->0 

limb ^ V2P, = \|/ 

dt^O 


Apres avoir estime 1’ equation (11), on peut calculer les parametres de 1’ equa- 
tion (13) : 


cp = 


I-P1-P2 

dt 


CO 

9 


Po 

I-P.-P 2 

dt 


¥ = 


M2 

Vdt 


11 est a noter qu’on suppose que le coefficient de leptocurtisme est egal a 3 
pour calculer \j/ , e’est-a-dire qu’on suppose que la distribution de I’innovation est 
normale. Sinon, \j) s’ecrit: 

„ Vt - 1P2 

¥ = ^ 

L etant le coefficient de leptocurtisme®. 

Au dire de Fornari et Mele (2005), la sequence =(e^-E(8^)j ^ qui 


apparait dans I’equation (14) est une sequence i.i.d. de variables centrees cbi-carre 
avec 1 degre de liberte et represente la discretisation des increments browniens dW. 
De plus, le terme V 2 qui apparait dans I’equation dei}) s’explique par le fait que 


9. Voir a ce sujet: Engle et Lee, dans Rossi (1996), chap. 11. 
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q = - E(e^) = - 1 est une variable chi-carre avec 1 degre de liberie et a une 

variance egale a 2. Par ailleurs, I’bypotbese de normalite n’est pas requise pour 
obtenir la convergence. 

Nelson et Foster (1994) demontrent d’une autre fa^on que les modeles ARCH 
tendent vers des processus de diffusion continus. Reprenons le modele anterieur 
GARCH (1,1): 

y, = c + ^, 

ht = Po + Pih,-i + P2^?-i 

La recursion suivante genere b,, recursion qui vaut pour F ensemble des modeles 
ARCH: 

^t+dt + [dtXK(y,,2j,t,dt)]+ Vdt[g(^ 

y,t+dt’ y t ’ )] (15) 

^ est un residu qui decoule du fait que Ton remplace c par c . Les modeles 
ARCH considerent les valeurs estimees ^ et z comme les vraies valeurs ^ et z , z 
designant id b, soit la variance conditionnelle. On sail que le processus GARCH(1,1) 
tend vers le processus continu suivant : 

dh = [co - (ph] dt + \)/hdz (16) 

Si on compare les equations (15) et (16), on se rend compte que le processus 
GARCH(1,1) identifie z a b, la variance conditionnelle. Par ailleurs, il etablit egale- 
ment les equivalences suivantes entre le processus discret (15) et le processus continu 
(16): 

k = CO - (ph 

g = (V-h^) 

La recursion (15) est assez generate pour recuperer d’autres categories de 
modeles ARCH, comme le modele EGARCH de Nelson. 

A la figure 21.5, nous comparons la volatilite conditionnelle associee au modele 
GARCH(1,1) a la volatilite stocbastique calculee anterieurement. Nous constatons que 
les profils d’evolufion des deux categories de volatilite sont apparentes, bien que la 
volatilite stocbastique soit generalement plus elevee que la volatilite conditionnelle 
associee au modele GARCH(1,1). On note egalement que la volatilite stocbastique 
fluctue moins que sa rivale. En I’occurrence, la volatilite conditionnelle reliee au 
modele GARCH(1,1) a bondi davantage lors de la poussee inflationniste de la fin de 
la decennie 1970 et du debut des annees 1980. 
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Figure 21.5 Volatilite stochastique et volatilite GARCH(1,1) annualisees, 
taux de rendement des bons du Tresor canadien, 1941-2005 



Nous avons mentionne auparavant que I’omission de la constante r|o dans 
I’equation (8) pouvait avoir des consequences indesirables. A la figure 21.6, nous 
avons refait la figure 21.5, en omettant cede fois la constante lors de I’estimation. 11 
y a a I’evidence un probleme d’echelle dans ce graphique. La volatilite stochastique 
est beaucoup trop elevee en regard de la volatilite resultant du modele GARCH(1,1). 
Qui plus est, les valeurs estimees associees a la volatilite stochastique ne sont pas 
plausibles. Elies sont surfaites en regard de la volatilite historique annualisee du taux de 
rendement des bons du Tresor, qui se situe a 0,14 au cours de la periode d’observation. 
L’ajout d’une constante dans Tequation (8) lors de Testimation s’impose done. 

Nous avons refait le meme exercice pour le rendement journalier du S&P TSX 
pour la periode de 1992 a 2000. Le resultat se retrouve a la figure 21.7. Encore une 
fois, les profils des deux types de volatilites, qui sont annualisees, se ressemblent 
et indiquent que la volatilite du TSX a eu tendance a augmenter au cours de cette 
periode. Mais dans ce cas-ci, la volatilite GARCH(1,1) fluctue beaucoup plus que la 
volatilite stochastique. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


680 Finance computationnelle et gestion des risques 


Figure 21.6 Volatilite stochastique et volatilite GARCH(1,1) annualisees, 
taux de rendement des bons du Tresor canadien, 

1941-2005 [sans constante dans I’equation (8)] 



Figure 21.7 Volatilite stochastique et volatilite GARCH(1,1) annualisees, 
taux de rendement du S&P TSX, 1992-2000 
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3. Prevision de la volatilite stochastique 

Nous pouvons maintenant etablir des previsions de la volatilite a partir des modeles que 
nous venons d’etablir, puisqu’ils sont strictement recursifs. Reprenons le cas du taux de 
rendement des bons du Tresor canadien. Nous debutons la prevision a la periode 833, 
I’echantillon se terminant a la periode 834, et nous poursuivons la prevision jusqu’ a 
la periode 850. Le resultat des previsions apparait a la figure 21.8. Comme on pent le 
constater, le modele de la volatilite stochastique prevoit une baisse de la volatilite et le 
modele GARCH(1,1), une hausse. Mais il faut dire que la volatilite stochastique etait 
au depart beaucoup plus elevee que la volatilite decoulant du modele GARCH(1,1). 
Par consequent, les deux volatilites ont tendance a se rapprocher. 

Figure 21.8 Prevision de volatilites, modele stochastique 
et modele GARCH(1,1), taux de rendement 
des bons du Tresor canadien 




Ces resultats montrent que lorsqu’on prevoit une volatilite, il serait farfelu 
de fournir une prevision ponctuelle. Comme le montre notre exercice, les previsions 
de volatilite peuvent varier beaucoup d’un modele a 1’ autre. Il convient de definir 
I’intervalle de confiance de la prevision pour mieux indiquer a I’utilisateur les risques 
relies a celle-ci. 


4. Prevision du rapport cours-benefices 
A l'aide du filtre de Kalman 

Supposons que le rapport cours-benefices (P/E) se plie au modele des attentes 
rationnelles, c’est-a-dire : 



© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


682 Finance computationnelle et gestion des risques 


L’erreur entre les valeurs observee et predite de la variable (P/E) a I’instant t 
donne lieu a une revision des attentes. Pour les fins du filtrage, nous pouvons reecrire 
cette equation comme suit'® : 

SVl represente la prevision a long terme du rapport cours-benefice puisque, 
en posant t = t - 1, on obtient : 

P 

- = SV1 

E 

E’estimation finale de SVl est done particulierement importante puisqu’elle 
represente la valeur vers laquelle tend le rapport cours-benefices. Mais SVl n’est 
pas connu puisqu’il represente une prevision. C’est done une variable d’etat que Ton 
suppose autoregressive. 


SVl = SVl(-l) + e 

Ee tableau 21.3 donne la speeifieation EViews que nous avons eboisie pour 
filtrer le rapport eours-benefiees. Comme on pent le eonstater, nous supposons que 
les deux equations, equation de mesure et equation de transition, eomportent un 
terme d’erreur et une variance et qu’il existe une covariance entre les deux termes 
d’erreur. 

Tableau 21.3 Le filtre de Kalman applique au rapport cours-benefices 

pe=c(1)*pe(1)+(1c(1))*sv1+[ename=e1,var=exp(c(2))] 

@state sv1=sv1(1 )+[ename=e2,var=exp(c(6))] 

@evar cov(e1,e2)=c(4) 

@param c(1) 0.90 c(2) 0.2 


A Taide des equations qui apparaissent dans le tableau 21.3, nous avons filtre la 
serie mensuelle du rapport cours-benefices du S&P500 pour la periode de Janvier 1881 
a mai 2005". Ee resultat de 1’ estimation se retrouve au tableau 21.4. 

Comme on pent le eonstater au tableau 21.4, le coefficient d’ autoregression 
(C(l)), a hauteur de 0,97, est important comme il fallait s’y attendee puisque le deno- 
minateur du rapport cours-benefices est une moyenne mobile du benefice par action. 
Selon I’estimation de SVl, la valeur a long terme du rapport cours-benefices est de 
24,94. Or, en mai 2005, soit la derniere observation, ce rapport se situait a 26,48. 


10. Nous n’examinons pas ici la stationnarite de la serie (P/E). 

11. Cette serie a ete etablie par Robert J. Shiller: <www.econ.yale.edu/~shiller>. 
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L’on anticipait done alors une baisse du marche boursier americain. La figure 21.9 
montre 1’evolution du rapport cours-benefices de sa valeur observee en mai 2005 vers 
sa valeur d’equilibre a long terme. 

Tableau 21.4 Filtrage du rapport cours-benefices du S&P 500, 


Janvier 1881 

- mai 2005 




Sspace: SS04 

Method: Maximum likelihood (BHHH) 

Date: 07/24/05 Time: 15:22 
Sample: 1 1500 
Included observations: 1500 
Valid observations: 1490 

Failure to improve Likelihood after 239 iterations 




Coefficient 

Std. Error 

z -Statistic 

Prob. 

C(1) 

0,971980 

0,008887 

109,3744 

0,0000 

C(2) 

-0,130224 

1878,492 

-6,93E-05 

0,9999 

C(4) 

-3,052600 

58852,88 

-5,19E-05 

1,0000 

C(6) 

-2,683399 

0,910691 

-2,946551 

0,0032 


Final State 

Root MSE 

z -Statistic 

Prob. 

SV1 

24,94194 

10,89715 

2,288851 

0,0221 

Log likelihood 

-1724,737 

Akaike info criterion 

2,320452 

Parameters 

4 

Schwarz criterion 

2,334698 

Diffuse priors 

1 

Hannan-Quinn criter. 

2,325761 


Figure 21.9 Simulation du rapport cours-benefices du S&P500 
de sa valeur observee en mai 2005 
vers sa valeur d’equilibre a long terme 
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Resume 

La prevision de la volatilite d’un rendement, quel que soil le modele utilise, s’avere 
un exercice fort perilleux. Comme on doit faire appel a des modeles stochastiques, 
les risques d’erreurs sont importants. II ne faut jamais minimiser cette dimension 
lorsqu’on s’attaque a une analyse de volatilite. Le jugement du previsionniste est 
fortement mis a contribution. 

Toutefois, nous avons pu constater dans ce chapitre que I’utilisation du filtre 
de Kalman est un outil tres valable pour prevoir la volatilite stocbastique. II doit 
done s’ajouter a la panoplie courante des outils du previsionniste financier, dont la 
tache s’avere de plus en plus difficile en raison de la multiplication des instruments 
financiers exotiques. 

Les distributions utilisees pour prevoir la volatilite stocbastique out beaucoup 
de similitude avec les payoffs de positions a decouvert sur les options de vente clas- 
siques. D’ailleurs, ces payoffs sont egalement tres apparentes a ceux de nombreux 
instruments financiers, notamment les placements offerts par les fonds speculatifs. 
On pent done imaginer une synthese plus poussee entre la theorie des options et celle 
qui a trait aux modeles de volatilite stocbastique. 

Nous avons montre qu’une mauvaise specification du modele de volatilite 
stocbastique, si tenue soit-elle, pouvait se traduire par une prevision erronee de la 
volatilite. Lorsqu’on formule ce modele dans le cadre du filtre de Kalman, il faut etre 
bien conscient de la pertinence des bypotbeses que Ton postule. Certes, on ne saurait 
mettre sur pied un modele sans emettre d’bypotbeses. Encore faut-il que celles-ci ne 
fassent pas obstacle a la bonne marcbe du modele etabli. 

Finalement, nous avons filtre le rapport cours-benefices du S&P500 en lui 
appliquant un simple modele d’ anticipations rationnelles. On pent certes raffiner 
davantage ce modele, qui peut etre d’une certaine utilite pour prevoir les tendances 
des marches boursiers. 
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CHAPITRE 


22 

VARIANCE MACROECONOMIQUE 
CONDITIONNELLE ET MESURE 
DE DISPERSION DES ACTIFS DANS LES 
PORTEFEUILLES BANCAIRES 

Christian Calmes 
et Juan Salazar^ 


Les entreprises ont recours a deux types de sources de financement pour leurs projets 
d’investissement. D’une part, elles utilisent des fonds internes comme les benefices 
non repartis. D’autre part, elles utilisent des sources de financement externes comme 
les prets bancaires disponibles sur le marche financier. La theorie financiere avance 
que le cout des fonds provenant de sources externes est plus eleve que celui des 
fonds provenant des sources internes, et ce en raison des couts de transaction et de 
I’asymetrie informationnelle entre preteurs (par exemple des banques) et emprunteurs 
(par exemple des entreprises). 

Par ailleurs, il est raisonnable de penser que ces couts de transaction augmentent 
quand 1’ economic traverse des periodes difficiles. En effet, la theorie laisse entendre 
que les contraintes reliees au financement externe augmentent durant les periodes oil 
prevaut une grande incertitude economique (Calmes, 2004a). Ceci se traduit par une 


1. Christian Calmes est professeur d’economie financiere au departement de sciences administratives 
de rUniversite du Quebec en Outaouais (UQO). II est egalement editeur electronique de deux perio- 
diques scientifiques (NEP-BEC, economie de gestion, et NEP-REG, reglementation), superviseur de 
Tedition electronique des soixante-quinze periodiques de RePEc (les journaux NEP), redacteur de la 
revue scientifique L’Actualite economique et membre permanent du LRSP (Laboratory for Research 
in Statistics and Probability). Juan Salazai' est egalement professeur de finance au depai'tement des 
sciences administratives de I’UQO. 
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augmentation du cout des prets et par une diminution de I’offre globale de fonds sur 
le marche (Sigouin, 2003). La reduction de I’offre de fonds pourrait aussi etre due au 
fait que, durant ces periodes, les banques ont tendance a reamenager la composition 
de leurs portefeuilles en faveur d’actifs moins risques. Dans ce cas, on doit s’attendre 
a ce que la repartition des actifs des portefeuilles bancaires, entre prets et actifs moins 
risques, soit plus bomogene d’une banque a 1’ autre. Une question se pose done ici tout 
naturellement : est-ce que la repartition des actifs des portefeuilles des banques est 
effectivement plus bomogene durant les periodes d’incertitude macroeconomique ? 

La contribution de ce ebapitre consiste justement a presenter des observations 
empiriques qui suggerent que cela est en effet le cas, e’est-a-dire que les banques ont 
tendance a se comporter d’une maniere plus bomogene durant les periodes d’incer- 
titude economique. Des faits empiriques relatifs a ce type de comportement ont deja 
ete presentes par Baum et al. (2002) pour le cas des banques americaines. Dans leur 
article, ces auteurs ont utilise un modele simple dans lequel les banques repartissent 
leurs portefeuilles d’actifs entre des prets au secteur prive et d’autres actifs moins 
risques. Dans ce cadre, ils montrent que les banques americaines ne reagissent pas 
qu’aux mesures de politique economique, etant egalement sensibles aux ebangements 
dans le niveau d’incertitude macroeconomique. 

En nous inspirant de la metbodologie de ces auteurs, nous voulons savoir si 
les banques canadiennes modifient elles aussi la composition de leurs portefeuilles 
en reponse a une plus grande volatilite economique. Nos resultats indiquent que les 
banques, au fur et a mesure qu’ elles font face a un plus baut niveau d’incertitude 
economique (c.-a-d. a une plus grande volatilite), ont tendance a cboisir des porte- 
feuilles qui se ressemblent de plus en plus en termes de la repartition des actifs. En 
revanche, lorsqu’elles font face a des conditions macroeconomiques moins incertaines, 
les banques canadiennes ont tendance a modifier la repartition des actifs de leurs 
portefeuilles d’une maniere plus beterogene. 

Intuitivement, le lien entre le niveau d’incertitude economique et la repartition 
des actifs des portefeuilles des banques est assez direct : une plus grande incertitude 
economique fait augmenter le cout des transactions entre banques et entreprises. En 
raison de I’incertitude grandissante, les banques ont de plus en plus de difficulte a 
prevoir avec precision le rendement des prets qu’elles consentent. Et, au fur et a mesure 
que les contraintes augmentent, les banques tendent a modifier la composition de leurs 
portefeuilles en faveur d’actifs plus securitaires, dont les rendements sont plus faciles 
a prevoir. Ainsi, le ratio des prets a I’actif total de chaque banque diminue et tend a 
ressembler a ceux des autres banques. Comme corollaire de tout cela, la variance, en 
coupe transversale, du ratio des prets sur I’actif total des banques diminue. 

Tbeoriquement, ebaque banque doit resoudre un probleme d’extraction de 
signal pour determiner la composition optimale de son portefeuille, en tenant compte 
a la fois du risque et du rendement. Cbaque banque vise en effet a maximiser la 
valeur de ses investissements ou de ses profits. Supposons, par exemple, que les 
banques reamenagent la composition de leurs portefeuilles une seule fois par periode 
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et qu’elles ne puissent investir leurs fonds que dans deux types d’ actifs (des prets on 
des titres sans risque). En vue de maximiser leurs profits, les banques doivent alors 
decider quelle partie de leurs fonds sera investie dans des prets et quelle partie sera 
investie dans des titres sans risque. Les banques savent que le rendement espere des 
prets est plus eleve que celui des titres sans risque. Mais elles savent egalement qu’un 
investissement dans des prets est plus risque. Elles doivent done tenir compte de leurs 
preferences, determiner le niveau de risque et de rendement qu’elles considerent 
approprie et ajuster en consequence la composition de leurs portefeuilles. Or, dans 
des periodes de grande incertitude economique, les prets, tout en offrant un rendement 
espere plus eleve que les titres sans risque, comportent un niveau de risque accru. Dans 
ces periodes, les defauts de paiement sont plus frequents, et done plus probables. Les 
signaux provenant du marche sont egalement plus ambigus. Dans cette situation, le 
risque pergu par les banques peut depasser le seuil qu’elles considerent acceptable et 
les inciter a diminuer la proportion des fonds investis dans des prets pour augmenter 
la proportion investie dans les actifs plus securitaires. Ainsi, intuitivement, il est 
plausible que toutes les banques reagissent de la meme maniere au cours des periodes 
oil regne une plus grande incertitude macroeconomique. 

L’objectif de ce chapitre est precisement d’analyser dans quelle mesure le 
comportement des banques canadiennes est semblable a celui qui a ete releve recem- 
ment dans le systeme bancaire americain. Nous utilisons la methodologie de Baum et 
al. (2002) pour identifier I’existence d’une relation inverse entre la variance en coupe 
transversale du ratio des prets sur I’actif total et une mesure du niveau d’incertitude 
macroeconomique canadienne. La mesure du niveau d’incertitude economique utilisee 
est derivee de la serie chronologique de la production industrielle canadienne. Etant 
donne la nature de cette serie, nous modelisons sa variance conditionnelle comme un 
processus GARCH(1,1). En resultat, notre etude arrive a la conclusion que le compor- 
tement des banques canadiennes est semblable a celui des banques americaines et se 
caracterise par du herding durant les periodes d’incertitude economique. 

Ce chapitre s’ organise comme suit. Dans la section 1, nous presentons les 
donnees utilisees pour analyser le cas du Canada. Dans la section 2, nous presentons 
des elements theoriques pour etayer notre hypothese. Nous y presentons egalement 
le modele empirique que nous utilisons ainsi que I’analyse des resultats obtenus. La 
derniere section conclut par quelques remarques additionnelles. 


1. Les donnees 

Dans cette etude, nous utilisons des donnees mensuelles correspondant a la periode 
1994-2002 afin de construire deux indicateurs ou proxys pour mesurer les deux varia- 
bles d’interet: 1) le niveau d’incertitude economique auquel font face les banques 
et les entreprises en general et 2) le degre de similitude dans la repartition des actifs 
dans les portefeuilles des banques. 
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1.1. L'indicateur de I'incertitude macroeconomique 

A I’instar de Baum et al. (2002), nous utilisons la variabilite de la production indus- 
trielle comme indicateur du niveau d’incertitude macroeconomique. Ce choix semble 
approprie, car la volatilite de la production industrielle refiete en partie le degre 
d’incertitude auquel font face les entreprises lorsqu’elles prennent leurs decisions 
d’investissement. 

Les donnees sur lesquelles nous nous basons pour construire l’indicateur 
en question se retrouvent dans la serie de donnees mensuelles sur la « production 
industrielle » (IP) de la Bank for International Settlements (BIS). II s’agit d’une serie 
mensuelle disponible sur I’borizon 1994-2002 (figure 22.1). 

Figure 22.1 Production industrielle (en millions de dollars) 



Cette serie presente une tendance marquee, ce qui cree des problemes standards 
d’analyse. Pour y remedier simplement, il suffit de transformer la serie en calculant 
la difference premiere passee en logaritbme (figure 22.2)-. Le but de cede transfor- 
mation est d’eliminer la non-stationnarite qui decoule de la tendance detectee dans 
la serie IP afin d’eviter le danger de voir apparaitre des relations fallacieuses entre 
cette variable et les autres variables de I’etude. Dans la mesure oil ce but est atteint, 


2. Pour simplifier notre expose, nous utilisons, a partir d’ici, le symbole Ay, ou le terme « production 
industrielle » pour nous referer a la difference premiere de la production industrielle exprimee en 
logarithme. 
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la serie transformee (stationnaire) peut servir a estimer la variance conditionnelle 
de la production industrielle, qui constitue notre indicateur du niveau d’ incertitude 
macroeconomique. 

Figure 22.2 Difference premiere passee en logarithme 
de la production industrielle 



1.1.1. Test de Dickey-Fuller 

Afin de verifier si le but de la transformation est atteint, nous devons soumettre la serie 
transformee au test de Dickey-Fuller pour verifier, enfre aufres, I’absence d’une racine 
unitaire. Pour ce faire, nous modelisons d’abord la serie de la maniere suivante: 

Vt, Ay, = a-i-Pt + Yiyt-i + Y 2 Ayt-i + Y3Ayt-2 + Y4Ay,-3 (1) 

Nous estimons les parametres de cette equation a I’aide de la methode des 
moindres carres ordinaires. Comme on peut le constater en examinant le tableau 22.1, 
les resultats de la regression montrent que la tendance, p, et I’ordonnee a I’origine, a, 
ne sont pas differentes de zero. Les autres coefficients sont significativement differents 
de zero. En particulier, le coefficient associe au regresseur du premier retard de la 
variable dependante a comme valeur celle de la statistique t de -9.995 et il s’agit du 
coefficient le plus eleve. Notons aussi que ce coefficient, 7,, est negatif, ce qui indique 
que la serie a une forte tendance a retourner vers sa moyenne. 
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Tableau 22.1 

M od^e g^val de I'incertitude macrokonomique 


a 

P 

Yi 

72 

7s 

74 

Coefficient 

0,006 

0,000002 

-3,1250 

1,512 

0,846 

0,426 

Ecart-type 

0,010 

0,000186 

0,3125 

0,255 

0,177 

0,097 

Statistique t 

0,576 

0,008401 

-9,9950 

5,923 

4,779 

4,359 

Probabilite 

0,566 

0,9933 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 


Compte tenu de ces resultats, nous pouvons enlever les termes a et (3 t de 
I'equation (1) et modeliser la serie transformee comme suit: 


Vt, Ay, = Yiy,_i + Y2Ayt_i + Y3Ayj_2 + Y4Ay,_3 (2) 

Nous pouvons finalement verifier, a I'aide du test de Dickey-Fuller, si cette 
equation admetuneracineunitaire( H „ : Yi = Y 2 = Yb = Y 4 = 0 )■ Pour lecasd'equations 
de la forme de I'equation (2), c'est-a-dire d'equations sans ordonnee a I'origine et 
sans tendance ( a = (3 = 0 ), les tables de Dickey-Fuller donnent une valeur critique de 
-2,588 3 pour Yi- au seuil de signification de 1%. Or, comme on peutleconstater en 
examinant I e tableau 22.2, la valeur tcalculee pour le premier retard estde-9,951. Par 
consequent, nous rejetons I'hypothese nulle et concluons que la serie (transformee) 
de la production industrielle est bien stationnaire et ne pr&ente pas de racine unitaire. 
Sans aucune surprise, nous confirmons aussi le comportement non lineaire de la 
serie en constatant que le coefficient du premier retard de notre variable endogene 
est negatif. Nous remarquons egalement que les coefficients de tous les retards sont 
hautement significatifs et qu'ils diminuent, en valeur absolue ainsi qu'en degre de 
signification, au fur et a mesure qu'on rajoute des retards de Ay^.. 


Tableau 22.2 M od^e r^uit de I'incertitude macrokonomique 



7i 

72 

7s 

74 

Coefficient 

-3,076 

1,473 

0,822 

0,417 

Ecart-type 

0,309 

0,252 

0,175 

0,097 

Statistique t 

-9,951 

5,836 

4,690 

4,292 

Probabilite 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 


1.2. La mesure de dispersion pour les prets 

Les donnees que nous utilisons dans cette etude comprennent aussi une mesure de 
I'importance relative des prets dans les bilans mensuels des grandes banques cana- 
diennes. Nous retenons les plus grandes banques, car elles detiennent (au cours de 
la peri ode a I 'etude, soit de 1994 a 2002) plus de 90% du total des actifs de tout le 
secteur bancaire canadien. 
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Dans un premier temps, nous recourons an bilan mensuel de chaque banque 
et nous regroupons les postes «prets bypotbecaires » et «prets non bypotbecaires » 
en un seul poste: «prets». Puis, nous utilisons le total des «prets» pour calculer 
le ratio des prets a I’actif total, cela pour cbaque banque, i, et pour cbaque mois, t. 
Finalement, nous calculons, pour cbaque mois t, la variance du ratio des prets sur 
I’actif total, af(Pj / A;) . C’est cette variable qui est finalement utilisee pour analyser 
le comportement des banques durant les periodes d’incertitude macroeconomique. 

Mentionnons ici que, dans notre ecbantillon, le ratio des prets a I’actif total 
de toutes les banques a tendance a decroitre au cours de la periode etudiee. En effet, 
au quatrieme trimestre de 1994, ce ratio est d’ approximativement 65 %, alors qu’au 
deuxieme trimestre de 2002, il descend a pres de 56% (figure 22.3). Cette tendance 
decroissante a deja ete relevee dans d’autres etudes (Boyd et Gerfler, 1994 ; Calmes, 
2004b) et pour d’autres pays. A noter a ce sujet que cela ne signifie pas que le systeme 
bancaire est mieux isole des fluctuations economiques. En fait, le cbapitre suivant 
laisse plutot supposer que cette tendance correspond au contraire a une augmentation 
du risque bancaire. 

Figure 22.3 Ratio des prets a I’actif total (ensemble des banques) 



Total des prets / Actif total 
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2. Analyse empirique 

2.1. Le portefeuille optimal des banques 

Pour examiner le degre d’homogeneite dans la fagon dont les banques ajustent la 
composition de leurs portefeuilles lorsqu’elles font face a des conditions economiques 
difficiles, nous devons considerer que le portefeuille de chaque banque se compose 
de tous les actifs qu’elle detient et classifier ces actifs en deux categories : les prets et 
les autres actifs moins risques. Les prets comportent deux types de risque : le risque 
de marcbe et le risque de defaut (risque de credit). Le risque de marche correspond 
au risque agrege associe aux changements dans I’ensemble de I’economie, tandis 
que le risque de defaut correspond a la possibilite idiosyncrasique qu’un debiteur ne 
paie pas sa dette a la banque creanciere. En ce qui concerne les autres actifs, compte 
tenu qu’il s’agit la d’actifs qui comportent tres peu de risque en general, nous les 
assimilons a des actifs sans risque, comme les bons du Tresor ou des litres emis par 
des compagnies cotees AAA et qui presentent un risque de defaut negligeable. Etant 
donne ces hypotheses, les rendements des deux types d’actifs qui entrent dans la 
composition des portefeuilles des banques peuvent etre definis comme suit : 


Vi, 

Vt, rS; , = i-f 

(3) 

Vi, Vt, 

rli.t = b + P + £i,t 

(4) 


oil rs; j est le taux de rendement d’un litre sans risque pour la banque i au temps t, 
rp le taux d’interet sans risque, rljp le taux de rendement des prets de la banque i, p, 
la prime pour le risque et Ej p une variable aleatoire de moyenne nulle et de variance 
, obeissant a une loi supposee normale, ~ N(0,ag,) . 

Comme le rendement des prets est fonction de la variable 8;, et que le rende- 
ment d’un portefeuille est fonction des rendements des elements qui le composent, 
il s’ensuit que le rendement du portefeuille de la banque i a la fin de la periode t 
est determine en partie par la valeur prise a ce moment-la par la variable , corres- 
pondante. Or, c’est au debut de la periode t que chaque banque doit determiner la 
composition de son portefeuille. Elle le fait evidement en fonction des informations, 
imparfaites, dont elle dispose. 

Ainsi, nous supposons que chaque banque i observe, au moment t, un signal 
imparfait, S; , , lui permettant de prevoir la valeur que prendra la variable a la fin 
de la periode t. 

Vi, Vt, Sj, = 8j, +n, (5) 

Dans cette equation, n, est une variable aleatoire normale, n, ~N(0,aJ,), 
independante de la variable 8jj . E’hypothese d’independance entre les variables n, 
et 8j, est intuitivement appropriee si Ton considere Dj comme un choc agrege qui 
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n’est pas correle avec le choc idiosyncrasique Cjj de la banque i. Notons enfin que, 
selon I’equation (5), chaque banque observe a chaque periode t un signal Sj, diffe- 
rent, compose d’un bruit heterogene , et d’un bruit homogene v, dont I’intensite 
varie d’une periode a 1’ autre. 


2.2. Test de I'hypothese concernant le comportement des banques 

Une fa 9 on de justifier I’hypothese voulant que I’intensite du bruit homogene Vj change 
avec le temps consiste a associer cette intensite au degre d’incertitude ressentie par les 
entreprises de I’economie. Dans cette perspective, lorsque le degre d’incertitude dans 
I’economie augmente, le bruit dans le signal augmente egalement et il devient de plus 
en plus difficile de determiner la vraie valeur de j ainsi que le taux de rendement 
optimal des prets. Mais, quel que soit le contexte economique, les banques n’ont 
d’autre choix que de se baser sur la valeur de pour estimer le rendement espere 
des prets, rl. j. Autrement dit, pour prevoir rljj, les banques ont besoin d’ informations 
sur Ejj . Or, en 1’ absence d’ information parfaite, si Uj augmente et que la banque i 
observe consequemment que S;j augmente, comme I’incertitude sur Cj, augmente, 
I’incertitude sur le rendement du portefeuille augmente egalement. La meilleure previ- 
sion qu’on puisse formuler pour la valeur de , est celle basee sur sa valeur esperee 
non conditionnelle, E[ej,] , laquelle est egale a zero. Cependant, du moment ou une 
banque observe un signal informatif Sj , , elle pent ameliorer la qualite de ses previsions 
en se servant de la valeur esperee de £j, conditionnelle au signal regu: E[ej, ISj,] 
. Comme ce signal est cense etre informatif, la valeur esperee conditionnelle de £j, 
n’est pas egale a zero. A I’instar de Baum et al. (2002), nous supposons dans cette 
etude que cette valeur est egale a une proportion constante, du signal observe S;,. 
Ainsi done, en utilisant la convention de Baum et al. (2002), nous avons : 

Vi, Vt, e[e. = -t-t),] (6) 

^2 

avec Vt, ^ ^ (7) 

Soit maintenant X; , , la proportion du portefeuille de la banque i investie dans 
des prets au cours de la periode t. Le rendement espere du portefeuille de la banque 
i pour la periode t conditionnel au signal regu, eTR;, IS;,], pent alors s’exprimer 
de la maniere suivante : 

Vi, Vt, E[R,JS.J = x..(i> + p + ^.S.J + (l-x,Jq (8) 

et la variance conditionnelle du rendement de ce portefeuille peut done s’ecrire 
comme suit : 

Vi, Vt, Var[R,, (9) 
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Si Ton suppose que I’utilite esperee des banques prend la forme usuelle : 

Vi, Vt, E[V,, IS.,] = E[r,, IS.,]-^(pVar[R„IS,,] (10) 

oil cp correspond a leur degre d’ aversion pour le risque, on obtient, apres maximisation, 
les deux conditions de premier ordre suivantes, dont I’une represente la proportion 
optimale des fonds qu’une banque doit investir dans des prets et I’autre, la variance 
de cette proportion : 


p + X-.Sj . 

Vi, Vt, X. 

(11) 

Vi, Vt, Var(x,)=<-;5‘ 

9 

(12) 


Comme on pent le constater en examinant I’equation (12), il y a une relation 
inverse entre , et la variance des proportions X; j . Cela devient plus evident lorsque 
Ton prend la premiere derivee de la variance des Xj, par rapport aa^, : 


Vi, Vt, 


3Var(x. 


3a 


2 





<0 


(13) 


La relation entre aj, et Var(x;J est done bien negative. Cela signifie que 
lorsque la valeur de aj, augmente, en raison, par exemple, d’un plus baut degre 
d’incertitude macroeconomique, la variance (en coupe transversale) des X; , diminue. 
C’est-a-dire que la dispersion dans les actifs des portefeuilles bancaires diminue. 


Ainsi done, les bypotbeses tbeoriques que nous posons pour arriver a I’equation 
(13) nous menent a la meme conclusion que les arguments intuitifs que nous avons 
avances au debut de cette etude: plus le niveau d’incertitude dans I’economie est 
eleve, plus les banques ont tendance a cboisir des portefeuilles qui se ressemblent 
en termes de la repartition des actifs. II s’agit maintenant de tester cette bypotbese 
econometriquement. 


2.3. Le modele econometrique 

Pour tester I’bypotbese a I’effet qu’il existe une relation inverse entre le degre d’in- 
certitude economique et la diversite dans la repartition des actifs des banques, nous 
posons d’abord I’equation reduite suivante comme modele de reference: 

Vt, Div.=po + p,U?+e, (14) 

oil Div, est une mesure du degre de diversite ou d’beterogeneite dans la repartition 
des actifs des banques pour le mois t ; est une mesure de 1’ incertitude economique 
et e, est un terme d’erreur. 
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Nous considerons que la variance en coupe transversale du ratio des prets a 
I’actif total des banques, af (Pj / A^) , est une mesure raisonnable du degre de diver- 
site ou d’beterogeneite dans la repartition des actifs des banques. Par ailleurs, nous 
supposons que le degre d’ incertitude economique peut etre capte par la variance 
conditionnelle de la serie (transformee) de la production industrielle, af . Ainsi, nous 
pouvons reecrire 1’ equation (14) de la maniere suivante : 

Vt, <(Pi/A.)=Po + P,Ay (15) 

Comme nous I’avons constate dans la section 2.1, la serie (transformee) de la produc- 
tion industrielle tend a osciller autour de sa moyenne. A I’instar de Baum et al. (2002), 
nous modelisons done la variance conditionnelle de cede serie en recourant a un 
processus GARCH (generalized autoregressive conditional heteroskedasticity). Plus 
precisement, nous supposons que la production industrielle suit un processus GARCH 
(1,1). Nous estimons ce type de processus markovien sur la base des deux equations 
ci-dessous, dont I’une correspond a la moyenne conditionnelle. Ay, , et P autre, a la 
variance conditionnelle, af, de Ay, . 

Vt, Ay, = c,D, + CjDj -I- C 4 D 4 -I- c,D, -I- CgDg -I- CjjDjj -I- e, (16) 

= co-i-5e^_i (17) 

Dans I’equation (16) de la moyenne conditionnelle, les variables sont des 
variables auxiliaires qui servent a tenir compte du comportement saisonnier de la 
serie macroeconomique. Leurs indices k = 1, 2, 4, 7, 8 , 11, 12 renvoient aux mois de 
I’annee pour lesquels le coefficient c,, correspondant s’est avere significativement 
different de zero. Dans la meme equation. Ay, correspond a la croissance moyenne 
de la production industrielle (difference premiere en logarithme) et, compte tenu des 
resultats du test de Dickey-Fuller de la section 1.1, nous pouvons avancer que cette 
serie est stationnaire, en tendance et en variance. 

La variance conditionnelle suit un processus GARCH(1,1) qui represente une 
prevision de la variance de la periode a venir basee sur des informations concernant 
des «nouvelles» au sujet de la volatilite de la periode precedente. Comme on peut le 
constater en examinant 1’ equation (17), cette mesure de la volatilite est fonction du 
carre du premier retard du residu qui apparait dans I’equation (16) et de la prevision 
de la variance conditionnelle effectuee au cours de la periode precedente. Tons les 
coefficients du modele GARCH sont significativement differents de zero, a en juger 
les valeurs de la statistique z. Nous trouvons egalement que I’ajustement du modele 
est tres raisonnable, avec un ajuste de 0,91. Ces resultats sont reportes dans le 
tableau 22.3. Sans surprise, nous constatons que les coefficients des premieres varia- 
bles auxiliaires sont les plus significatifs parmi toutes les variables explicatives de la 
moyenne conditionnelle (premiers regresseurs du tableau). 
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Tableau 22.3 Variance conditionnelle de I’incertitude macroeconomique 



Coefficient 

Erreur-type 

Cote z 

Probabilite 

D, 

0,044037 

0,004549 

9,679839 

0,0000 

D, 

0,066084 

0,004718 

14,00664 

0,0000 

D4 

-0,028711 

0,006733 

-4,264028 

0,0000 

D7 

-0,118095 

0,006868 

-17,19617 

0,0000 

Da 

0,084448 

0,010931 

7,725208 

0,0000 

D11 

0,023303 

0,005142 

4,531611 

0,0000 

D,2 

-0,096334 

0,004440 

-21,69802 

0,0000 

Equation de la variance 

C 

2,26E-05 

T39E-05 

1,623684 

0,1044 

Composante ARCH (e) 

-1,125091 

0,039696 

-3,151252 

0,0016 

Composante GARCH (<j) 

1,053309 

0,031946 

32,97151 

0,0000 

R2 

0,925696 

Moyenne variable depend. 

0,002166 

R^ ajuste 

0,917920 

LT. variable dependante 

0,059231 

MCE 

0,016970 

Critere Akaike 


-5,395313 

SCE 

0,024765 

Critere Sebwartz 


-5,128193 

Log likelihood 

268,9750 

Durbin-Watson 


2,214895 


Ainsi done, en utilisant Tequation (17), nous estimons la variance condition- 
nelle de la production industrielle, af . Couplee a sa moyenne conditionnelle. Ay, , 
cette variable est I’indicateur du niveau d’incertitude economique qui constitue notre 
variable explicative. 

Pour completer notre etude, il ne nous reste done qu’a examiner la relation 
existant entre cette proxy et la variance du ratio des prets sur I’actif total, la variable 
dependante de Tequation (15) a estimer. 

Les resultats de la regression de la variance du ratio des prets a Tactif total 
af (Pj / Aj) sur la production industrielle apparaissent au tableau 22.4. Comme on 
pent le constater, le coefficient correspondant au degre d’incertitude economique est 
negatif : -9,196 931, ce qui nous conforte dans nos attentes. De plus, la valeur de la 
statistique t correspondante, -5,628, nous indique que ce coefficient est bien signifi- 
cativement different de zero. Tout cela nous permet done d’avancer que la dispersion 
du ratio des prets a Tactif total tend bien a diminuer lorsque le niveau d’incertitude 
economique augmente. 
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Tableau 22.4 Dispersion du ratio des prets a Tactif total 
des banques canadiennes 



Coefficient 

Erreur type 

Statistique t 

Probabilite 

Ordonnee a I'origine 

0,009068 

0,000415 

21,84296 

0,000000 

Incertitude economique 

-9,196931 

1,634072 

-5,628228 

0,000000 

R carre 

0,252051 

Moyenne variable depend. 

0,006939 

R carre ajuste 

0,244094 

E.T. variable dependante 

0,001926 

SCR 

0,001674 

Critere Akaike 


-9,926458 

SCE 

0,000263 

Critere Sebwarz 

-9,873034 

Log likelihood 

478,4700 

Durbin-Watson 

0,517754 


Certes, la valeur du ajuste est assez basse : 0,24. Et, de toute evidence, 
cela donne a penser que I’ajustement de notre modele pourrait etre ameliore, soil en 
cherchant d’autres indicateurs pour mesurer nos variables, soil en incluant d’autres 
variables explicatives. Cependant, il vaut la peine de souligner que notre modele ne 
comporte qu’une seule variable explicative: il est done tres parcimonieux. En outre, 
le coefficient de la seule variable explicative que contient notre specification s’avere 
significatif et tres largement different de zero. Bref, nos resultats confirment d’une 
maniere raisonnable I’hypothese de I’existence d’une relation negative entre le niveau 
d’incertitude macroeconomique et le degre de dispersion du ratio des prets a I’actif 
total. Ce resultat laisse entendre que toutes les banques ont tendance a agir de la meme 
fa 9 on lorsque I’economie subit des cbocs ou traverse des periodes difficiles. D’apres 
nos resultats, la proportion d’actifs securitaires dans les portefeuilles des banques a 
tendance a etre plus uniforme, plus voisine de la moyenne du secteur bancaire, lorsque 
le niveau d’incertitude augmente. 


Resume 

Dans ce ebapitre, nous presentons une preuve empirique preliminaire selon laquelle 
le niveau d’incertitude economique a un impact sur la structure des portefeuilles des 
banques canadiennes. Selon nos resultats, lorsque I’economie subit des cbocs qui 
augmentent le degre d’incertitude economique, les banques ont tendance a investir 
une plus forte proportion de leurs fonds dans des actifs securitaires. Simultanement, 
la proportion des fonds investie dans des prets a tendance a diminuer. Et Ton devine 
bien que cela finit par avoir un impact sur les conditions de credit dans le systeme 
financier dans son ensemble. 

Certaines mesures de politique economique (les politiques monetaires, par 
exemple) produisent des cbocs de nature a augmenter le niveau d’incertitude econo- 
mique. Ainsi, la metbodologie utilisee dans cette etude pourrait servir a prevoir 
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I’impact de ces mesures sur les conditions de credit dans le systeme financier. Cette 
methodologie constitue aussi un outil interessant pour les banques centrales qui 
veulent anticiper les conditions macroeconomiques futures. II serait aussi interessant 
d’approfondir notre etude pour verifier la robustesse de nos resultats. Par exemple, 
on pourrait tester notre bypotbese en utilisant d’autres indicateurs du degre d’incer- 
titude economique. On pourrait egalement considerer d’autres facteurs qui pourraient 
avoir un impact sur la structure des portefeuilles des banques. II serait par exemple 
interessant d’etudier ce qui arrive avec differentes categories de prets, c’est-a-dire en 
raffinant la composition du portefeuille. Toutefois, les donnees canadiennes disponibles 
sur les prets bypotbecaires sont insuffisantes a priori. 

D’autres avenues de recbercbe nous semblent prometteuses. On pourrait 
analyser I’impact des cbangements recents dans la reglementation financiere cana- 
dienne et I’impact de I’accord de Bale sur le degre de dispersion observe dans les 
portefeuilles bancaires. On pourrait egalement examiner plus en profondeur le compor- 
tement des banques lorsqu’elles font face a des conditions economiques incertaines. 
Par exemple, on pourrait examiner s’il y a une tendance plus forte a la titrisation des 
prets dans ce contexte. On pourrait finalement essayer de voir si les revisions et les 
amendements a la Loi sur les banques ont un impact sur la volatilite agregee des 
revenus des banques. Cette avenue fait I’objet du cbapitre suivant. 
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CHAPITRE 


23 

CHANGEMENT DE LA STRUCTURE 
FINANCIERE ET REVENUS BANCAIRES 
Une comparaison Canada - Etats-Unis 

Christian Calmes 
et Juan Salazar^ 


Au cours des annees 1990, les entreprises canadiennes se sont appuyees de plus en plus 
sur les marches financiers comme source premiere de financement externe (Calmes, 
2004). Les donnees revelent que la structure financiere canadienne a tendance a etre 
de plus en plus orientee vers les marches. En parallele, les hanques canadiennes se 
sont impliquees davantage dans des activites non traditionnelles (p. ex., les activites 
hors hilan). Cette tendance est en partie reliee aux changements survenus dans la 
reglementation du systeme hancaire. Aux Etats-Unis, Boyd et Gertler (1994) ohservent 
un changement similaire. Allant un peu plus loin, Stiroh (2004) et Stiroh et Rumhle 
(2005) etudient les consequences, pour le risque hancaire americain, de cette propen- 
sion a s’orienter vers le marche. Eait surprenant, ces auteurs trouvent peu d’avantages 
a la diversification des activites hancaires dans les domaines non traditionnels. 

A notre connaissance, I’approche proposee par Stiroh (2004) n’a pas encore 
ete utilisee pour evaluer le cas du risque hancaire canadien. Dionne et Harchaoui 
(2003) trouvent qu’il y a une relation positive entre les standards de capital fixes par 
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la reglementation et la decision des banques de s’engager dans des activites risquees, 
notamment la titrisation avec recours partiel. A I’aide d’un modele d’equations 
simultanees, les auteurs concluent que la titrisation a un impact negatif sur le ratio 
de capital des banques et qu’il y a un lien positif entre titrisation et risque bancaire. 
Bien que leurs resultats puissent etre relies a notre argument, ces auteurs se concen- 
trent sur le risque de credit. Ils ne considerent pas le risque bancaire en termes de 
volatilite de revenu. 

D’Souza et Lai (2003) s’interessent a refficience des portefeuilles bancaires 
canadiens et a 1’ impact de la concentration regionale et industrielle de ces portefeuilles. 
Ils trouvent que la diversification geograpbique pourrait avoir un impact positif sur les 
banques canadiennes, mais que la diversification des activites bancaires serait plutot 
prejudiciable a I’efficience bancaire. Toutefois, comme leur etude n’inclut pas les 
activites bors bilan, un doute subsiste sur 1’ impact de la diversification des activites 
sur I’efficience des portefeuilles elargis des banques. 

Ce cbapitre contribue a la perspective avancee par Stirob (2004), Dionne et 
Harcbaoui (2003) et Stirob et Rumble (2005) au sujet de la situation actuelle du 
systeme bancaire. Comme les activites non traditionnelles out tendance a nourrir de 
maniere importante la volatilite des activites bancaires, nous etudions la relation entre 
les cbangements de la structure financiere et le risque bancaire, en mettant 1’ accent 
sur r augmentation des revenus generes par les activites non traditionnelles. Notre 
premier objectif est d’ analyser la nature de la diversification associee aux activites 
bancaires en relation avec les marches financiers (p. ex., les activites bors bilan telles 
que la titrisation). Cette recbercbe vise a offrir des elements de reponse a une question 
fort delicate : est-ce que la tendance actuelle est vraiment benefique pour les banques 
canadiennes? Plus precisement, nous cherchons a verifier si les gestionnaires du 
secteur bancaire, leurs actionnaires et les organes de reglementation qui les concernent 
peuvent effectivement beneficier, cbacun a sa maniere, de I’integration continue des 
activites non traditionnelles orientees vers le marcbe. 

Dans cette etude empirique, nous avan^ons I’bypotbese que les activites 
bancaires orientees vers les marches financiers ne procurent pas necessairement de 
gains de diversification, dans le sens ou les activites non traditionnelles contribuent a 
la volatilite des revenus bancaires. Nous trouvons que la contribution de ces activites 
a la volatilite du taux de croissance des produits d’exploitation agreges a augmente 
depuis le debut des annees 1980, et tout particulierement au cours des dernieres annees. 
Ceci n’a rien a voir avec la malchance; cette croissance continue correspond plutot 
aux cbangements de la structure financiere qui ont accompagne les modifications de 
la reglementation bancaire. 

La section suivante decrit ces cbangements et explique leurs liens avec les 
modifications successives survenues dans la reglementation financiere. On etablit 
que les banques canadiennes s’appuient de maniere croissante sur des activites non 
traditionnelles directement bees aux marches financiers. La section 2 etudie I’impact 
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de cette tendance sur le systeme bancaire. Notre analyse empirique suggere que le 
revenu agrege des banques canadiennes est plus volatil, a la fois a cause de 1’ aug- 
mentation du recours aux activites non traditionnelles et en raison de la forte volatilite 
de cette composante. Dans la section 3, nous rapportons les resultats d’estimations 
indiquant que le secteur bancaire est procyclique, du point de vue de la production 
agregee (produit interieur brut, PIB) et de I’indice boursier S&P TSX du Toronto 
Stock Exchange (TSX), du fait notamment de Tinfluence des activites bancaires non 
traditionnelles. Dans la derniere section, on tire des conclusions et on s’interesse aux 
implications de cette recherche en regard des politiques economiques. Nous terminons 
notre etude en proposant quelques avenues de recherche. 


1. Le changement dans la structure financiere 

Lorsqu’on examine le systeme bancaire canadien, Tetude revele une structure qui tend 
a se rapprocher des marches financiers, avec une plus grande proportion du financement 
soutenue par des actions et des obligations. Nous analysons cette tendance dans le 
contexte des developpements legislatifs canadiens, car les modifications reglementaires 
aident a mieux comprendre les raisons pour lesquelles les intermediaires financiers, 
et en particulier les banques, s’orientent davantage vers les marches financiers. Les 
revisions regulieres de la legislation financiere canadienne sont generalement suivies 
par une serie d’innovations financieres. A leur tour, ces innovations peuvent contri- 
buer au changement structurel du financement des entreprises. De toute evidence, 
les modifications reglementaires sont endogenes, comme elles visent souvent a 
accommoder des pratiques et des besoins latents du systeme financier. Neanmoins, il 
est raisonnable de penser qu’il y a une relation directe entre les changements legis- 
latifs et revolution de la structure du systeme financier canadien (Calmes, 2004). En 
particulier, ces changements, de meme que revolution des conditions du marche, 
ont un impact sur les banques. Dans cette section, nous associons les changements 
de la reglementation canadienne aux bris structured de la structure financiere pour 
caracteriser la tendance bancaire actuelle. 


1.1. L'evolution de la reglementation financiere 

La clause d’ extinction de la Loi canadienne sur les banques impose une revision 
periodique de la legislation qui vise les banques a charte nationales. Cette clause a 
donne lieu a des modifications importantes et contribue a fa 9 onner le paysage actuel 
de I’industrie financiere. 

Les modifications de 1980 ont ete les premieres d’une longue serie a avoir 
un effet tres persistant sur les banques et autres institutions financieres. Elles ont 
autorise les banques a avoir des filiales dans differents domaines comme le capital de 
risque et les prets hypothec aires. En 1987 et 1992, les banques ont pu penetrer dans 
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une gamme de nouveaux secteurs d’activites hors bilan (voir le tableau 23.1). Les 
banques canadiennes out ainsi ete autorisees a investir dans des actions d’entreprise et 
a distribuer des obligations gouvernementales. Elies ont invest! massivement dans les 
affaires reliees aux actions et pris le controle de la plupart des institutions financieres 
specialisees en investissement. A partir de ce moment, les intermediaires financiers 
ont egalement ete autorises a mener des operations de courtage. 

En consequence, la structure du systeme financier s’est davantage orientee vers 
les marches financiers, le changement structurel le plus important etant consecutif aux 
modifications de 1987. Ea transition s’est produite entre 1987 et 1989, a un moment 
ou les clients des banques ont commence a investir dans les marches financiers en 
passant directement par leurs banques. Ea situation a encore evolue dans ce sens 
apres 1992. Entre autres choses, les modifications de 1992 ont permis aux banques 
d’offrir un certain nombre d’activites a I’interne, comme la gestion de portefeuilles 
et le conseil en investissement. 


Tableau 23.1 Les modifications en bref 


1980 

Les filiales sont permises, p. ex., capital de risque et prets hypothecaires 

1987 

La distribution des obligations gouvernementales est permise 
L'investissement dans des titres de compagnies est permis 
Les banques achetent le controle de maisons de courtage 
Les banques investissent dans le domaine des valeurs mobilieres 

1992 

Les banques achetent des compagnies fiduciaires 

Les banques ont le droit d'offrir des services comme la gestion de portefeuille, 
le conseil en investissement, etc. 

1997 

Revision et mise a jour des modifications de 1992 


1.2. Le declin relatif des activites bancaires traditionnelles 

Au cours des recentes annees, la part de marche des banques canadiennes est restee 
relativement stable par rapport a 1’ ensemble des institutions pretenses. Cependant, a 
la suite des modifications reglementaires, les institutions bancaires ont perdu des parts 
de marche en faveur des marches financiers. Dans les annees 1990, le financement 
indirect, c.-a-d. via les prets, a en effet sensiblement deem. Ea figure 23.1 refiete cette 
tendance assez clairement. Ees institutions financieres canadiennes ont vecu une perte 
relative dans leurs activites de pret, ces dernieres passant de 60 % du financement 
externe des entreprises dans les annees 1980 a un peu moins de 40 % plus recemment. 
Ea figure se presente en forme de U : la structure financiere est aujourd’hui caracte- 
risee par une tendance marquee au financement externe via les marches financiers 
(financement direct), et ce notamment depuis les amendements de 1987. 
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Figure 23.1 Ratio du financement direct au financement indirect 
des entreprises canadiennes 


Ouvct/IndiTKi Ratio 



Notes : — Le ratio financement direct / financement indirect est etabli en divisant la valeur des obli- 
gations, des actions et d’autres titres par I’ensemble des prets consentis par les institutions 
financieres. 

- Les lignes verticales correspondent aux annees ou il y a eu des revisions importantes de la Loi 
sur les banques. 

Source : Calmes (2004). 


1.3. Faits saillants 

II est assez comprehensible que les modifications reglementaires, en autorisant les 
banques a mener des operations de courtage, ont de facto favorise la croissance des 
activites bancaires non traditionnelles. Cette section presente certains faits saillants 
en rapport avec 1’evolution observee de ces activites. 
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1.3.1. La croissance des activites non traditionnelles 

La croissance des actifs des banques canadiennes est comparable a celle qu’ont connue 
les banques americaines (Boyd et Gertler, 1994). Un fait important concerne la crois- 
sance des activites bancaires ne portant pas interet (des activites non traditionnelles, 
telles que cedes que Ton retrouve bors-bilan). Ces activites generent des revenus sans 
reposer sur des prets traditionnels. An cours de la derniere decennie, elles ont cru 
bien plus rapidement que les activites de pret. Ceci est particulierement vrai depuis 
les modifications de 1992 et 1997. 

Figure 23.2 Actifs totaux, equivalent credit 

et prets commerciaux accordes par les intermediaires 
financiers en pourcentage du PIB 


“ “ “ Totul Assets ot i inuncul Inicrmcdiuncs 

Total Loins lixtenclcd b> Ftnoncial Intcimedtuncs 
Credit bquivaient 


I otil Assets -f Credit Lauivalenl 



19H4 I9K5 IVKb I9H7 IVKK IVK9 1990 1991 1992 1993 1994 1995 |99ft 1997 I99M 199<) 2(KM1 2001 2<N)2 


Notes : - Les lignes verticales correspondent aux annees ou il y a eu des revisions importantes de 
la Loi sur les banques. 

Source: Calmes (2004). 
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Fait surprenant toutefois, ces activites sont souvent negligees dans 1’ analyse 
du secteur bancaire. L’une des raisons qui pourraient expliquer cette omission vient 
de ce que les activites non traditionnelles, par definition, ne sont pas rapportees 
comme les prets, de sorte qu’il est plus difficile d’obtenir des indicateurs financiers 
comparables. 

En consequence, et suivant la metbodologie de Boyd et Gertler (1994), nous 
partons de la serie cbronologique des revenus non traditionnels pour construire un 
indicateur financier sous-jacent converti sous forme d’actif. Nous transformons done 
la serie en un equivalent credit, comme si les revenus non traditionnels avaient ete 
generes a partir d’actifs standards. La figure 23.2 montre qu’apres les modifications 
de 1992 et 1997, cet indicateur financier a cru tres rapidement. Au cours des dernieres 
annees, la majeure partie de la croissance dans les actifs totaux ajustes, au bilan et 
bors-bilan, est attribuable a la croissance de I’equivalent credit provenant des activites 
non traditionnelles. II s’agit d’un pbenomene mondial que Ton peut observer a la 
fois au Canada (Calmes, 2004), aux Etats-Unis (Boyd et Gertler, 1994) et en Europe 
(Rajan et Zingales, 2003). 


2. Analyse 

Lorsqu’on documente les fails relatifs a revolution de la structure financiere, on peut 
done etablir que les modifications a la reglementation ont pousse le systeme bancaire 
a se tourner vers les marches financiers. En particulier, les banques ont augmente 
leurs activites de type non traditionnel. Cependant, peu d’ attention a ete portee aux 
consequences d’une telle tendance sur le risque subi par les banques canadiennes. 
L’objet de cette section est de fournir une analyse de cette question, en se concentrant 
plus particulierement sur la volatilite des revenus bancaires. 


2.1. Statistiques descriptives 

Deux types de donnees sont utilises dans 1’ analyse : les donnees consolidees des etats 
financiers des banques canadiennes et leurs declarations trimestrielles colligees par le 
Bureau du surintendant des institutions financieres du Canada. Pour faciliter la compa- 
raison avec le cas des Etats-Unis, le tableau 23.2 fournit un decoupage du produit 
d’exploitation net des banques canadiennes pour les annees 1980, 1990 et 2000. 

Le produit d’exploitation net, les revenus d’interets et les revenus non tradi- 
tionnels sont rapportes. Le produit d’exploitation net est la somme des deux dernieres 
composantes. 
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Tableau 23.2 Produit d ’exploitation net des banques canadiennes 
et americaines selon la source et I’annee 



1980 


1990 


2000 


Banques canadiennes 

Niveau 

% 

Niveau 

% 

Niveau 

% 

Produit d'exploitation net 

15,7 

100 

22,97 

100 

52,52 

100 

Revenus d'interets 

12,41 

79,0 

15,86 

69,0 

23,01 

43,8 

Revenus non traditionnels 

3,29 

21,0 

7,11 

31,0 

29,51 

56,2 

Banques americaines 

Produit d'exploitation net 

123,4 

100 

196,9 

100 

333,7 

100 

Revenus d'interets 

98,2 

79,6 

132,9 

67,5 

188,9 

56,6 

Revenus non traditionnels 

25,2 

20,4 

64,0 

32,5 

144,8 

43,4 


Notes: - En G$CA de 1997. 

- La deuxieme partie du tableau a ete prise de Stiroh (2004). 


Comme le montre le tableau, la part des revenus non traditionnels agreges des 
banques canadiennes dans les produits d’ exploitation a augmente, de 21 % en 1980 
a 31% en 1990 et 56,2% en 2000. Cette tendance, identifiee par Boyd et Gertler 
(1994), Stirob (2004) et Stirob et Rumble (2005) pour les Etats-Unis est davantage 
prononcee au Canada, oil les produits d’ exploitation ont plus que triple au cours des 
deux dernieres decennies, passant de 15,7 a 52,53 G$. Ce resultat indique que, dans 
les recentes periodes, Taugmentation des produits d’ exploitation nets a ete principa- 
lement alimentee par la croissance des revenus non traditionnels. Dans ce contexte, 
il est particulierement interessant d’examiner si cette contribution accrue constitue 
une substitution neutre en termes de risque. Ce qui suit est done une evaluation de la 
volatilite des produits d’ exploitation. 


2.2. Volatilite des revenus bancaires: 

une comparaison Canada - Etats-Unis 

Nous nous attendons a ce qu’une volatilite accrue des revenus soit associee a la 
croissance de la part des activites bancaires reliees aux marches financiers. Ceci 
devrait etre le cas puisque les revenus de type non traditionnel ont tendance a etre 
plus volatils que les revenus d’interet (figure 23.3). En d’aufres fermes, si les revenus 
non fradifionnels confribuenf de maniere croissanfe aux revenus des banques, on peuf 
aussi suppufer que cela accenfue les fluefuafions dans les produifs d’exploitafion. 
E’ analyse que nous proposons id corrobore ce poinf. 
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Figure 23.3 Variance mobile sur 4 trimestres des taux 

de croissance du produit d ’exploitation, des revenus 
d’ inter ets et des revenus non traditionnels 


Net operating revenue 
N<mintcrcst income 
Net interest income 


1 



Dans cette analyse, il est interessant de considerer les produits d’ exploitation 
comme provenant d’un portefeuille compose de deux types d’actifs : des actifs stan- 
dards et des equivalents credit construits a partir des revenus non traditionnels (comme 
dans Boyd et Gertler, 1994). Ainsi, d’une part, les actifs standards des banques generent 
des revenus d’interets. D’autre part, les equivalents credit generent des revenus non 
traditionnels. L’examen usuel de la volatilite agregee des rendements de ce type de 
portefeuille necessiterait le recours a un indicateur d’equivalence pour les revenus non 
traditionnels. Une approche plus directe est celle de Stiroh (2004) et Stiroh et Rumble 
(2005), basee sur une modification simple de 1’ analyse de portefeuille. Plutot que de 
decomposer de maniere babituelle la volatilite du rendement du portefeuille bancaire 
et d’utiliser un equivalent credit pour les revenus non traditionnels, on decompose 
directement la volatilite du taux de croissance du rendement du portefeuille. 


© 2006 - Presses de I’Universite du Quebec 

Edifice Le Delta I, 2875, boui. Laurier, bureau 450, Quebec, Quebec G1 V 2M2 • Tel. : (418) 657-4399 - www.puq.ca 

Tirede: Finance computationnelle et gestion des risques, F.-E. Racicot et R. Theoret, ISBN 2-7605-1447-1 • D1447N 
Tous droits de reproduction, de traduction et d’adaptation reserves 


710 Finance computationnelle et gestion des risques 


Dans la theorie de portefeuille, la volatilite des rendements agreges est fonction 
de la volatilite de chacune de ses composantes et de leur covariance. Ainsi, adapter 
cette idee aux revenus bancaires revient a specifier la volatilite du taux de croissance 
des produits d’ exploitation nets (NOR) comme une moyenne ponderee de la variance 
du taux de croissance des revenus non traditionnels (NONIN) et de la variance du taux 
de croissance des revenus d’interets (NI), plus la covariance entre ces deux termes. 
Plus precisement, comme NOR = NONIN + NI on a : 

^dln(NOR) “ ^dln(NONIN) + (1 “ 0^) ^dln(Nl) 

+ 2a(l - a)cov(d ln(NONIN),d In(Nl)) 

ou a = NONIN / (NI + NONIN) represente la part des revenus non traditionnels dans 
les produits d’exploitation, (1 - a) la part des revenus d’interets, le taux de crois- 
sance de chaque variable etant exprime en logarithme de la premiere difference. La 
contribution des revenus non traditionnels est ainsi captee par le terme in 9 NONiN)- 
L’ intuition de cette equation est assez simple. La variance totale de la variable endo- 
gene augmente avec la croissance de la part des revenus non traditionnels si ces 
revenus sont plus volatils que les revenus d’interets. De plus, si la covariance entre 
les deux variables explicatives (les taux de croissance des revenus d’interet et des 
revenus non traditionnels) est positive, alors cela accroit directement la variance du 
taux de croissance des revenus bancaires. Toutefois, tant que leur correlation n’est pas 
unitaire, I’arbitrage entre la croissance des produits d’exploitation et leur volatilite 
peut etre benefique puisque la volatilite de la variable endogene reste alors inferieure 
a la moyenne ponderee de la volatilite des variables exogenes. 

Le tableau 23.3 prend acte des resultats pour les composantes de I’equation sur 
les periodes 1984 : 1-1989 :4 et 1990 : 1-2001 :3. On considere les memes periodes que 
Stiroh et Rumble (2005) pour faciliter la comparaison directe avec le cas des Etats- 
Unis. Pour chaque periode, la premiere sous-colonne presente les valeurs moyennes 
de a et de (1 - a). La seconde sous-colonne fournit les variances, covariances et 
correlations, tandis que la troisieme sous-colonne porte sur les variances ponderees 
de ces parts, c.-a-d. sur la contribution a la variance totale du taux de croissance des 
produits d’exploitation nets. 

Aux Etats-Unis, les revenus bancaires sont devenus moins volatils, comme 
la variance du taux de croissance des produits d’exploitation nets a chute de 50,4 a 
46,2, mais la difference n’est pas significative. En revanche, contrairement a I’ex- 
perience des Etats-Unis, le cas canadien revele une augmentation de cette variance, 
de 16,6 en premiere periode a 27,4 dans la deuxieme. Cette augmentation provient 
essentiellement de la croissance dans la variance des revenus non traditionnels, une 
croissance superieure a celle que I’on observe aux Etats-Unis. En effet, au Canada, 
la volatilite du taux de croissance des revenus non traditionnels est passee de 28,9 a 
101,7 d’une periode a la suivante, alors qu’aux Etats-Unis cette progression est de 
228,9 a 259,1 seulement. 
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Tableau 23.3 Decomposition de la variance du produit d ’exploitation net 
- Canada versus Etats-Unis 



De 1984:01 a 1989:04 

De 1990:01 a 2001:03 

Banques canadiennes 

Part du 
produit 
d'exploi- 
tation 
(moyenne) 

Variance 

Contribu- 
tion a la 
variance 

Part du 
produit 
d'exploi- 
tation 
(moyenne) 

Variance 

Contribu- 
tion a la 
variance 

Produit d'exploitation net 


16,6 



27,4 


Revenus d'interets 

0,74 

19,5 

10,7 

0,60 

10,0 

3,6 

Revenus non traditionnels 

0,26 

28,9 

2,0 

0,40 

101,7 

16,3 

Covariance 


9,3 

3,6 


2,8 

1,3 

Correlation 


0,39 



0,09 


Banques americaines 

Produit d'exploitation net 


50,4 



46,2 


Revenus d'interets 

0,72 

100,2 

51,9 

0,63 

14,2 

5,7 

Revenus non traditionnels 

0,28 

228,9 

18,2 

0,37 

259,1 

35,8 

Covariance 


-29,0 

-11,7 


5,6 

2,6 

Correlation 


-0,19 



0,09 



Note : - La deuxieme partie du tableau a ete prise de Stiroh (2004). 


Une autre dimension dans laquelle 1’ experience canadienne differe de celle 
des Etats-Unis conceme la croissance du a. Au Canada, la composante de revenu 
non traditionnel est plus volatile que sa contrepartie americaine et croit davantage en 
termes relatifs. Cependant, la difference n’est pas tres importante en moyenne. Au 
Canada, cede part a cru de 26% a 40%, alors qu’aux Etats-Unis elle a augmente de 
28 % a 37 %. Ainsi, le fait que les produits d’ exploitation sont plus volatils au Canada 
provient surtout de ce que les revenus non traditionnels y sont plus volatils. 

Independamment du pays considere, T augmentation de la volatilite des 
revenus non traditionnels engendre une plus forte contribution de cette composante 
a la variance du taux de croissance des produits d’ exploitation (de 18,2 a 35,8, et de 
2,0 a 16,3 aux Etats-Unis et au Canada, respectivement). En outre, aux Etats-Unis, la 
volatilite des revenus d’interets a baisse de 100,2 a 14,2, alors qu’au Canada, elle n’a 
diminue que de 19,5 a 10,0. En d’autres termes, si le Canada a connu une croissance 
relative dans la volatilite des revenus bancaires, c’est a la fois parce que les revenus 
non traditionnels ont contribue davantage a la volatilite totale, mais aussi parce que 
la baisse de la volatilite des revenus d’interets a ete bien moins prononcee qu’aux 
Etats-Unis. 
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Finalement, il faut noter qu’aux Etats-Unis, comme la covariance entre revenus 
d’interets et revenus non traditionnels a en fait augmente de -29,0 a 5,6, Stiroh 
(2004) considere qu’il n’y a pas eu de gains de diversification clairs an cours des 
deux periodes visees par son etude. De ce point de vue, le cas du Canada est plus 
complique a analyser. D’un cote, on observe que la volatilite des revenus bancaires 
provient en partie de celle des revenus non traditionnels. D’un autre cote, la covariance 
entre les deux composantes des produits d’ exploitation nets a augmente an cours des 
deux periodes d’ etude. 


2.3. Contrdle de robustesse et resultats additionnels 

Pour verifier la robustesse des resultats que nous venons d’ analyser, nous examinons 
I’eventuelle influence du choix de decoupage des periodes d’etude. Dans cette sous- 
section, on rapporte aussi des resultats additionnels au sujet des sources de la volatilite 
des revenus non traditionnels. 


Tableau 23.4 Decomposition de la variance du produit d ’exploitation net, 
avant provision (banques canadiennes) 




1983 a 1987 



1988 a 1992 



Part du 
produit 

d'exploi- Variance 
tation 
(moyenne) 

Contribu- 
tion a la 
variance 

Part du 
produit 

d'exploi- Variance 
tation 
(moyenne) 

Contribu- 
tion a la 
variance 

Produit d'exploitation net 


13,6 



14,2 


Revenus d'interets 

0,74 

15,5 

9,0 

0,60 

16,9 

8,3 

Revenus non traditionnels 

0,26 

25,3 

1,5 

0,40 

30,2 

2,7 

Covariance 


7,9 

2,9 


7,5 

3,2 

Correlation 


0,4 



0,33 




1993 a 1997 



1998 a 2002 


Produit d'exploitation net 


9,4 



57,1 


Revenus d'interets 

0,66 

9,8 

3,9 

0,55 

10,2 

2,4 

Revenus non traditionnels 

0,34 

40,4 

5,5 

0,45 

212,6 

55,3 

Covariance 


-0,9 

-0,4 


5,1 

2,5 

Correlation 


-0,04 



0,11 
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Le tableau 23.4 offre un portrait plus complet de la decomposition de la variance 
totale des revenus au cours de plusieurs sous-periodes. Nous exposons les resultats 
pour les periodes allant de 1983 a 1987, de 1988 a 1992, de 1993 a 1997 et finalement 
de 1998 a 2002 - soil les intervalles correspondant aux dates des differentes periodes 
legislatives et des modifications afferentes a la Loi sur les banques. La premiere 
chose que Ton peut remarquer est que la baisse de la covariance entre les revenus 
non traditionnels et les revenus d’interets s’observe dans toutes les sous-periodes. 
La periode 1993-1997 est une periode pour laquelle on pourrait avancer qu’il y a 
eu certains benefices de diversification. Dans cette periode, la volatilite des revenus 
bancaires canadiens a ete inferieure et la covariance entre ses deux composantes a 
ete legerement negative. Par ailleurs, la variance du taux de croissance des produits 
d’exploitation nets a cru davantage au cours de la derniere periode. 

Sans surprise, cette augmentation correspond a une forte augmentation de la 
variance du taux de croissance des revenus non traditionnels, avec une correlation 
positive entre cette composante et le revenu total. 

Pour analyser plus a fond la volatilite des revenus bancaires canadiens, 
nous examinons par ailleurs la composition des revenus non traditionnels. De toute 
evidence, le but ici est de determiner les composantes de ces revenus qui affectent la 
volatilite agregee (par consequent, la volatilite des revenus totaux). Le tableau 23.5 
fournit cette caracterisation pour la periode 1998-2002 (les donnees sur les compo- 
santes des revenus non traditionnels des banques canadiennes ne sont disponibles 
qu’a partir de 1998). 

Corroborant les resultats obtenus dans le cas des Etats-Unis, les revenus de 
courtage contribuent de maniere importante a la volatilite des revenus non traditionnels 
canadiens. Meme si la part des revenus de courtage est relativement faible (6,5 % 
du total des revenus non traditionnels), la volatilite de ces revenus est assez elevee 
(1 311,0 au cours de la periode). Le tableau 23.5 renseigne aussi sur la covariance 
et la correlation entre les differentes composantes des revenus non traditionnels et 
les revenus d’interets. On remarque que les revenus de courtage sont negativement 
correles avec les revenus d’interets. Sans surprise, les frais de service sont en revanche 
fortement correles avec les revenus d’interets. L’ assurance et I’investissement bancaire 
presentent une correlation negative avec les revenus d’interets - ce qui laisse supposer 
des benefices potentiels de diversification par recours a ce type d’activites bancaires 
non traditionnelles. 

Globalement, la volatilite des revenus bancaires s’explique en bonne partie 
par la croissance de la part et de la volatilite des revenus non traditionnels et par la 
volatilite des revenus de courtage. 
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Tableau 23.5 Relation entre les composantes des revenus 
non traditionnels et les revenus d’interets 


1998 a 2002 



Part du 
revenu 
net avant 
provisions 

G$ 

de 1997 

Variance 

Covariance 
avec les 
revenus 
d'interets 

Correlation 
avec les 
revenus 
d'interets 

Revenus non traditionnels 

51,3 

23,5 

212,6 

5,0 

0,11 

Revenus de courtage 

6,5 

2,7 

1 311,0 

-3,0 

-0,02 

Profits et pertes 

2,6 

1,1 

12 625,0 

44,0 

0,12 

Revenus de fiducie 

7,0 

5,7 

90,0 

-44,0 

-0,14 

Frais de services 

15,0 

7,0 

40,0 

6,0 

0,28 

Banque d'investissement 

14,9 

7,1 

232,0 

-10,0 

-0,20 

Assurance 

1,4 

1,2 

107,0 

-0,06 

-0,19 

Autres 

3,6 

1,7 

1 843,0 

5,0 

0,03 


3. Est-ce que les revenus non traditionnels 

CONSTITUENT UN TAMPON CONTRE LES FLUCTUATIONS? 

Nous venous d’etablir une correlation entre les revenus non traditionnels et les produits 
d’ exploitation nets, un resultat qui amene une certaine perplexite a I’endroit des bene- 
fices de diversification que peuvent apporter les activites bancaires non traditionnelles. 
II est toutefois envisageable que ces activites permettent aux banques de se premunir 
contre les cycles d’affaires et les fluctuations des marches financiers. Par exemple, la 
tendance actuelle pourrait etre reliee a la croyance que les revenus non traditionnels 
sont moins procycliques que les revenus d’interet. II est en effet possible que les cycles 
economiques engendrent de plus fortes fluctuations dans les revenus d’interets que 
dans les revenus provenant des nouvelles activites. Ainsi, les revenus non traditionnels 
pourraient fournir une sorte d’assurance contre les fluctuations. Pour verifier cette 
hypothese, nous etudions dans cette section la correlation entre les differents types de 
revenus bancaires et les cycles en recourant a plusieurs approches concourantes. 


3.1. Correlations dynamiques 

En premier lieu, nous examinons les correlations dynamiques entre chaque composante 
des revenus bancaires agreges et la croissance du produit interieur brut (PIB). Nous 
examinons egalement la correlation dynamique de ces composantes avec 1’ indice S&P 
TSX de la Bourse de Toronto (TSX) pour determiner quel type de revenu bancaire est 
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le plus affecte par les fluctuations flnancieres. Les resultats de cette experience sont 
rapportes au tableau 23.6. Tel que montre dans la colonne centrale, les correlations 
contemporaines entre les differents types de revenus bancaires et la croissance du PIB 
sont positives, ce qui indique que les revenus d’interet et les revenus non traditionnels 
ont tendance a etre procycliques. Bien que faible en termes absolus, la correlation est 
plus forte pour les revenus non traditionnels que pour les revenus d’interet. Ceci nous 
amene done a mettre en doute Tbypotbese selon laquelle les revenus non traditionnels 
sont moins soumis aux fluctuations macroeconomiques. Le fait que des correlations 
positives prevalent aussi entre les revenus non traditionnels et les valeurs avancees 
et retardees de la croissance du PIB confirme nos doutes. 

Par ailleurs, les correlations contemporaines sont en moyenne quatre fois 
plus elevees lorsque Ton considere le lien entre les revenus et Tindice du S&PTSX. 
Ceci donne a penser que les revenus bancaires ont tendance a etre davantage couples 
avec les marches flnanciers qu’avec Teconomie reelle, et ce en raison des activites 
non traditionnelles, dont la correlation contemporaine des revenus avec le taux de 
croissance du S&P TSX est la plus elevee (0,232). La correlation entre le premier 
retard de la croissance du S&P TSX et les revenus non traditionnels est egalement 
positive et plutot elevee (0,337) comparativement aux autres correlations. 


Tableau 23.6 Correlation dynamique entre le revenu des banques, 
le taux de croissance du PIB et I’indice du S&P TSX 



k = 3 

k = 2 

k = 1 

k = 0 

k = -1 

k = -2 

k = -3 

Correlations avec I'indice du S&P TSX (t 

-k) 






Revenu total 

0,038 - 

-0,138 

0,216 

0,214 

-0,013 

0,093 

0,017 

Revenu net des interets 

0,004 - 

-0,125 

-0,160 

0,077 

0,018 

0,032 

0,020 

Revenus non traditionnels 

0,012 - 

-0,084 

0,337 

0,232 

-0,044 

0,093 

-0,016 

Correlations avec la croissance du PIB (t 

-k) 






Revenu total 

0,020 

0,068 

-0,057 

0,052 

0.093 

0,060 

0,096 

Revenus net des interets 

0,072 - 

-0,073 

-0,244 

0,018 

0,015 

0,015 

0,037 

Revenus non traditionnels 

-0,046 

0,131 

0,043 

0,057 

0,108 

0,079 

0,119 


Ces resultats donnent a penser que les revenus non traditionnels ne constituent 
pas un tampon contre les fluctuations, que ce soit de Tactivite reelle ou des marches 
flnanciers. A ce stade, il est done utile de verifler la signifleativite des correlations que 
Ton vient de presenter et d’effectuer des tests econometriques sur les series chrono- 
logiques pour determiner si les variables PIB et S&P TSX contribuent a la volatilite 
des revenus bancaires. Nous menons ces experiences dans la prochaine sous-section, 
oil nous adoptons la methodologie de Stiroh (2004) pour completer T analyse. 
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3.1.1. Analyse des series temporelles 

Pour etudier la relation entre les revenus bancaires et les chocs exogenes (cycles 
d’affaires et fluctuations des marches financiers), nous pouvons utiliser, en premiere 
approche, le modele suivant : 

4 4 

dlnY, =a + ^P,d lnYj_; + ^0jd lnX,_j + e„ 

1=1 j=0 

ou Yj correspond a I’une des trois mesures des revenus bancaires auxquelles nous avons 
recours (revenu total, revenus d’interet, revenus non traditionnels), X, representant 
la variable explicative exogene (PIB ou S&P TSX). Nous avons done un total de six 
regressions a estimer. Les tests de racine unitaire indiquent que toutes les variables 
sont integrees, de sorte que leur niveau est transforme en premiere difference. Dans 
le processus de selection des variables de retard, nous debutons avec six periodes et 
incluons tous les retards jusqu’au dernier retard signifleatif. 

L’experience se base sur des donnees bancaires agregees pour la periode 1983 : 1 
a 2002 :4, donnees transformees en logarithme de premiere difference. Les coefficients 
des regressions et leur niveau de signifleativite jointe sont reportes au tableau 23.7. 

Comme on devait s’y attendre, la croissance des revenus non traditionnels 
est positivement reliee a celle du S&P TSX et du PIB, confirmant que ce type de 
revenu a tendance a etre procyclique et signifleativement affecte par les fluctuations 
du marche. 

Ce resultat infirme Tidee selon laquelle les revenus non traditionnels seraient 
moins procycliques que les revenus d’interet et aideraient a lisser les impacts des 
fluctuations. Alors que les retards de X^ presentent des coefficients negatifs pour 
les revenus d’interet, ils presentent souvent des coefficients positifs pour les revenus 
non traditionnels. Ceci conduit a une relation positive entre les revenus totaux et les 
fluctuations du marche financier. De ce point de vue, il est a noter que la croissance 
du S&P TSX est plus significative pour expliquer les trois types de revenu, comparee 
a la croissance du PIB. En fait, on trouve que, globalement, la croissance dans les 
revenus d’interet nets est negativement correlee a celle du S&P TSX, alors que celle 
du revenu total et celle des revenus non traditionnels sont positivement correlees avec 
cette variable explicative. En particulier, la somme des coefficients des retards de la 
croissance du S&P TSX associee a Tequation des revenus non traditionnels est bien 
plus elevee (1,474) que celle qui est associee a la specification des revenus totaux 
(0,357). Ees mesures de suggerent egalement que les regressions des revenus totaux 
et des revenus non traditionnels utilisant S&P TSX comme variable exogene sont de 
meilleures specifications que les equations basees sur le PIB. 
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Tableau 23.7 Croissance des revenus bancaires en function 
de la croissance du PIB 
et du niveau de I’indice du S&P TSX 



Variable explicative X = PIB 

Variable explicative X 

= S&P TSX 


Revenu 

total 

Revenu 
net des 
interets 

Revenus 

non 

traditionnels 

Revenu 

total 

Revenu 
net des 
interets 

Revenus 

non 

traditionnels 

Y,-, 

-0404*** 

-0,168 

-0,325 

-0,487*** 

-0,216** 

-0,557*** 

V.-2 

-0,187 

-0,001* 

- 

-0,229** 

-0121 

-0,340*** 

Y.-3 

-0,001 

- 

- 

- 

-0,075 

-0,208 

Y.-4 

- 

- 

- 

- 

0,074** 

-0,155** 

X. 

- 

0,945** 

1,462 

0,146** 

0,032 

0,0356*** 

X,-, 

- 

-1,666*** 

0,211 

0,221** 

-0,065 

0,570** 

X.-3 

- 

- 

-0,003** 

-0,007* 

-0,079 

0,167* 

X.-3 

- 

- 

- 

-0,003** 

-0,008 

0,119 

X.-4 

- 

- 

- 

- 

-0,138** 

0,0261** 

Constant 

0,026 

0,019*** 

0,022 

0,026** 

0,018*** 

0,042*** 

Sum of coef. of Lagged X 

- 

-0,720 

1,670 

0,357 

-0,257 

1,474 

Jt. Sig of Lagged X 

- 

0,246 

0,042 

0,002 

0,058 

0,000 

Adjusted 

0,11 

0,07 

0,063 

0,243 

0,033 

0,330 


Notes : - Variable dependante : Y,; variables explicatives : X, (PIB et S&P TSX). 

- Les traits coiTespondent a des variables qui out ete enlevees. 

- * ** £(*** denotent les degres de significativite a 1 %, 5 %, et 10 %, respectivement. 


3.2. Analyse des equations autoregressives 

Pour completer Tanalyse, nous etudions Timpact des cycles d’affaires et des fluctua- 
tions financieres a I’aide de vecteurs autoregressifs (modeles VAR) pour documentor 
les reponses du revenu bancaire aux chocs exogenes au PIB et au S&P TSX. Notre 
objectif est d’examiner dans quelle mesure les revenus non traditionnels peuvent 
etre consideres comme un tampon contre ces chocs. Nous incluons dans les VAR 
trois variables, S&P TSX (ou PIB), les revenus d’interet et les revenus non tradi- 
tionnels. Comme le S&P TSX et le PIB ont toutes les chances d’etre exogenes par 
rapport aux revenus bancaires, ces variables sont placees en premier dans les modeles 
autoregressifs. L’ordre de positionnement des revenus d’interet et des revenus non 
traditionnels est moins evident. Nous presen tons ici les resultats obtenus lorsque Ton 
place les revenus d’interet avant les revenus traditionnels. En conduisant une analyse 
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de robustesse, on realise que d’inverser cet ordre ne change pas vraiment les reponses 
aux chocs. Le VAR est estime en differences premieres des variables exprimees en 
logarithme, en utilisant la periode 1983:1 a 2002:4. La dimension du vecteur des 
variables retardees est respectivement de 2 et 4 pour le modele incluant le PIB et 
celui qui inclut le S&P TSX. Le nombre de retards est determine par le maximum 
de vraisemblance jointe. Par exemple, I’horizon de deux periodes de retard est teste 
contre un horizon alternatif de 3, 4, 6 on 8. 

La figure 23.4 montre les reponses du taux de croissance des revenus non 
traditionnels et des revenus d’interets consecutives a une innovation de 1 % dans 
la croissance du S&P TSX et du PIB. Les deux graphiques du haut illustrent les 
reponses de ces deux types de revenus bancaires aux chocs du S&P TSX. La reponse 
des revenus non traditionnels est plus prononcee que celle des revenus d’interets. Au 
cours des deux premiers trimestres de Timpact du choc sur le taux de croissance du 
S&P TSX, les revenus non traditionnels augmentent de 2 a 3 %. Par la suite, la reponse 
demeure positive sur plusieurs trimestres. En revanche, ce meme choc engendre une 
reponse negative des revenus d’interet. Et cette reponse est relativement faible et 
proche de zero. 

Ees deux graphiques du has rapportent les effets des chocs transitoires du taux 
de croissance du PIB. Bien que les deux types de revenus repondent positivement a 
ces chocs au cours du premier trimestre, la reponse des revenus non traditionnels est 
plus prononcee, la encore. Ea reponse positive des revenus non traditionnels est aussi 
plus persistante que celle des revenus d’interets. En fait, ces derniers presentent une 
reponse negative au second trimestre de Timpact du choc, tandis que les premiers 
restent positifs sur plusieurs trimestres. Ceci corrobore T argument voulant que les 
revenus non traditionnels soient en fait plus procycliques que les revenus d’interet. 

Meme si ces reponses ne sont en general significatives qu’au cours des deux 
premiers trimestres, les resultats de T analyse renforcent les observations basees sur les 
regressions simples precedemment documentees : les revenus non traditionnels sont 
positivement correles aux activites de marche, alors que les revenus d’interet presentent 
une correlation legerement negative. En rapport avec les resultats de T analyse des 
correlations dynamiques et des regressions simples, les reponses des revenus bancaires 
aux chocs du taux de croissance du S&P TSX sont plus prononcees que cedes que 
Ton obtient pour les chocs du taux de croissance du PIB. Ceci est vrai meme pour les 
revenus d’interets. Et cela semble renforcer Tidee que les activites de marche jouent 
un role preponderant dans la determination des revenus bancaires. 

Einalement, il est a noter que, pour comparer les resultats des regressions 
autoregressives a ceux de Stiroh (2004), nous considerons des intervalles de confiance 
bases sur les variances des fonctions de reponse. D’apres ces intervalles de confiance, 
a Timpact, les deux sources des revenus bancaires repondent significativement plus 
aux chocs du PIB que dans le cas des Etats-Unis, oil T auteur ne trouve aucune reponse 
statistiquement significative. Pour fin de verification de la specification que T auteur 
propose, nous considerons en outre des simulations de Monte Carlo pour generer 
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les intervalles de confiance. Avec cette approche, nous retombons sur des resultats 
analogues mais avec des reponses non significatives. Tout bien considere, on pent 
tout de meme conclure que, globalement, T etude des series chronologiques tend a 
pointer dans la meme direction que celle de Stiroh (2004). 

Figure 23.4 Sensibilite des revenus d’interets et des revenus 
non traditionnels a des variations de 1 % du PIB 
et du S&PTSX 


Ketiponte of Nonintcresl Income lo u Onc>peicciit Shock, to TSh 


Rc\pome of Net Interest Income to a One»pcrccoi Shock to TSE 



4 


^ Quarters 


^ Quoners 8 


Response of Noninterest income to a Onc'pciccni Shock lo GOH 

3 

2 

•I 


Response of Net Intciesi Income to a One*pcrccnt Shock to GDP 

3 

2 

1 *. 

(1 
•I 


^ Quanersi 


** Quanen 


3.3. Part des revenus non traditionnels et profitabilite bancaire 

Meme si les revenus non traditionnels n’apportent pas de benefices de diversification, 
ni ne permettent aux banques de se premunir contre les fluctuations economiques et 
financieres, ils peuvent tout de meme fournir des rendements avantageux. Ainsi, une 
question qui se pose naturellement est de savoir si le fait de s’engager dans des activites 
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orientees vers le marche ameliore le profit bancaire ajuste au risque. Dans cette sous- 
section, nous nous penchons sur cette question d’efficience. Nous considerons quatre 
mesures de profitabilite bancaire : le rendement sur I’avoir des actionnaires (ROE), sa 
mesure ajustee, le rendement sur I’actif (ROA) et sa mesure ajustee, avec : 

ROE 

Risk - Adjustedp,Qg = 

^ROE 

Risk - Adjustedp,Q^ = — — — 

^ROA 

oil (ou I’ecart-type mobile sur quatre trimestres de ROE (ou de ROA), mesure 
le risque. Nous regressons I’une de ces quatre mesures de profitabilite bancaire sur 
ses propres valeurs retardees, ainsi que la valeur contemporaine et les valeurs retar- 
dees de la part des revenus non traditionnels dans les revenus totaux, et un vecteur 
de variables de controle, de la maniere suivante : 

m n p 

Vt, Y, = a + X Pi Y,_, + X 0jSnonin,_j -i- X + e„ 

i=l j=l k=l 

OU Yj est I’une des quatre mesures de profitabilite, snonin, la part des revenus non 
traditionnels dans les produits d’ exploitation nets des banques et Z,, le vecteur des 
variables de controle incluant le logarithme des actifs (pour prendre en compte I’effet 
de taille), le ratio litre/ actif, la croissance des actifs et le ratio des provisions pour 
pertes par rapport aux actifs totaux (ces trois variables controlant d’autres facteurs 
susceptibles d’infiuencer la profitabilite bancaire, comme la preference des banques 
pour le risque par exemple). Une constante est egalement incluse pour capter des effets 
d’echelle dans la variable dependante. Ea dimension du vecteur des variables de retard 
est choisie en recourant a une procedure de selection dans laquelle chaque retard est 
conserve jusqu’au dernier retard statistiquement significatif. Ee modele toume avec 
des donnees de 1983:1 a 2002:4 sur la profitabilite agregee des huit plus grandes 
banques canadiennes. Ces donnees sont stationnaires et done modelisees en niveau. 

Ees resultats des regressions sont presentes dans le tableau 23.8. Ees variables 
de controle qui ne sont pas significatives ont ete retirees des equations. Sans surprise, 
la seule variable restante est le ratio des provisions pour pertes sur prets par rapport a 
r actif total. Comme on pouvait s’y attendre, ces provisions diminuent les profits et le 
coefficient de ce ratio est done negatif dans toutes les specifications. Tel que rapporte 
dans le tableau, la somme des coefficients de la part des revenus non traditionnels 
est negative dans les quatre regressions. Ceci indique qu’une hausse de la part de 
ce type de revenus tend a diminuer la profitabilite bancaire. Meme si la variable de 
controle n’est pas parfaitement orthogonale a snonin, ces resultats additionnels jettent, 
la encore, un doute quant a Tamelioration de la performance bancaire, au chapitre de 
la diversification, que pourraient amener les activites non traditionnelles (la reduction 
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du risque ou 1’ augmentation des rendements). Au contraire, les resultats semblent 
indiquer que les banques canadiennes ont peut-etre mal evalue I’apport des revenus 
non traditionnels. 


Tableau 23.8 Rentabilite des banques en function de la part des produits 
d’ exploitation provenant des revenus non traditionnels 


Variables dependantes (Y,) 


ROE 

ROE ajuste 
au risque 

ROA 

ROA ajuste 
au risque 

Y,-, 

0,037 

0,604*** 

0,057 

0,475*** 

V.-2 

0,091*** 

- 

0,113** 

- 

V.-3 

0,055 

- 

0,075 

- 

Y.-4 

0,081** 

- 

0,087** 

- 

snonin^ 

0,432*** 

-30,87** 

0,017 

-27,008* 

snonin^_^ 

-0,301** 

- 

-0,019** 

- 

snonin ^_2 

-0,337*** 

- 

-0,010 

- 

snonin^_^ 

- 

- 

-0,010 

- 

snonin^_j^ 

- 

- 

-0,011** 

- 

Prov^ 

-0,779*** 

-46,393 

-0,037*** 

-21,335** 

Prov,_, 

- 

-7,745 

- 

-10,519*** 

Prov^_2 

- 

-18,350*** 

- 

-19,622** 

Constant 

0,308*** 

25,201*** 

0,014*** 

21,617*** 

Lagged snonin sum 

-0,206 

-30,87 

-0,010 

-27,008 

Snonin jt. sig. 

0,001 

0,0456 

0,014 

0,069 

Adj. R2 

0,83 

0,36 

0,76 

0,34 


Notes : - Variables explicatives : snonin, part des produits d’exploitation provenant des revenus non 
traditionnels. Prov: ratio de la provision pour mauvaises creances reliees aux prets sur I’actif 
total. 
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Resume 

Dans ce chapitre, nous rapportons des fails saillants relatifs a la structure financiere 
canadienne. En particulier, I’etude etablit que les changements de la reglementation qui 
ont permis aux banques canadiennes de mener des activites non traditionnelles - p. ex. 
bors-bilan - ont eu pour consequence de modifier la nature de la volatilite des revenus 
bancaires. La volatilite du taux de croissance des revenus bancaires agreges semble 
en effet de plus en plus influencee par les revenus non traditionnels, a la fois du fait 
de r augmentation des activites non traditionnelles et du fait de la volatilite accrue de 
cette composante. Les donnees suggerent egalement que les activites orientees vers le 
marcbe, telles que les activites de courtage, n’apportent pas necessairement de bene- 
fices de diversification aux banques canadiennes, et que les revenus non traditionnels 
semblent etre en phase avec les cycles d’affaires et les fluctuations financieres. Ainsi, 
nous ne pouvons pas conclure que ce genre d’ activites constitue un tampon contre les 
cbocs exogenes qui perturbent le systeme bancaire, dans la mesure oil les activites 
non traditionnelles sont positivement et significativement influencees par ces cbocs. 
Non seulement ces activites augmentent la volatilite des profits bancaires sans pour 
autant proteger les banques des fluctuations economiques et financieres, mais en outre 
elles ne semblent pas non plus ameliorer la profitabilite bancaire. Globalement, cette 
etude canadienne corrobore done les resultats que Stirob (2004) et Stirob et Rumble 
(2005) ont obtenus pour les Etats-Unis. 

Comme aux Etats-Unis, il est possible que les banques canadiennes commen- 
cent a realiser que, peut-etre, certaines sources potentielles de revenus non tradition- 
nels sont finalement moins attrayantes qu’on I’avait anticipe. Entre autres raisons 
pour lesquelles les banques s’engageraient tout de meme dans ces activites, on pent 
penser aux pressions concurrentielles poussant les gestionnaires dans des avenues 
aux gains incertains. Independamment du comportement des banques, une question 
vient directement a I’esprit. Tandis que nous examinons la diversification qu’amenent 
les activites de marcbe, le probleme de I’optimalite demeure une question ouverte au 
debat. Pour approfondir ce point, il est possible, en principe, d’exploiter I’indicateur 
financier utilise dans notre etude^, puis de suivre la methodologie de Clark et Siems 
(2002), par exemple^ 

Au-dela des raisons expliquant un tel phenomene, des questions additionnelles 
emergent. Par exemple, il serait interessant d’etudier la mesure dans laquelle la 
tendance actuelle que Ton observe correspond a un affaiblissement du canal du credit. 
Les mesures empiriques semblent indiquer que ce canal est deja faible au Canada, 
mais il s’ est peut-etre affaibli encore davantage depuis que la structure financiere 


2. La transformation en equivalent credit de Boyd et Gertler (1994) pent en effet servir a I’analyse de 
refficience-x. 

3. Il est cependant a noter que nos resultats preliminaires pointent dans la direction de la 
sous-optimalite. 
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s’est tournee vers les marches. En lien avec ce questionnement, on pourrait envisager 
aussi d’eclaircir le debat sur la contribution de la politique monetaire a la diminution 
observee de la volatilite de I’inflation et de la production agregee. Clarida, Gab et 
Gertler (1999), Cecchetti et al. (2004) et d’autres chercheurs trouvent que I’amelio- 
ration de la politique monetaire a joue un role dans cette diminution. Neanmoins, aux 
Etats-Unis, environ 50 % de la baisse de la volatilite de I’inflation ne semble attribuable 
qu’a de la chance (Stock et Watson, 2002). Comme les entreprises canadiennes ont 
tendance a recourir de plus en plus aux marches financiers pour leur financement, on 
pent neanmoins se demander si cette tendance joue un role dans I’attenuation de la 
volatilite de I’infiation. Ees etudes recentes qu’offre la litterature semblent effective- 
ment pointer dans cette direction. 
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